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Vor^^ort. 


Seit  der  Veröffentlichung  von  Chr.  Wieners  klassischer  Schrift  „Über  Vielecke  und  Vielflache" 
(Leipzig  1864),  die  sich  wesentlich  mit  den  regelmässigen  Polygonen  und  Polyedern  höherer  Art  beschäftigt 
und  deren  Theorie  im  ganzen  abschliesst,  hat  die  Lehre  von  den  durch  Gerade  und  Ebenen  begrenzten  Ge- 
bilden bedeutende  Fortschritte  aufzuweisen.  Auf  der  einen  Seite  hat  man  das  oft  gestellte  und  doch  bis  zum 
heutigen  Tage  nicht  gelöste  Problem  der  Aufzählimg  der  von  einer  bestimmten  Anzahl  Flächen  begrenzten 
Vielflache  wiederholt  in  Angrifi'  genommen.  Die  Wissenschaft  gelangte  dabei  zu  vielen  interessanten  Einzel- 
ergebnissen, und  in  V.  Eberhardts  Morjjhologie  wurde  das  Problem  wenigstens  zu  einem  vorläufigen  Abschlüsse 
gebracht,  wenn  auch  wohl  kaum  im  Sinne  der  ursprünglichen  Fragesteller.  Andrerseits  fallen  in  die  Zeit 
nach  der  im  Eingange  erwähnten  Schrift  alle  jene  Untersuchungen  besonderer  Vielecke  und  Vielflache,  die 
als  gleicheckige,  gleichkantige,  gleichflächige  u.  s.  w.  bezeichnet  werden,  die  die  Geometrie,  oder  besser 
Topologie,  mit  einer  grossen  Anzahl  neuer  Gestalten  bereichert  haben.  Selbst  die  Grundlagen  der  Vielecks- 
und Polyederlehre  sind  in  jüngster  Zeit  nicht  unwesentlich  umgeändert  und  vereinfacht  worden.  —  Wenn 
sich  auch  das  Interesse  der  Mathematiker  diesem  Zweige  ihrer  Wissenschaft  wie  es  scheint  neuerdings  in 
geringerem  Grade  zugewandt  hat,  als  etwa  den  Lehren  von  den  Kurven  und  Oberflächen,  wie  schon  durch 
einen  flüchtigen  Einblick  in  Gino  Lorias  bekannte  Schrift  zu  ersehen  ist,  so  ist  es  doch  nicht  ganz  ge- 
schwunden, und  es  darf  deshalb  vielleicht  ein  Buch,  das  sich  die  Aufgabe  stellt,  die  Entwickelung  der  Lehi-e 
von  den  Vielecken  und  Vielflachen  bis  auf  die  neueste  Zeit  zu  verfolgen,  immerhin  erwarten,  die  Aufmerk- 
samkeit der  Fachgenossen  zu  finden. 

Auf  Grund  der  Originalarbeiten  versuche  ich  daher  im  folgenden  die  Theorie  der  Vielecke  und  Viel- 
flaclie  und  die  Hauptzüge  ihrer  geschichtlichen  Entwickelung  im  Zusammenhange  darzustellen,  wobei  ich 
namentlich  Wert  darauf  lege,  mit  möglichster  Anschaulichkeit  in  die  wichtigsten  Probleme  einzuführen. 
Denn  es  kaim  nicht  meine  Absicht  sein,  denen,  die  sich  in  diesem  Teile  mathematischer  Wissenschaft  selbst 
bethätigen  wollen,  das  Studium  der  Quellenarbeiten  mit  ihren  strengen  Beweisen  völlig  ersparen  zu  wollen. 
Doch  hoffe  ich  auf  einigen  Dank  des  mathematischen  Publikums  rechnen  zu  dürfen,  wenn  ich  den  in  vielen 
Zeitschriften,  Programmen  imd  Monographien  zerstreuten  Stoff  hier,  wie  ich  glaube,  übersichtlich  gruppiere, 
um  dadurch  erkennen  zu  lassen,  wo  sich  Lücken  befinden,  die  ihrer  Ausfüllung  noch  harren.  Unter  anderem 
ist  hier  auf  die  gleicheckigen  und  die  gleichflächigen  Polyeder  hinzuweisen,  soweit  sie  zu  beweglichen  Netzen 
gehören,  deren  vollständige  Bestimmung  ein  noch  ungelöstes  Problem  ist.  Ferner  wage  ich  nicht  zu  be- 
haupten, dass  die  Darstellung  des  Euler.schen  Satzes  für  einseitige  Polyeder  (Seite  04)  schon  erschöpfend 
imd  streng  ist.  Vielleicht  sind  in  dem  Seite  218  zitierten  Programme  des  Herrn  C.  Reinhardt  die  Keime 
zu  einer  genauem  Untersuchung  dieser  räumlichen  Gebilde  enthalten. 

Von  dem  Lihalte  des  Buches  ergiebt  sich  dem  Leser  ein  Überblick  durch  das  Inhaltsverzeichnis  in 
Verbindung   mit   dem  Namen-  und  Sachregister.     Von    der  Besprechung   mehr   als   dreidimensionaler  Gebilde 
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ist  ein  für  allemal  abgesehen  worden.  So  interessant  die  Betrachtung  der  den  Polyedern  im  vier-  und 
mehi-dimensioualen  Raimae  entsprechenden  Gebilde,  der  sog.  Polytope,  sein  mag,  überschreitet  sie  doch  im 
allgemeinen  die  nur  elementaren  Ansprüche,  die  hier  an  die  mathematischen  Vorkenntnisse  des  Lesers  gestellt 
werden  sollen.  Das  Hauptsächlichste  hierüber  findet  man  überdies  in  meiner  Schrift  „Die  Elemente  der 
vierdimensioualen  Geometrie"  (Zwickau  1894).  Es  ist  also  selbstverständlich,  dass  in  dem  vorliegenden 
Buche  durchweg  die  Gültigkeit  des  Parallelenaxioms  vorausgesetzt  ist.  Ich  habe  nach  möglichst  ausgedehnter 
Veranschaulichung  dui-ch  Figuren  gestrebt  imd  jahrelange  Mühe  nicht  gescheut,  die  besprochenen  Polyeder- 
typen in  Modellen  darzustellen,  die,  von  der  Firma  Römmler  &  Jonas  (Dresden)  photographiert,  hier  in  Licht- 
druck reproduziert  vorliegen.  Die  in  meinem  Besitze  befindliche  Sammlung  der  Modelle  selbst  kann  von 
Interessenten  jederzeit  besichtigt  werden.  Weiteres  über  sie  ist  in  Anm.  2  auf  S.  183  berichtet.  Sowohl 
die  ebengenannte  Firma  wie  die  Verlagshandlung  verdienen  für  das  bereitwillige  Eingehen  auf  meine  Wünsche 
in  Bezug  auf  die  Wiedergabe  der  Modelle  und  die  nicht  unbedeutende  Kosten  verursachende  Herstellung  der 
Tafeln  meinen  Dank. 

Indem  ich  bitte,  die  Berichtigimgen  am  Ende  des  Buches  vor  dem  Lesen  zu  beachten,  bemerke  ich 
noch,  dass  mir  direkte  Mitteihmg  etwa  noch  stehengebliebener  Felder  in  den  Formeln  nur  erwünscht  ist. 
Zum  Schlüsse  liegt  mü-  noch  ob,  meinen  Herren  Kollegen  verbindlichsten  Dank  auszusprechen  für  die 
Freundlichkeit,  mit  der  sie  mich  beim  Lesen  der  Korrektur  unterstützt  haben. 

Bautzen,  im  Februar  1900. 

Max  Brückner. 
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A.   Allgemeine  Theorie  der  Vielecke. 

1.    Defiuitioueu.    Vollständiges  Vieleck  und  Vielseit.    Unter  einem  vollständigen  ebenen  Vieleck  oder 
voUständigen  w-eck  versteht  man  n  Punkte  (Ecken)  in  einer  Ebene,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden 

liegen,  und  die  Gesamtheit  der  —^^ — -  Geraden  (Seiten),  welche  sie  dm-ch  ihi-e  Verbindung  bestimmen.  — 

Unter  einem  vollständigen  ebenen  Vielseit  oder  vollständigen  w-seit  versteht  man  n  Gerade  (Seiten)  in  einer 

Ebene,  von  denen  keine  di-ei   durch  einen  Pimkt  gehen,  und  die  Gesamtheit  der  —^ — -  Punkte  (Ecken), 

welche  sie  durch  ihre  Durchschnitte  bestimmen.  Die  mit  den  Seitenlinien  nicht  zusammenfallenden  Strecken 
zwischen  den  Ecken  des  vollständigen  w-seites  heissen  Diagonalen.  Die  mit  den  Ecken  nicht  zusammen- 
fallenden Schnittpunkte  der  Seitenlinien   des  vollständigen  w-ecks  heissen  Nebenecken..     In  zwei  Seitenlinien 

eines  voUständigeu  w-seits  liegen  2n — 3  Ecken.  Von  der  gemeinsamen  Ecke  aus  können  also  -^ — -  —  (2w  — 3) 
__  (w  —  )  (w  —  )  pjagQjjajgjj^  mithin  von  allen  —^ — -  Ecken,  die  zu  je  zwei  auf  einer  Diagonale  liegen, 
n{n  —  }{n—   ) {u       ;  Diagonalen  gezogen  werden.    Li  einem  vollständigen  «.-ecke  gehen  diuxh  zwei  Ecken 

2«,  — 3  Seitenlinien.  Eine  durch  beide  Ecken  laufende  Seitenlinie  kaim  also  mit  den  übrigen  — (2n — 3) 

^^  ("—")(*'—  )  Seitenlinien  Nebenecken  bilden.    Alle  "    ~     Seitenlinien  ergeben  demnach  — '-^ — - 

Nebenecken. 

Wählt  man  aus  den  ^^^^-i  Strecken  zwischen  den  n  Ecken  eines  vollständigen  «-ecks  n  Strecken 

derart,  dass  man  von  einer  Ecke  zur  andern  schreitend  jede  einmal  durchläuft  imd  nach  Durchlaufen  der 
n  Strecken  zum  Ausgangspunkt  zurückkehrt,  so  nennt  man  den  zusammenhängenden  Streckenzug  ein  (ein- 
faches) n-ecl:     Ein   vollständiges    w-eck    enthält  ^""~  ''  (einfache)    «-ecke.')     Denn  von  einer  ersten  Ecke 

kann  man  auf  einer  von  n  —  1  Strecken  zu  irgend  einer  zweiten  Ecke  übergehen,  und  von  dieser  aus  bleiben, 
da  man  nicht  zur  ersten  Ecke  zurückgehen  wiU,  n  —  2  Wege  ofi'en,  um  zu  irgend  einer  di-itten  Ecke  zu 
gelangen;  man  kann  somit  auf  (w  —  1)  {n  —  2)  Alien  von  der  ersten  zu  einer  dritten  Ecke  übergehen. 
Ebenso  kann  man  von  jeder  di-itten  Ecke  nach  jeder  der  n  —  3  noch  unbenutzten  Ecken  gelangen,  also  im 
Ganzen  von  der  ersten  nach  irgend  einer  vierten  Ecke  auf  (w  —  1)  (»  —  2)  (w  —  3)  Arten  u.  s.  w.  Ist  man 
endlich  zur  m'™  Ecke  gekommen,  so  bleibt  nur  ein  Weg  offen,  um  das  w-eck  zu  schliessen.  Da  nun 
dieselbe  Figur  entsteht,    wenn    man    den   Streckenzug   in   umgekehi-ter   Ordnimg   verfolgt,    so    ergeben    sich 

- — ~  '^ ~—  '  '  verschiedene  «-ecke,  wie  behauptet  war. 


1)  Carnot,   G6ora.   de  position.     Deutsch  von   Schumacher,   1808,  I,   S.  209,  Kruse,  Elemente  der  Geometrie. 

1.  Abt.    Berlin  1875.     ,1.  H.  T.  Müller,   Lehrbuch  der  Geometrie,  1844,  II.  1.  Abt.,  S.  66.  Wolf,   Die  Lehre  von  den  gerad- 
linigen Gebüden  in  der  Ebene,  1847,  S.  8. 

Brückner,  Violocko  und  Violilachc.  1 


2  A.    Allgemeine  Theorie  der  Vielecke 

Da  das  einfache  «-eck  auch  von  n  Geraden  gebildet  wird,  ist  es  mit  dem  einfachen  w-seit  identisch. 
Man  gebraucht  für  dasselbe  Gebilde  nur  den  Namen  n-ecJc  imd  bezeichnet  die  n  Strecken  desselben  als 
seine  Kanten  (nach  dem  Vorgänge  von  Möbius). 

2.  Über  die  Teilung  der  Ebene  durch  die  Geraden  des  vollständigen  »^-seits.     Die  w  Geraden  des 

vollständigen  «seits,   von  denen  keine   drei  durch  denselben  Pimkt  gehen,  teilen  die  Ebene  in  "     ~     +  1 

geschlossene  Figuren  [Felder],  von  denen         ^ — -  +  1  endlich  sind,  die  übrigen  m  aber  das  Unendlichweite 

enthalten.  Zunächst  gilt  der  Satz  für  1,  2,  3,  4  .  .  .  Gerade.  Eine  Gerade  teilt  die  projektivisch  gedachte 
Ebene    (wo    also    die  Gerade    eine   geschlossene  Linie   ist)   nicht;    2   Gerade    ergeben    2    imendliche  Felder; 

3  Gerade  ergeben  4  Felder,  von  denen  eins  endlich  ist.  Nun  gilt  der  Satz  für  m  -\-  1  Gerade,  wenn  er  für 
m  Gerade  gilt.  Denn  die  {m  -\- 1)'*  Gerade  wird  durch  die  vorhergehenden  m  Geraden  in  tn  Segmente 
geteilt,  und  jedes  derselben  teilt  ein  Feld  des  vorhergehenden  Sjstemes  in  zwei.  Es  treten  also  m  neue 
Felder  auf.  Es  ist  aber  "^  .~  -|-  ^  ~l~  '"  =  ^w-j- jro  _^  ^^  womit  der  Satz  bewiesen  ist.^)  D'orch  jede 
neue  Gerade  wird  eines  der  unendlichen  Felder  in  zwei  geteilt,  also  giebt  es  bei  h  Geraden  n  unendliche 
Felder.     Ist  unter  den  Feldern  ein  M-eck,  so   sind  die  übrigen  n  Dreiecke  imd  —^ —    Vierecke.-) 

Bezeichnet    man    die    Zahl    der    vorkommenden    7t -kantigen    Figuren    mit    X/,,    so    gilt    zunächst: 

x^  -\-  x^  -{-  x^  -{-■■■  -{■  Xn  =  ^^^^^^ 1-  1 .     Nim  schneiden   sich   die   n   Geraden  in  —^ — -  Punkten,    von 

denen  auf  jeder  Geraden  n  —  1  liegen.  Dieselben  teilen  die  Gerade  in  n  —  1  Kanten,  so  dass  in  Siunma 
n(n  —  1)  Kanten  vorhanden  sind.  Da  die  Zahl  der  Kanten  der  x^  /i-kantigen  Figuren  h  ■  X/,  ist,  so  gilt: 
3.1:3  -|-  4x^  +  ■  ■  "  +  '*^'n  =  2«  («  —  1),  da  jede  Kante  als  solche  benachbarter  Felder  dabei  doppelt  gezählt 
wTirde.     Subtrahiert  man  diese  Gleichung  von  dem  vierfachen  der  vorhergehenden,  so  kommt: 

x^  —  ^5  —  Sajg  —  5x^  —  ■  ■  ■  —  (m  —  4)a;„  ^  4. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichimg  hat  also  für  beliebiges  n  den  invarianten  Wert  4  imd  ist  unabhängig  von 
der  Anzahl  der  vorkommenden  Vierecke.  Sie  ist  für  die  Ebene  das  Analogon  einer  später  für  die  Theorie 
der  Vielflache  bedeutsamen  Gleichimg.*) 

3.  Der  Perimeter  des  Vielecks.  Unifangs-,  Innen-  und  Aussenwinkel.  Begriff  von  konvex.  Unter 
einem  Vieleck  (Polygon)  soU  also  (ohne  Rücksicht  auf  das  vollständige  Vieleck)  ein  System  Strecken  (Kanten) 
verstanden  werden,  die  dergestalt  mit  einander  verbimden  sind,  dass  jeder  der  beiden  Grenzpunkte  (Ecken) 
einer  Strecke  mit  einem  Grenzpunkt  einer  imd  nur  einer  der  übrigen  Strecken  zusammenfällt.  Ein  Vieleck 
hat  also  mindestens  drei  Kanten  und  jedenfalls  ebensoviel  Ecken  wie  Kanten.  Sclmeidet  der  Umfang  (Peri- 
meter) sich  selbst,  so  heisst  der  Punkt,  durch  welchen  zwei  —  nicht  benachbarte  —  Kanten  gehen,  ein 
Doppelpunkt  des  Vielecks,  ein  Punkt,  durch  welchen  n  Kanten  gehen,  ein  »i-facher  Punkt.     Ein  w-facher 

Punkt  ist  gleichwertig  mit  — - —  Doppelpunkten.    Umschreitet  man  von  irgend  einer  Ecke  aus  den  Umfang 

des  Vielecks  in  einem  fest  gewählten  Sinne,  so  legt  man  für  jede  Kante  dadurch  eine  bestimmte  Richtung 
fest,  die  man  positiv  nennen  möge.  Der  entgegengesetzte  Umlaufssinn  des  Perimeters  ist  dann  als  negativ 
zu  bezeichnen.  Bei  diesem  Umschreiten  des  Perimeters  wird  man  zwei  Seiten  (Ufer)  desselben,  eine  Jinke 
und  rcdifi  ,   zu  unterscheiden  haben,  von   denen  man  eine,  z.  B.  die  linke,  durch  Schraffierung  hervorheben 

1)  v.  Staudt,  Geom.  der  Lage,  S.  98.    Wenn  Andere,  z.  B.  Kruse  (Elem.  d.  Geom.\  bei  n  Geraden  "^"'   ^^-|-1 

Felder  der  Ebene  erhalten,  unter  denen  natürlich  dieselbe  Anzahl  wie  oben  endlich  ist,  so  setzen  sie  bereits  bei  einer 
Geraden  die  Zweiteilung  der  Ebene  voraus. 

2)  V.  Staudt,  Geom.  der  Lage,  S.  99. 

.3)  Eberhard,  Zur  Morphologie  der  Polyeder,  1891,  S.  221.  Eberhard,  Die  Grundgebilde  der  ebenen  Geometrie 
1896,  S.  45.     Hier  ist  auch  der  Fall  berücksichtigt,  dass  mehrere  Gerade  durch  denselben  Punkt  gehen. 


Fig.  1- 


2.    Über  d.  Teilung  d.  Ebene  durch  d.  Geraden  d.  vollst,  w-seits.    3.  Der  Perimeter  d.  Vielecks.    4.  Die  Art  a  eines  Vielecks.       ?, 

kann  (Figur  1).  Wechselt  man  den  Umlaufssimi  des  Perimeters,  so  vertauscht  man  gleichzeitig  die  beiden 
Ufer.  Auch  der  Drehsinn  aller  vorkommenden  Winkel  sei  ein  bestimmter;  es  mögen  alle  entgegengesetzt  dem 
Uhrzeigersinn  beschriebenen  Winkel  als  2>ositiv  gelten,  die  umgekehi-t  beschriebenen  als  negativ.  Für  die  an 
den  Ecken  des  Vielecks  vorkommenden  Winkel  sei  nun  das  folgende  festgesetzt.  Der  WinM,  um  welchen 
eine  Kante  im  positiven  Sinne  gedreht  tverden  muss,  um  in  die  positive 
Lage  der  nächsten  Kante  zu  kommen,  heisse  Umfang sivinlieU)  Diese 
Winkel  sind  also  sämtlich  positiv  und  liegen  zwischen  0  und  2n. 
Dreht  man  den  Umlaufssinn  des  Vielecks  um  (aber  nicht  den  der 
Winkel),  so  wird  jeder  neue  Umfangswinkel  die  Ergänzung  des 
vorigen  an  derselben  Ecke  zu  2 it.  Der  Winkel,  um  welchen  eine 
Kante  im  positiven  Sinne  gedreht  tverden  muss,  um  mit  de>-  negativen 
Richtung  der  vorhergehenden  Kante  zusammenzufallen,  heisse  Innenivinkel. 
Die  Innenwinkel  liegen  bei  einer  festgesetzten  Umlaufsrichtung  des 
Perimeters  alle  auf  einer  und  derselben  Seite  (Ufer)  desselben,  und 
ihre  Grösse  liegt  zwischen  0  und  2je.  In  Figur  1  sind  die  durch 
stärkere  Bogen  bezeichneten  Winkel  die  Umfangswinkel,  die  andern 
die  Innenwinkel.  Die  positive  Umlaufsrichtung  des  Perimeters  ist 
durch  die  Reihenfolge  der  Kanten  1,  2,  3,  .  .  .  gegeben.  Ein  Innen- 
winkel an  einer  Ecke  des  Vielecks  ergänzt  den  daselbst  befindlichen  Umfangswinkel  zu  %  oder  3;r,  je 
nachdem  er  kleiner  oder  grösser  als  jr  ist,  d.  h.  Innenwinkel  und  dazu  gehöriger  Umfangswinkel  sind 
zugleich  kleiner  oder  grösser  als  %  oder  zugleich  einspringend  oder  ausspringend  (überstumpf).  Ein  Vieleck, 
welches  keine  üherstumpfen  Innenwinkel  enthält,  heisse  konvex.  Die  Winkel,  welche  die  Innenwinkel  zu  2« 
ergänzen,  heissen  die  Aussenwinkel  des  Vielecks.  Wechselt  man  unter  Beibehaltung 
des  positiven  Drehsinnes  der  Winkel  die  Umlaufsrichtung  des  Perimeters,  so  ver-  •? 

tauscht  man  die  Innenwinkel  mit  den  Aussenwinkeln. 

4.  Die  Art  a  eines  Vieleckes.  Zieht  man  in  demselben  Sinne  (in  der- 
selben Richtimg),  in  welchem  beim  Umlaufen  des  Perimeters  eines  Vielecks  dessen 
Kanten  erscheinen,  von  einem  festen  Punkte  0  der  Ebene  aus  Parallelstrahlen  zu 
den  Kanten  (Fig.  2),  so  bilden  zwei  auf  einander  folgende  Parallelen  gemäss  dem 
festgesetzten  Drehungssinn  den  richtigen  Umfangswinkel  der  beiden  Kanten  des 
Vielecks,  welchem  sie  entsprechen.  Aus  dieser  sogen,  zweiten  Figur  ergiebt  sieh, 
dass  die  Summe  ü  aller  Umfangswinkel  des  Polygons,  da  man  nach  Addition 
aller  Umfangswiukel  schliesslich  in  die  Lage  des  ersten  Strahles  zurückkehren 
muss,  ein  Vielfaches  von  27C  sein  muss.  Setzt  man  U=  2aic,  so  nennt  man  a, 
d.  h.  die  Zahl  der  ganzen  Umdrehungen  um  den  Punkt  0  der  zweiten  Figur,  die 
Art  des   Vielecks.     Es   ist     also  a  nicht  kleiner  als   1 ,    aber  es  kann  auch  nicht   grösser    als    n  —  1   sein, 

1)  In  Übereinstimmung  mit  den  Elementen  bezeichnen  Andere  diesen  Winkel  als  Aussenwinkel,  z.  B.  Rausen- 
berger,  Die  Elementargeometrie  des  Punktes,  der  Geraden  und  der  Ebene,  Leipzig  1887,  S.  64.  Ebenso  Steinhauser, 
Über  die  Ermittelung  der  Winkclsunime  ebener  Polygone,  Grunerts  Archiv,  52.  Bd.,  1871,  S.  294.  —  U.  Wolf,  Die  Lehre  von 
den  geradlinigen  Gebilden  in  der  Ebene,  2.  Aufl.,  1847,  S.  9,  und  im  Handbuch  der  Mathematik,  Phj-sik  und  Geodäsie,  1869, 
Bd.  I,  S.  118,  nennt  ihn  Drehwinkel.  Kruse,  Eiern,  d.  Geom.,  spricht  von  Schwenktmgen.  Hainen,  Über  die  Summe  der 
Winkel  im  Vieleck,  Grün.  Arch.,  29.  Bd.,  1857,  S.  474,  nennt  ihn  Wendeivinkel.  Unferdinger,  Die  allgemeine  Formel  für 
die  Summe  der  Winkel  eines  Polygons,  Wiener  Berichte  57.  Bd.,  2.  Abt.,  1868,  S.  «27,  nennt  Aussenicinkel  denjenigen, 
„welcher  gebildet  wird  von  einer  Polygonseite  und  der  Verlängerung  der  vorhergehenden".  Er  hat  dann  positive  und  negative 
Aussenwinkel  zu  unterscheiden,  welche,  absolut  genommen,  stets  kleiner  als  n  sind.  Auf  diese,  von  Wiener,  Lber  Vielecke 
und  Vielflache,  Leipzig  1864,  herrührende  Bezeichnung  kommen  wir  bei  der  ausführlichen  Besprechung  von  Wieners  Theorie 
der  Vielecke  zurück.  Die  obigen  Festsetzungen  des  Textes  finden  sich  bei  Hess,  Über  gleicheckige  und  gleichkantige 
Polygone;  Schriften  der  Gesellschaft  z.  Beförderung  d.  ges.  Naturwissenschaften  zu  Marburg,  Kassel  1874  (weiterhin  kurz  als 
Hess  I  citiert)  und  decken  sich  z.  T.  mit  denen  von  Möbius. 


4  A.    Allgemeine  Theorie  der  Vielecke. 

weil  kein  Umfangswinkel  den  Wert  2:i  erreicht.  In  dem  Beispiele,  das  Figur  1  und  Figur  2  zeigt, 
ist  a  ^  3. 

Nun  wird,  wenn  mau  den  Sinn  des  Vielecks  umkehrt,  ohne  den  Drehungssinn  der  Winkel  zu  ändern, 
jeder  neue  Umfangswinkel  die  Ergänzung  des  vorigen  zu  2:t.  Bezeichnet  man  die  nunmehr  bestehende  Art 
des  Vielecks  mit  a,  so  ist  2a'ji  -\-  2an  ^  n  ■  2n  d.  h.  a'^  n  —  a.  Man  kami  demnach  den  Umlaufssinn 
des  Vielecks  immer  so  wählen,  dass  die  Umfangswinkelsumme  und  damit  die  Artzahl  a  den  kleinem  von 
beiden  mögliehen  Werten  erhält.  Dann  liegt  die  Ai'tzahl  a  für  ein  w-eck  zwischen  den  Grenzen  (diese  ein- 
geschlossen) 1  und  —  bez.  1  und  — - — ,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.    Der  direkten  Bestimmung 

der  Zahl  a  für  die  Art  eines  Vielecks  mittels  der  Summe  der  Umfangswinkel  diu-ch  Betrachtung  der  zweiten 
Figur  sei  nun  noch  eine  zweite  Bestimmungsart  hinzugefügt,  welche  sich  durch  Berücksichtigung  der  Innen- 
■winkelsumme  ergiebt. 

5.  Die  Innenwinkelsnmme  des  Vielecks.  Zweite  Bestimmung  der  Zahl  a.  Bezeielinet  man  die 
Summe  der  Innenwinkel  des  Vielecks  mit  J,  so  gilt,  da  der  Innenwinkel  und  Umfangswinkel  einer  Ecke  sich 
zu  3;r  oder  ;r  ergänzen,  je  nachdem  beide  ausspringend  oder  einspringend  sind,  wenn  k  die  Anzalil  der  aus- 
springenden Innenwinkel  ist,  ^7"+  U  =  Jr  ■  Stc  -\-  (n  —  1;)^  =^  (n  +  2Ä0;r,  also  da  Z7^  2a7C  ist: 

d.  h.:  Die  Linenwinkelsumme  hängt  ausser  von  der  Zahl  der  Kanten  n  des  Vielecks  von  der  Ai-tzahl  fl  und 
der  Anzahl  Je  der  überstumpfen  Innenwinkel  ab.  Behält  man  nun  den  Drehsinn  der  Winkel  bei,  ändert  aber 
die  Umlaufsrichtung  des  ganzen  Polygons,  so  tritt  an  Stelle  von  J  die  Summe  J'  der  Aussenwinkel.  Die 
Zahl  der  ausspringenden  derselben  ist  n  —  Je,  die  der  einspringenden  gleich  l\  Da  jetzt  die  Summe  der 
Umfangswinkel   U'^2a'n  =  2{ti  —  a)7i  ist,  so  ergiebt  sich  aus  J'-\-U'={n  —  k)S7t-\-Jc7C  für  J'  der  Wert 

J'=  [n  -f  2(a  —  k)]3t, 
so  dass  in  der  That  J-\-  J'^  2nit   ist.     Die  Vergleichung    der  Werte    von   J  und  J'  zeigt:    Durch  Ver- 
tauschung  der   Werte   von   a   und  h    in   dem   Ausdruck   für   die   Wirikelsumme   eines   n-ecks   erhält    man   die 
Winkelsumme  der  andern  Seite  desselben  Gebildes. 

Da  weder  J  noch  J'  Null  sein  kann,  ergiebt  sich  für  ein  gerades  n  =  2m  für  J=  2:i[m-\-k  —  a] 

der  Minimalwert  23t,  wenn  m-\-k  —  «^1,  d.  h.  wenn  a  —  k=  -  —  1  ist.  Für  ein  ungerades  «  =  2;«-|-l 
erhält  man  für  J  den  Minimaltvert  %  für  2  im  -\-k  —  a)  -|-  1  =  1  ^   d.  h.   wenn  «  —  A-  =  — - —  ist.     Setzt 

man  J^qit,   wo  q  eine  positive  ganze  Zahl  ist,   so  berechnet  man  aus  dem 
oben  geschriebenen  Werte  von  J  für  o  den  Wert: 


+s 


n  +  2fc  —  g 


a= ^ 


d.  h.  es  lässt  sich  für  ein  w-eck  die  Artzahl  a  ohne  Berücksichtigung  der  Summe 
der  Umfangswinkel  durch  n,  k  und  q  ausdrücken,  wenn  die  Summe  J=  qx 
der  Innenwinkel  auf  andrem  Wege  bereits  bestimmt  ist.  Dies  geschieht  wieder 
durch  Betrachtung  einer  zweiten  Figur.  Man  ziehe  von  einem  Pmikte  0  der 
Ebene  aus  abwechselnd  Parallelstrahlen  zu  den  positiven  und  negativen  Richtungen 
der  Kanten  des  Vielecks,  während  die  Winkel  in  der  der  früheren  entgegen- 
gesetzten Richtung  durchlaufen  werden.*)  Ist  n  gerade,  so  ist  der  Winkel  des 
letzten  Strahles  mit  dem  ersten  Stralde,  ist  n  ungerade  aber  der  Winkel  des 
letzten  Strahles  mit  der  Rückverlängerung  des  ersten  Strahles  der  letzte  Winkel.  Figur  3  zeigt  diese  zu 
Figur  1   gehörige  zweite  Figur.     Während   in   Figur  1    z.  B.   der  Winkel   an   der  Ecke  B  als   der  zwischen 

1)  Vgl.  J.  H.  T.  Müller,   Lehrbuch   d.  Geom.,    1844,  11  1,  S.  84.    Baltzer,    Die  Elemente  der  Mathematik, 
6.  Aufl.,  1883,  S.  16. 


5.  Die  Innenwinkelsumme  des  Vielecks.   Zweite  Bestimmg.  d.  Zahl  a.    6.  Die  Einteilg.  d.  Vielecke  nach  den  Werten  von  ku.a.     5 

den  Kanten  -(-  2  und  —  1  erscheint,  ist  er  in  Figur  3  als  Winkel  zwischen  +  1  und  —  2  zu  rechnen  u.  s.  w. 
Hier  ist  also  J^bn,  d.  h.  q^b  und  da  A:  ^  3,  n  =  b  ist,  so  findet  man  mittels  der  obigen  Formel 
ebenfalls  a  =  3. 

6.   Die  Einteilnug  der  Vielecke  nach  den  Werten  von  k  nnd  «.    Um  die  möglichen  Gestalten  des 
w-ecks  für  ein  bestimmtes  n  übersehen  zu  können,  ordne  man  sie  nach  den  Werten,  welche  für  die  Grössen 

Je  und  a  zulässig  sind.    Ist  n  eine  gerade  Zahl,  so  kann  k  die  Werte  0,  1,  2,  ...  —  haben,  d.  h.  ~  -|"  1  ^^f" 

schiedene  Werte.    Ist  n  ungerade,  so  existieren  für  k  die     ~l       möglichen  Werte  0,  1   2, .  .  .     ~"    ■     Nimmt 

man  nämlich  in  beiden  Fällen  grössere  Werte  für  /",  so  vertauscht  man  nur  die  Innenwinkel  mit  den  Aussen- 
winkeln.  Die  Vielecke,  für  welche  A-  =  0  ist,  sind  konvex,  alle  übrigen  nicht.  Um  nun  entscheiden  zu 
können,  welche  Werte  von  a  bei  einer  bestimmten  Anzahl  k  der  ausspringenden  Winkel  zulässig  sind, 
erwäge  man,   dass   die  Innenwinkelsumme  [«  +  2(Ä'  —  a)\%  sicher  grösser  ist,  als  die  Summe  der  k  darin 

vorkommenden  ausspringenden  Winkel,    also  um   so  mehr   grösser  als  kn,   woraus    a  <  — ^—  folgt.     Weil 

femer  jeder  der  k  ausspringenden  Winkel  kleiner  als  lit,  jeder  der  einspringenden  kleiner  als  ä  ist,  so  hat 

man  sicher  {n  ^k^ii -\-k2%'>\_n -\- '^(k  —  a)\n.  d.  h.   a>-^-     Aus  den  beiden  Grenzwerten  für  a  folgt: 

Die  Anzalil  aller  Werte  von  a,  welche   für  jeden   bestimmten  Wert   von  k  möglich  sind,  ist  <  — ~ — 


o    1 


d.  h.  <  Y  ■     '^^^  beträgt  somit  für   ein  gerades  n  höchstens  —  —  1 ,  für  ein  ungerades  n  höchstens  -^^  ■ 
Ist  mm  n  gerade,  so   kann  jeder   der  v  ~t"  ^  Werte  von  k  mit  jedem  der  dazu  möglichen  ~ 1 

Werte  von  a  kombiniert  werden,   d.  h.   es  giebt  für   ein   bestimmtes  gerades  n  [^  -\- 1]  (  "  —  l)  ^^      ~ 

in  k  und  a  verschiedene  Vielecke.     (Es  giebt  hiemach  3  Vierecke,  8  Sechsecke,  15  Achtecke  u.  s.  w.) 

Ist  n  ungerade,  so  kann  jeder  der  — -^  Werte  von  k  mit  jedem   der  dazu  mögKchen  — - —  Werte 

von  a  verbimden  werden,  ausgenommen  für  A"  =  1 ;  hier  ist  die  Zahl  der  möglichen  Werte  von  a  um  1 
kleiner,   denn  die  Verbindxmg  von  «  =  1  mit  A;  =  1  ist  unmöglich,  da  ein  Vieleck   erster  Art  konvex  sein 

muss.      Für   ungerades   n   existieren    somit   -~—  ■  — ;; 1  ==  — —— ^    in    a   und   A;   verschiedene   Vielecke 

(1  Dreieck,  5  Fünfecke,  11  Siebenecke  u.  s.  w.).  Damit  ist  freilich  noch  nicht  ausgesprochen,  dass  nicht  für 
dasselbe  A;  und  a  das  «-eck  verschiedene  Formen  anzunehmen  fähig  wäre;  in  der  That  zeigt  die  nähere 
Betrachtung  der  Sechsecke  bereits,  dass  dieselben  Werte  von  A:  und  a  ganz  von  einander  verschiedenen 
Gestalten  zugehören  können.  In  erster  Linie  ist  die  Anzalil  d'  der  vorkommenden  Doppelpunkte  für  das 
Aussehen  der  verschiedenen  Formen  charakteristisch.  Als  geiiöhnUche  Vielecke  seien  diejenigen  bezeichnet, 
deren  Perimeter  sich  selbst  nicht  sclmeidet.  Sie  gehören  sämtlich  zu  denjenigen,  für  welche  a  —  A-  =  1  ist. 
Diejenigen  «ecke,  für  welche  «  —  A;  >  1  ist,  besitzen  stets  mindestens  einen  Doppelpimkt;  lassen  sich  aber 
immer  so  darstellen,  dass  —  um  eine  Betrachtimg  einer  späteren  Nummer  vorwegzunehmen  —  ihre  Flächen- 
zellen sämtlich  positiv  sind.  Ist  dabei  A;  =  0,  d.  h.  das  Vieleck  konvex,  so  wird  es  bei  der  Maximalzahl 
der  Doppelpunkte  seines  Aussehens  wegen  ein  Sternvieleck  genannt.  Ist  aber  a  —  A;  ^  0,  so  lässt  sich  das 
M-eck  nicht  ohne  mindestens  eine  negative  Flächenzelle  darstellen,  man  nennt  es  überschlagen  und  bezeichnet 
alle  nicht  gewöhnlichen  Vielecke  nacii  Möbius  als  ausser getvöhnliche.  Zur  Erläuterung  der  vorangehenden 
allgemeinen  Betrachtungen  diene  die  folgende  Zusammenstellung  der  Vielecke  bis  n  =  G. 

7.  Die  Formen  des  Vier-,  Fünf-  und  Sechsecks.  Diskontinuierliche  Vielecke.  Drei  Gerade  können 
nur  ein  Dreieck  bilden,  da  von  solchen  Figuren,  welche  das  Unendlichweite  enthalten,  hier  zunächst  abgesehen 
wird.  Es  ist  für  das  Dreieck  A-  =  0,  J  ^  tc.  Die  möglichen  Formen  des  Vielecks  für  m  ^^  4,  5,  6  finden 
sich   auf  Tafel  I  gezeichnet  vor.     Die  positiv  genommene  Seite  des  Perimeters  ist  schraffiert    und  die  über- 


6  A.    Allgemeine  Theorie  der  Vielecke. 

stumpfen  Innenwinkel  sind  durcli  Bogen  kenntlich  gemacht.  In  dem  zur  kurzen  Bezeichnung  gebrauchten 
Symbol,  füi-  ein  Sechseck  z.  B.  Fiä,3,  bedeutet  der  erste  Index  den  Wert  von  l;  der  zweite  den  Wert  der 
Art  «.  Die  eingeschi-iebenen,  auf  die  Flächenzellen  des  Vielecks  bezüglichen  positiven  und  negativen  Zahlen 
kommen  erst  in  der  folgenden  Nummer  zur  Beachtung.  Für-  das  Viereck  sind  die  drei  gezeichneten  Formen 
möglich:  das  konvexe  Viereck,  das  nicht  konvexe  Viereck  zweiter  Art  mit  einem  überstumpfen  Winkel  und 
das  überschlagene  Viereck  mit  zwei  solchen  und  einem  Doppelpunkt. 

Zur  Bestimmung  der  Fünfecke  sind  nach  der  allgemeinen  Ableitung  die  Werte  Je  =  0,  1,  2  mit  je 
zwei  Werten  von  a  zu  verbinden,  und  es  ist  nur  h  =  1,  a=  1  auszuschliessen.  Dies  giebt  die  möglichen 
Fälle:  Je  =  0,  a  =  1 ,  2;  Je  =  1 ,  a  =  2;  Ic  =  2,  a  =  2,  3.  Unter  den  Symbolen  Fc,,i  bis  }\3  der  Figuren 
auf  Tafel  I  ist  die  jeweilige  Winkelsumme  J  bemerkt,  und  die  für  die  einzelnen  Varietäten  charakteristische 
Zahl  -9-  der  Doppelpunkte  ist  hinzugefügt,  wobei  füi-  jede  Klasse  (d.  h.  Fünfecke  desselben  Je  imd  a)  die 
Varietäten  mit  dem  Minimum  der  Zahl  der  Doppelpunkte  beginnend  airfgefülu-t  sind.  Man  ersieht  leicht 
beim  ersten  Anblick  der  Figuren,  wie  die  meisten  Varietäten  derselben  Klasse  aus  derjenigen  mit  der 
Maximalzahl  der  Doppelpunkte  durch  blosse  Variation  einer  bez.  mehrerer  Ecken,  d.  h.  Fortbewegung  der- 
selben in  der  Ebene  unter  Erhaltung  der  Zahl  /.■  der  überstumpfen  Winkel,  erzeugt  werden  können.  An  den 
Figuren  Fo,2  lässt  sich  dies  leicht  verfolgen.  Andrerseits  existieren  Varietäten,  z.  B.  für  Fä,2,  welche  eine 
solche  Umfonnung  nicht  zulassen. 

Was  die  Sechsecke  anbetrifft,  so  sind  die  Werte  Je  =  0,  1,  2,  3  mit  je  zwei  Werten  von  a  zu  kombi- 
nieren. Dies  giebt  die  acht  Sechsecke  Je  =  0,  «=  1,  2;  Z;  =  1,  a  =  2,  3;  Je  =  2,  a  ^  2,  3;  k  =  3,  a  ^  3,  4. 
S.  die  Figuren  F/o,i  bis  FZs,*  atif  Tafel  I.  Für  das  letzte  Sechseck  F/3,4  erhält  man,  wenn  man  die  beiden 
Perimeterseiten  vertauscht,  wiederum  Ä'  =  3,  dagegen  «  =  2;  es  ist  aber  dami  die  ganze  ringsgeschlossene 
Sechsecksfläche,  da  ihi'e  Aussenseite  zu  schraffieren  ist,  negativ  zu  setzen.    [Vgl.  die  folgende  Nummer.] 

Auch  beim  Sechseck  tritt  der  Fall  ein,  dass  zu  denselben  Werten  von  Je  und  a  von  einander  ver- 
schiedene Varietäten  gehören,  welche  nicht,  lediglich  dm-ch  die  Anzahl  ihi-er  Doppelpunkte  unterschieden,  sich 
durch  Variation  einer  oder  mehi-erer  Ecken  aus  einander  ableiten  lassen.  Die  Möglichkeit  solcher  Ableitung 
kann  man  an  den  Formen  von  FZi^j,  F/o.s  und  F/s,»  verfolgen,  dagegen  sind  die  Varietäten  von  Vli^s  bez. 
FZs'^s  verschieden  von  VL,i  bez.  VIs,s  durch  die  Aufeinanderfolge  der  überstumpfen  Innenwinkel.^)  Beim 
Sechseck  kann  auch  zum  ersten  Male  ein  mehrfacher  Punkt  auftreten,  wenn  nämlich  die  drei  Dojjpelpunkte 
der  Varietät  F/0,2  zusammenfallen.  Nach  der  anfangs  festgesetzten  Definition  des  Begriffes  Vieleck  kann 
man  von  jedem  Punkte  des  Perimeters  zu  jedem  anderen  desselben  gelangen,  indem  man  auf  dem  Perimeter 
fortgehend  in  jeder  Ecke  von  der  vorhergehenden  Kante  auf  die  folgende  übertritt.  Es  sind  stillschweigend 
die  Polygone  als  JeontinuierlicJi  vorausgesetzt.  Ist  aber  w  ^  6,  so  ist  es  möglich,  dass  mau  von  emer  Ecke 
aus  nach  dem  Durchschreiten  von  weniger  als  n  Kanten  bereits  zum  Ausgangspunkt  zurückkehit,  und  dass 
man,  von  einer  neuen,  dem  bisherigen  Kanteuzuge  nicht  angehörenden  Ecke  ausgehend,  einen,  bez.  mehrere 
weitere  Kantenzüge  beschreiben  kann.  Keiner  der  n  Punkte  soll  dabei  zugleich  verschiedenen  Kantenzügen 
als  Ecke  angehören.  Das  Vieleck  heisst  dann  disJeonUmmrlicli  und  ist  ein  Aggregat  von  zwei  oder  mehr  Viel- 
ecken geringerer  Kantenzahl.  In  diesem  Sinne  ist  z.  B.  die  aus  zwei  Dreiecken  bestehende  Figur  VIö,i  auf 
Tafel  I  als  Sechseck  zweiter  Art  ohne  ausspringende  Winkel  zu  betrachten.  Viele  der  späteren  Betrachtimgen 
gelten  auch  für  diskontinuierliche  Vielecke,  doch  nehmen  diese  in  Bezug  auf  manche  Eigenschaften  eine 
Sonderstellung  ein.     Im  allgemeinen  werden  im  folgenden  kontinuierliche  Figiu'en  vorausgesetzt. 

8.  Der  Flächeninhalt  der  Vielecke.  Es  darf  als  bekannt  angenommen  werden,  was  man  unter  dem 
Flächeninhalt  eines  ringsum  geschlossenen,  sich  selbst  nicht  schneidenden,  gewöhnlichen  Polygones  (für  welches 
also  «  —  Je  =  \  ist)  versteht.  Ein  den  Perimeter  durchlaufender  Punkt  möge  hier  die  innere,  schraffierte, 
als  positiv  bezeichnete  Seite   immer  zur  LinJeen  haben.     Der  ringsumsclilossenen    Fläche    wird  dadurch  ein 


1)  Uereita  für  «  ^  7  wird  ilie  Zahl  der  möglichen  Formen  eine  so  reiche,  dass  ivir  von  deren  weiterer  Darstellung 
absehen.  Die  5-  und  C-ecke  finden  sich  bereits  bei  Wolf,  Die  Lehre  von  den  geradl.  Gebilden.  1847,  S.  13,  doch  ist  für 
jedes  Wertepaar  h,  a  nur  eine  Varietät  gezeichnet. 


7.    Die  Formen  des  Vier-,  Fünf-  und  Sechsecks.    Diskontinuierliche  Vielecke.     8.    Der  Flächeninhalt  der  Vielecke. 


Fig.  4. 


bestimmter  Sinn  (entgegengesetzt  dem  Uhrzeigersinn)  beigelegt,  welcher  bereits  durch  eine  Kante  vollständig 
bestimmt  ist.  Wird  die  Fläche  im  entgegengesetzten  Sinn  umlaufen,  so  ist  ihr  folgerichtig  das  negative 
Zeichen  zu  verleihen.  Die  Unterscheidung  von  innerer  und  äusserer  Seite  des  Perimeters  wird  aber  unter 
Umständen  fiir  aussergewöhnliche  Vielecke  hinfällig.  Um  auch  in  diesem  Falle  von 
einem  Inhalte  des  Vielecks  sprechen  zu  können,  sei  die  allgemeine  Gültigkeit  eines 
für  gewöhnliche  Polygone  geltenden  Satzes  für  alle  Vielecke  gezeigt. 

Ist  ABC  der  im  Sinne  der  Buehstabenfolge  durchlaufene  Perimeter  eines 
Dreiecks  (Fig.  4)  und  0  ein  beliebiger  Punkt  seiner  Ebene,  so  ist  der  Flächen- 
inhalt dieses  Dreiecks,  wenn  0  innerhalb  des  Perimeters  liegt,  gleich  der  Summe 
OAB-\-  OBC -\-  OCA.  Derselbe  Inhalt  ergiebt  sich  aber,  wenn  0'  ein  ausserhalb 
des  Dreiecks  liegender  Punkt  ist,  in  0' AB -\-  0'BC-\-  O'CA;  denn  hier  ist  das 
Dreieck  O'CA,  da  es  im  entgegengesetzten  Sinn  durchlaufen  wird  (sein  Inneres  liegt  zur  Rechten  des  im 
Perimeter  wandelnden  Punktes),  als  negativ  in  Rechnung  zu  bringen.  Dieselbe  Betrachtung  lässt  sich  natür- 
lich statt  für  das  Dreieck  ABC  für  ein  beliebiges  gewöhnliches  w-eck  anstellen,  und  es  ist  also  der  Ausdnick 
für  den  Flächeninhalt  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  0.  Es  gilt  nun  der  Satz  ganz  allgemein:  Ist 
ABCD...N  der  Perimeter  eines  beliebigen  geschlossenen   Polygons,  so   ist  für  jeden  Punkt  0  seiner  Ebene  die 

Summe  der  Dreiecke 

Z=  OAB-\-  OBC  +  OCD  H 1-  ONA 

unabhängig  von  der  Lage  von  0.  Beweis  (au  einem  Fünfeck  Fig.  5  geführt):  Sei  0'  ein  beliebiger  zweiter 
Punkt  der  Ebene,  so  gilt  für  das  Dreieck  GAB,  für  welches  0  ein  äusserer  Punkt  ist,  nach  den  vorigen 
Betrachtungen 


O'AB  =  OO'A  +  GAB  -f  GBO'. 


Ebenso  ist: 


u.  s.  w. 


Fig   5. 


G'BC  =GG'B+  OBC  +  GCG', 
O'CD  =  OO'C  -f  OCD  -f  GBO' 
Für  die  Summe  aller  links  stehenden  Dreiecke  findet  sich  .somit: 
O'AB  +  G'BC  -f  G'CD  +  O'DE  +  O'EA  =  Z, 

da  in  der  Summe  der  rechten  Seiten  der  Gleichungen  je  zwei  Glieder  (z.  B. 
GBO'  und  GG'B),  weil  sie  in  entgegengesetztem  Sinne  umlaufene  Dreiecke 
darstellen,  sich  aufheben.  Man  bezeichnet  E  nach  Analogie  des  gewöhn- 
liehen  Vielecks  als  Inhalt  des  Polygones.  Bei  Betrachtung  der  Figur  ergiebt 
sich  nun  leicht,  dass  in  27=  GAB-\-  OBC -\-  ■  ■  ■  diejenigen  Dreiecke  positiv  zu  rechnen  sind,  bei  denen 
die  eine  dem  Perimeter  des  Polygons  angehörende  Kante  dem  Punkte  0  die  positive  (schraffierte)  Seite 
zuwendet,  die  andere  aber  negativ.  Man  wird  daher  sagen:  Durchläuft  ein  Punkt  P  den  Perimeter  des 
Polygons,  so  überstreicht  der  radiusvector  GP  sämtliche  Dreiecke,  welche  den  Inhalt  U  zusammensetzen,  und 
zwar  sind  diese  positiv  oder  negativ  zu  nehmen,  je  nachdem  bei  dem  einzelnen  Dreiecke  die  schraffierte  oder 
nicht  schraffierte  Seite  des  Perimeters  dem  Punkte  0  zugewandt  ist.  Der  Wert  U,  d.  h.  die  algebraische 
Summe  der  Dreiecke,  setzt  sich  dann  aus  den  Werten  der  einzelnen  Zellen,  in  welche  die  Ebene  durch  das 
Polygon  zerschnitten  ist,  und  deren  einzebie  Perimeter  sich  nicht  mehr  schneiden,  zusammen,  z.  B.  ist  in 
Figur  5  2;=  ABCK  -}-  KDE,  worin  KDE  negativ  ist.  Es  handelt  sich  nun  darum,  ohne  Rücksichtnahme 
auf  den  Punkt  0,  die  Vorzeichen  der  einzelnen  Zellen  und  ihre   Koeffizienten  zu  bestimmen. 

Man  spricht  von  Koeffizienten,  da  ja  eine  bestimmte  Zelle,  während  der  Punkt  P  den  Perimeter 
durchläuft,  durch  den  rachusvector  GP  im  allgemeinen  mehreremale,  c-mal  im  positiven,  c'-mal  im  negativen 
Sinne  überstrichen  werden  kann,  und  somit  in  27  die  einfache  Fläche  dieser  Zelle  (c — c')-mal  zu  rechnen  ist. 
Zwei  (unendlich  kleine)  Flächenelemente  a  und  ca'  derselben  Zelle  haben  in  27  dasselbe  Vorzeichen  und  den- 
selben Koeffizienten.  Sind  dagegen  cj  und  o"  zwei  Flächenelemente  hcnachlxirter  Zellen,  zwischen  denen  die 
Kante  AB  des  Perimeters  hindurchgeht,   liegt   dabei  w"  auf  der  schraffierten  Seite  von  AB  und  0  in  der 
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Verlängerung  von  ma",  so  kann  der  radiusvector  OF  nicht  cj  überstreichen,  ohne  zugleich  a"  zu  über- 
streichen; dagegen  wird  ra"  einmal  allein  ohne  ca  überstrichen,  während  F  das  Stück  AB  des  Perimeters 
zurücklegt.  Daher  ist  in  2J  der  Koeffizient  der  Zelle,  welche  o"  enthält  (auf  der  schraffierten  Seite  von  AB), 
um  1  gi-össer  als  der  Koeffizient  der  Zelle,  welche  a  enthält,  auf  der  andern  Seite  von  AB.  Daraus  ergiebt 
sich  folgende  einfache  Regel  zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  der  einzelneu  Zellen  des  Vielecks,  dessen 
Perimeter  schraffiert  vorliegt:  Indem  man  aus  der  unendlichen  Aussenebene,  der  der  Koeffizient  Nidl  ztilommt, 
nach  und  nach  in  die  einzelnen  Zellen  des  Vülecks  eintritt,  bildet  man  aus  dem  Koeffizienten  der  verlassenen 
Zelle  den  der  betretenen  Zelle  durch  Addition  oder  SnhtraUion  von  1,  je  nachdem  man  den  Ferimeter  von  der 
nichtschraffierten  zur  schraffierten  Seite  oder  entgegengesetzt  überschritten  hatte.  Der  Ausdi-uck  für  den  Inhalt 
eines  Polygones  ist  somit  Z  =  c^q)^  -\-  c.,cp.^  -\-  ■  ■  ■  worin  c^ ,  c,  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  bedeuten 
und  (pi  der  absolute  Wert  des  Flächeninhaltes  einer  EinzelzeUe  ist.  Als  Beispiele  betrachte  man  die  auf 
Tafel  I  dargestellten  Vielecke.  Jeder  Zelle  ist  der  zugehörige  Koeffizient  eingeschrieben.  Man  sieht  leicht 
noch  die  Richtigkeit  folgender  Bemerkungen  ein:  Eine  Zelle,  deren  Koeffizient  c  ist,  wird  von  Zellen  um- 
geben, deren  jede  den  Koeffizienten  c  +  1  hat,  also  eine  Zelle  mit  dem  Koeffizienten  2  von  Zellen  mit  dem 
Koeffizienten  1  bez.  3.  Zellen  mit  den  Koeffizienten  c  +  1  und  c  —  1  können  nie  in  einer  Kante,  sondern  nur 
in  emem  Doppelpunkte  an  einander  gi-enzen.  Der  Inhalt  eines  Polygones  ist  Null,  wenn  die  Gesamtflächen  der 
positiven  und  die  der  negativen  ZeUen  absolut  genommen  gleich  sind.  Dieser  Fall  kann  z.  B.  bei  IV-2,2  und 
der  Varietät  von  F/3,3  mit  sieben  Doppelpunkten  eintreten,  wenn  immer  je  zwei  kongruente  Zellen  auftreten, 
die  sich  nur  dui-ch  das  Vorzeichen  unterscheiden.  Auf  weitere  Methoden  der  Bestimmung  des  Inhaltes  der 
Vielecke  werden  wir  im  folgenden  noch  historisch  hinzuweisen  haben;  hier  sei  nur  einer  andern  Auffassung 
des  Flächeninhaltes  eines  Polygones,  welches  als  Begi-enzung  eines  Körpers  auftritt,  gedacht.  Die  Ebene, 
welcher  das  Vieleck  angehört,  hat  in  Bezug  auf  den  Raum  zwei  entgegengesetzte  Seiten,  ebenso  wie  die 
Gerade  in  Bezug  auf  die  Eigene  zwei  verschiedene  Ufer  hatte.  Dann  gehören  die  Zellen  mit  entgegengesetzten 
Vorzeiclien  verschiedenen  Seiten  der  El>ene  an,  diejenigen  mit  dem  Koeffizienten  Null  sind  gewissermassen  aus 
der  Ebene  herauszuschneiden,  sie  gehören  ebensowenig  wie  die  ausserhalb  des  Perimeters  liegende  unendliche 
Ebene  dem  Inhalte  des  Vielecks  an.  Will  man  also  zum  Unterschied  von  den  nicht  zur  Fläche  gehörigen 
Teilen  der  Ebene  die  zu  ihr-  gehörigen  Zellen  etwa  mit  Farbe  überstreichen,  so  sind  die  oberen,  dem  Beschauer 
zugewendeten  Seiten  der  mit  positiven  Koeffizienten  versehenen  Zellen  und  die  unteren,  dem  Beschauer  direkt 
nicht  sichtbaren  Seiten  der  mit  negativen  Koeffizienten  bezeichneten  Zellen  gleichmässig  zu  färbeu,  und  zwar 
giebt  der  absolute  Betrag  der  Koeffizienten  zugleich  die  Intensität  der  den  betreffenden  Zellen  zu  gebenden 
Färbung  an.') 

!).  Audere  Bestiinmung  von  a  für  konvexe  Vielecke.  Fällt  man  von  einem  beliebigen  Pimkte  0 
der  Ebene,  welcher  innerhalb  eines  konvexen  Vielecks  liegt,  auf  die  Innenseiten  (schraffierte  Seiten)  der 
Kanten  Normalen,  so  ist  der  Winkel  zwischen  den  Normalen  auf  zwei  benachbarte  Kanten  gleich  dem  Um- 
fancrswinkel  an  der  von  den  beiden  Kanten  gebildeten  Ecke.  Dieser  Winkel  zwischen  den  beiden  Normalen 
heisst  die  Fola/recke  zu  der  bez.  Ecke  des  Vielecks.  Lässt  sich  der  Punkt  0  so  wählen,  dass  sämtliche 
Kanten  des  Vielecks  ihm  ihre  Innenseite  zuwenden,  so  ist  die  Anzahl  der  ganzen,  in  dem  positiven  Drehungs- 
sinne der  Ebene  erfolgenden  Umdrehungen,  welche  nötig  sind,  um  von  einer  Normalen  ausgehend  der 
Reihenfolge  der  entsprechenden  Kanten  gemäss  in  die  Lage  aller  folgenden  und  schliesslich  wieder  in  die 
der  ersten  Normale  zu  gelangen,  gleich  der  Art  a  des  Vielecks,  denn  die  gesamte  Drehung  ist  gleich  2(»a:, 
nämlich  gleich  der  Summe  aller  Umfangswinkel,  bez.  aller  Normalecken. 

Der  Punkt  0  von  der  verlangten  Eigenschaft  lässt  sich  stets  für  ein  konvexes  Vieleck  angeben, 
wenn  dasselbe  eine  Zelle  mit  dem  Koeffizienten  n  besitzt;  alsdann  kann  jeder  in  dieser  Zelle  liegende  Punkt 
als  Punkt  0  gewählt  werden.  Demi  dieser  Punkt  ist  dann  identisch  mit  dem  in  voriger  Nummer  bei 
Bestimmung  des  Flächeninhaltes  gewählten.  Projiziert  man  sämtliche  Kanten  des  Vielecks  aus  0  auf  die 
Peripherie  eines  Kreises  um  0,  welcher  vollständig  ausserhalb  des  Vielecks  verläuft,  so  ist  die  Summe  der 


1    r    Reinhardt,  Einleitung  in  die  Theorie  der  Polyeder.    Programm,  Moissen  1890,  S.  3. 
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Projektionen  gleich  a  Kreisperipherien.  Hieraus  ersieht  man  für  die  konvexen  Vielecke  der  Art  a,  welche 
eine  Zelle  mit  diesem  Koeffizienten  besitzen,  eine  geometrische  Verdeutlichung  der  Zahl  a,  nämlich  als  Zahl 
der  Kreisbedeckungen  bei  Projektion  des  Perimeters  auf  die  Peripherie. 
Bei  den  regulären  und  gewissen  andern  Polygonen,  bei  denen  der  um- 
beschi'iebene  Ki-eis  zu  dieser  Projektion  zur  Verfügung  steht,  wird  man 
leicht  umgekehrt  aus  der  Anzahl  der  Bedeckungen  die  Artzahl  a  des  Viel- 
ecks erschliessen  können. 

Die  Regel  für  die  Bestimmimg  der  Zahl  a  durch  Summation  der 
Polarecken  ist  überdies  auch  gültig,  wenn  das  Vieleck  nicht  konvex  und  von 
ganz  beliebiger  Lage  gegen  den  Punkt  0  ist.  Nur  ist  darauf  zu  achten, 
dass  die  Normalen  in  der  richtigen  Reihenfolge  angelaufen  werden,  und  dass 
bei  denjenigen  Kauten,  welche  dem  Punkte  0  die  nicht  schraffierte  Seite  zu- 
wenden, die  Normale  in  der  entgegengesetzten  Richtung  zu  ziehen  ist.  (Fig.  6.) 


Fig    6. 


10.  Reziprozität  der  Vielecke,  Doppelpunkte  und  Diagonalen.  Mau  nennt  bekanntlich')  allgemein 
zwei  ebene  Systeme  S  und  S^  reziprok  zugeordnet,  wenn  jedem  Punkte  von  S  eine  Gerade  von  S^,  jeder 
Geraden  von  S  ein  Punkt  von  Sy,  imd  somit  dem  Schnittpunkte  zweier  Geraden  von  S  die  Verbindungs- 
gerade zweier  Punkte  von  S^  und  umgekehrt  entspricht.  Man  bezeichnet  ferner  zwei  Vielecke  S  und  S^ 
als  polar^eziprok ,  wenn  die  Kanten  des  einen  {S^)  die  Polaren  der  Ecken  des  andern  (5)  als  Pole  in  Bezug 
auf  einen  festen  Kreis,  die  Direktrix,  sind,  und  umgekehrt.  Verbindet  man  eine  Ecke  E  von  S  mit  dem 
Mittelpimkt  31  des  Kj-eises,  so  steht  diese  Linie  senkrecht  zu  der  der  Ecke  E  entsprechenden  Kante  e  des 
zugeordneten  Vielecks  S^.  Ist  E'  ihr  Schnittpunkt  mit  e,  so  ist  ME  ■  ME'  ^=  r^,  wenn  r  der  Radius  des 
Ki-eises  ist,  woraus  die  Konstruktion  der  Geraden  e  bei  gegebenem  E  und  umgekehi-t  folgt.  E  und  E'  sind 
die  harmonischeu  Pimkte  zu  den  beiden  Schnittpunkten  der  Geraden  EE'  mit  dem  Kreise  als  Gnindpunkten, 
und  die  Berühruugssehne  (Polare)  der  beiden  aus  E'  an  den  Kreis  gezogenen  Taugenten  geht  durch  E  (Pol). 
Fällt  E  auf  den  Kreis,  so  wird  e  zur  Tangente  desselben;  fällt  E  nach  M,  so  wird  e  zur  imendlich 
weiten  Geraden. 

Den  Punkten  der  Geraden  e  als  Polen  entspricht  ein  Büschel  von  Geraden  (Polaren)  durch  den 
Punkt  E.  Bewegt  sich  der  Punkt  E'  auf  e  von  B  nach  A,  so  dreht  sich  die  dem  Punkte  J5  entsprechende 
Gerade  h  aus  ihrer  Lage  in  die  Lage  der  dem  Punkte  A  entsprechenden 
Geraden  a,  und  beschreibt  dabei  nach  früherem  den  Umfangswinkel  des 
polar-reziproken  Polygons  (Fig.  7),  so  dass  man  sagen  kann:  Die  TJmfangs- 
winJcel  und  Kanten  der  Polarfigur  entsprechen  den  Kanten  und  Umfangswi'nkeln 
der  ursprüngliclien  Figur.  Dies  gilt  jedoch  nur,  so  lange  der  Umfangs- 
winkel der  uri5prünglichen  Figur  S  den  Mittelpunkt  M  des  Kreises  nicht 
in  sich  fasst.  Denn  anderafaUs  ist,  da  dem  Punkte  M  das  Unendlichweite 
in  Sy  entspricht,  die  Kante  der  Polarfigur  unendlich  gross,  d.  h.  ihre  End- 
punkte A  und  B  werden  durch  die  unendlichferne  Gerade  getrennt.  Wird 
der  Umfangswinkel  überstumpf,  so  muss  die  entsprechende  Kante  mehr  als 
einmal  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  durclilaufen  werden.  Endlich  ist  die 
Lage  einer  Ecke  der  Polarfigur  dieselbe,  einerlei,  ob  die  Kante,  deren  Pol  die  Ecke  ist,  ihre  schraffierte  oder 
ihre  nicht  schraffierte  Seite  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  zuwendet,  da  ja  in   der  Ebene  der  Unterschied 
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1)  Rausen berger,  Die  Elementargeometrie  etc.,  S.  147  u.  A.  Französische  Autoren  bezeichnen  Vielecke,  deren 
Ecken-  und  Kantenzahl  (ebenso  Polyeder,  deren  Ecken-  und  Flächenzahl)  vertauscht  sind,  wohl  auch  als  konjugiert.  Es  gilt 
dann:  Jedes  Polygon  ist  sich  selbst  konjugiert.  Vergl.  Gergonnes  Ann.  Bd.  9,  1818  und  1819.  Das  allgemeine  Prinzip  der 
Dualität  (Vertauschung  von  Punkt  und  Gerader  der  Ebene,  Punkt  und  Ebene  des  Raumes)  wurde  zuerst  von  Gergonne  aus- 
gesprochen, die  reziproke  Zuordnung  von  Poncelet  in  seinem  Hauptwerke  Traite  des  propritites  projectives  des  figures  viel- 
fach angewandt. 

Brückner,  Vlelocko  und  Vielflacbo.  2 
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von  Punkt  und  Gegenpunkt  nicht  Torhanden  ist.  Die  Summe  der  Kanten  der  Polarfigur  ist  also  zu  der 
entsprechenden  Summe  der  Umfangswinkel  der  ursprünglichen  Figur  im  Allgemeinen  in  keine  bestimmte 
Beziehung  zu  bringen.^) 

Dagegen  kann  bei  solchen  Polygonen  der  Art  «,  welche  keine  überstumpfen  Winkel,  aber  eine  innerste 
Zelle  mit  dem  Koeffizienten  o  besitzen  (z.  B.  stets  bei  den  regelmässigen  Polygonen  u.  a.),  der  Kreis  als 
Direktrix  so  gewählt  werden,  dass  alle  Kanten  dem  Mittelpimkte  ihre  Innenseite  zukehren,  d.  h.  kein  Umfangs- 
winkel das  Kreiscentrum  enthält,  so  dass  das  reziproke  Polygon  von  derselben  AH  a  ist.  Denn  die  Projektion 
des  Perimeters  jedes  der  beiden  Polygone  auf  die  Peripherie  des  Kreises  muss  diese  hier  gleich  oft,  d.  h.  «-mal 
bedecken.  Dann  zeigen  hinsichtlich  aller  Eigenschaften,  die  sich  auf  die  Lage  der  einzelnen  Teile  der  Figuren 
beziehen,  die  beiden  Polygone  ein  vollständiges  duales  Entsprechen.  Einem  DoppelpimUe  des  einen  Vielecks, 
d.  h.  dem  Schnittpviukte  zweier  nicht  benachbarten  Kanten  Ti  und  Z.-'  entspricht  im  andern  Vielecke  eine 
Diagonale,  d.  h.  eine  Gerade,  welche  zwei  nicht  benachbaiie  Ecken  K  und  K'  des  Vielecks  verbindet. 
Gleichen  Kanten  des  einen  Vielecks  entsprechen  gleiche  Umfangswinkel  (und  damit  gleiche  Innenwinkel) 
des  reziproken  Vielecks  u.  s.  w.  Es  ist  auf  diese  Thatsachen  bei  Betrachtung  der  regelmässigen  und  halb- 
regelmässigen  Vielecke  melu"fach  zurückzukommen. 

11.    Diagonalen  und  Doppelpunkte.     Die  Zahl  der  Diagonalen  eines  w-ecks,    gleichviel    welcher  Art, 

ist        ~     ■     Schwieriger  ist  die  Beantwortung  der  Frage   nach  der  Anzahl  ■&  der  möglichen  Doppelpunkte. 

Für  die  konvexen  Vielecke  hat  man  ohne  weiteres  den  Satz:  Das  Minimum  der  Zahl  der  Doppelpunkte  eines 
konvexen  M-ecks  der  Art  a  ist  a  —  1 ,  und  dieses  Minimiim  wird  für  ein  beliebiges  konvexes  n-eck  derselben 
Art  um  eine  gerade  Zahl  (2d)  übertrofi"en,  so  dass  die  Anzahl  Q-  der  Doppelpunkte 
eines  konvexen  w-ecks  a^"  Art  a  —  1  -|-  2d  ist.  Denn  ein  solches  Vieleck  enthält 
eine  Zelle  des  (höchsten)  Koeffizienten  « ,  an  deren  sämtliche  Kanten  Zellen  mit 
dem  Koeffizienten  a  —  1  grenzen.  Diese  Zellen  mit  dem  Koeffizienten  (7—1  können 
im  ungünstigsten  Falle  sich  auf  eine  einzige  ZeUe  reduzieren  (Fig.  8),  deren  Begrenzungs- 
Knie,  da  der  Perimeter  des  «-ecks  kontinuierlich  ist,  mit  der  Begi'enzungslinie  der 
innersten  ZeUe  einen  Punkt,  welcher  ein  Doppelpunkt  des  ganzen  Vielecks  ist,  gemein- 
,..     ,  sam  haben  muss.     Schliesst  man  in  derselben  Weise  weiter,  so  ersieht  man,  dass  ein 

konvexes  Vieleck  a^"  Ait  mindestens  a  —  1  Doppelpimkte  braucht.  Der  zweite  Teil 
des  Satzes  leuchtet  sofort  bei  Betrachtung  der  Figur  8  ein,  denn  die  neu  hinzuti-etenden  Doppelpunkte  sind 
nichts  anderes,  als  die  gemeinsamen  Punkte  der  Begrenzungslinien  der  auf  einander  folgenden  Zellen,  welche 
stets  paarweise  auftreten  müssen. 

Für  ein  beliebiges  «-eck  a'"  Art  hat  Wiener*)  einen  Satz  abgeleitet,  der  den  eingeführten  Be- 
zeichnungen angepasst,  so  auszusprechen  ist:  Das  Minimum  der  Zahl  der  Doppelpunkte  eines  kontinuierlichen 
Vielecks  a'"'  Art  mit  k  üherstumpfen  Winkeln  ist  a  —  Z:  —  1,  ivobei  das  Ergebnis  —  1  durch  -{-  1  r«  ersetzen 
ist.   Der  Üherschuss  der  Zahl  d-  der  DoppclpunMe  über  den  Meinsttnöglichen  Wert  ist  eine  gerade  Zahl,  d.  h.  es  ist: 

0-  =  «_Ä-— 1  -f  2d.  (d  =  0,1,2  ■■■Y) 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Beantwortung  der  Frage  nach  dem  Maximum  der  Zahl  der  Doppelpunkte 
eines  w-ecks,  sowie  die  Konstruktion  eines  w-ecks  von  einer  vorgeschriebenen  Anzahl  &  von  Doppeli^unkten. 
Diese  Konstruktion  hat  keine  Schwierigkeit  für  kleine  Werte  von  %-.  Bis  zu  einem  gewissen  Grade  kann 
man  femer  nach  den  vorhergehenden  Betrachtungen  aus  einem  Vielecke  mit  ■9'  Doppelpunkten  solche  mit 
■9-  —  2Ö  Doppelpunkten  ableiten,  indem  man  durch  passende  Verschiebung  der  Ecken  bez.  Kanten  immer  je 
zwei  Doppelpunkte  gleichzeitig  verschwinden  lüsst.  Es  soll  nun  das  Maximum  von  &  für  ein  beliebiges  n 
bestimmt  werden.  Es  sei  zunächst  n  ungerade,  d.  h.  n  =  2A  -|-  1.  Offenbar  gilt  der  Satz:  Das  Maximum 
von  %  wird  erreicht,  wenn   bei   Zeichnung  des   Vielecks  jede  folgende  Kante  möglichst  viel  Doppelpunkte 

1)  Hess  I,  S.  617.    Auf  die  polaren  Beziehungen  bei  sphärischen  Polygonen  kommen  wir  später  zu  sprechen. 

2)  Wiener,  Vielecke  und  Viclflache,  1864,  S.  8. 

3)  Vergl.  hierzu  die  Figuren  der  Fünf-  und  Sechsecke  auf  Tafel  I. 


11.    Diagonalen  und  Doppelpunkte.  W 

erzeugt,  d.  h.  wenn  die  A'"  Kante  die  X  —  2  ersten  Kanten  schneidet.  Der  erste  Doppelpunkt  wird  durch 
die  dritte  Kante  hervorgebracht;  jede  folgende  Kante  erzeugt  einen  Doppelpunkt  mehr  als  die  vorhergehende, 
nur  die  letzte  Kante  erzeugt  ebensoviel  Doppelpunkte  als  die  vorletzte,  weil  sie  die  erste  Kante  nicht  mehr 
mit  schneidet,  sondern  in  deren  Anfangspunkte  endet.    Es  ist  also  ■9-  =  1  -j-  2  -\-  3  -{-  ■  ■  ■  -j-  (n — 3)  -j-  (m — 3) 

=  ^^-^—5 — ■  •    Man  überzeugt  sich  nun  leicht,  dass  diese  Konstruktion  auf  die  folgende  hinauskommt.     Man 

nehme  auf  einem  Kreise  n  =  2X  -{-  l  Punkte  und  verbinde  sie  von  A  zu  A,  d.  h.  immer  mit  ÜbersprLugung 

von  je  A —  1    Punkten.     Es  entsteht    ein  konvexes  w  :^  (2A  +  l)-eck   der    Art  a  =  ?.  ^^^-^—  mit  "^"~  ' 

Doppelpunkten.     Da   dann,  weil  Je  =  0  ist,  nach  Wieners  oben  zitiertem  Satze  allgemein  %  =  ^^ \-  2ä 

sein  muss,  so  ist  das  Minimum  der  Doppelpunkte,  das  durch  allmähliches  Verschwindenlassen  immer  je  zweier 
Doppelpunkte  erreicht  werden   kann,  ■&' =  — - —     Als  Beispiele  nehme  man   die  Fünfecke  Vo,2,  sowie  das 

Siebeneck  dritter  Art  Figur  2  auf  Tafel  I.  —  Die  abgeleitete  Maximalzahl  &  ist  gerade  oder  ungerade  (und 
damit  auch  0-  —  2d),  je  nachdem  n  von  der  Form  4ft  -(-  3  oder  4,u  -(-  1  ist.  Um  für  diese  beiden  Formen 
von  n  auch  die  Vielecke  mit  ungerader  bez.  gerader  Maximalzahl  &  zu  erhalten,  konstruiere  man  folgender- 
massen.    Man  lege  wie  vorher  auf    einem  Kreise  die  Reihenfolge  der  Punkte  1,  2,  3, ...  A,  A  +  1,  A  -|-  2,  .  . 


.  .  2A,  2A-|-  1  fest,  imd  setze  zwischen  1  und  2  den  Punkt  1',  zwischen  2A+  1  und  1  den  Punkt  2/i  -\-  1', 
zwischen  A  +  1  und  A  +  2  den  Punkt  A'.  Den  Zug  A  +  1 ,  1 ,  A  -(-  2  des  vorigen  Vielecks  ersetze  man  durch 
den  Zug  A+1,  1',  A',  2A-|-r,  A-|-2,  während  man  die  übrigen  Kanten  beibehält.  Es  ergiebt  sich  ein 
2  A  +  3  :^  (w  -|-  2 )  -  eck  mit  denselben  Doppelpunkten  wie  das  ursprüngliche  Vieleck  und  ausserdem  den 
Doppelpunkten,  welche  auf  1',  A'  und  A',  2A -)- 1'  liegen.  Deren  Zahl  ist  2(2A  —  1)  ^  2(w  —  2).  Man  hat 
also    ein  (w  +  2)-eck  mit  ^3       +  2(w—  2)  ^  ^""'"  ''J^~  •'  —  3   Doppelpunkten,  oder,  was   auf  dasselbe 

jyi  /«  3\ 

hinauskommt,  ein  weck  mit  —^ — -  —  3  Doppelpimkten.     Diese  Zahl  ist  ungerade  oder  gerade,  je  nachdem 

w  =  4ft  -(-  3  oder  4fi  -f  1    ist      (Mit  diesem  Vieleck  sind  die  mit  ■9'  —  2d  Doppelpunkten   mit  konstruiert.) 

Für  das  erhaltene  w-eck  ist  h  ^  l.     Durch  Bestimmung    der    Winkelsumme  findet   man   a  =     ~    ■     Das 

Minimum  von  9;  das  sich  durch  paarweises  Verschwinden  von  Doppelpunkten  erhalten  lässt,  ist  -9-'  ^  «  — A-  —  1 

=  — y— •     Vergl.  hierzu  die  beiden  Fünfecke   Fi,»  und  das  Neuneck  IXii  mit  24  Doppelpunkten.    Aus  dem 

Vorhergehenden  ersieht  man:    Ein  n-eclc  mit  ungerader  Anzahl  von  Kanten  hat  0,  1,  2,  •  •  •  *"'"""  '  —  2  oder 

— 2 —  Doppelpunkte,  während  ein  solches  mit  — ^— ^ — -  —  1  Doppelpunkten  unmöglich  ist. 

Nun  sei  n  gerade,  d.  h.  n  ^  2k.    Wollte  man  hier  das  Vieleck  mit  dem  Maximum  der  Anzahl  Doppel- 
punkte auf  Grund  desselben  Satzes  wie  das  Vieleck  mit  ungerader  Anzahl   Kanten  konstruieren,  so  würde 

die  letzte  Kante  keine  Doppelpunkte  tragen    und    es  käme  &  = }^~    ,  also  z.  B.  für  w  =  6    9-  =  6 

(vergl.  F/2,3,  Tafel  I),  während  doch  ein  Sechseck  F/s,3  mit  7  Doppelpunkten  existiert;  der  erhaltene  Wert 
giebt  also  nicht  das  absolute  Maximum  von  %■.  Um  dieses  zu  erreichen,  konstruiere  man  das  2A-eck,  die 
Konstruktion  des  Sechsecks  F/3,3  verallgemeinernd,  folgendermassen.  Man  verbinde  die  Punkte  1,2, 3,...  2  A 
des  Krei.ses,  immer  in  demselben  Sinne  der  Peripherie  fortsehreitrnd ,  so,  dass  man,  bei  1  beginnend,  zunächst 
(A — l)-mal  je  A  —  2  Punkte  überspringt,  dann  einmal  A —  1  Punkte,  dann  (A — l)-mal  je  A  Punkte  und 
schliesslich  einmal  A  —  1  Punkte,   wonach  sich  das  Vieleck   schliesst.*)     Vergl.   zu   dieser  Konstruktion  das 


1)  Denn  bezeichnet  man  den  (der  Kürze  wegen  immer  als  gleich  angenommenen)  Abstand  zweier  auf  einander  folgen- 
den Punkte,  auf  der  Peripherie  gemessen,  mit  c,  so  hat  man  für  den  ganzen  Umlauf:  {X  —  l).{X—l)a-\-l.Xa-\-Q. —  1) .  (i  +  l)ff 
+  1  .Iff  =  21'c  =  J. .  21«;,  d.  h.  1-mal  die  Kreisperipherie. 

2* 


lo  A.    Allgemeine  Theorie  der  Vielecke. 

Zehneck   Xj.b,  Tafel  I.     Für    eia   solches  «  =  2A-eck    ist    a  =  Je  =  X  =  ^  und  »  =  "  ".7     +  ^ •     I^iese 

Maximalzahl  für  «■  ist  stets  ungerade,  sowohl  für  «  =  4u  als  für  w  =  4ft  +  2.  —  Um  die  Konstruktion 
eines  2A-ecks  mit  gerader  Maximalzahl  von  Doppelpunkten  durchzuführen,  muss  man  die  genannten  Werte 
Ton  71  getrennt  betrachten.  Ist  n  =  4fi,  so  verbinde  man  die  4fi  Punkte  1,  2,  .  .  .  4u  auf  einem  Kreise  von 
2,u  —  1  zu  2ft  —  1 .  Es  ergiebt  sich  ein  konvexes  Vieleck  der  Art  n  =  2fi— 1  =  —  — 1  mit  der  Maximalzahl 
von  &  =  "^"~^''  Doppelpunkten.  Das  Minimum  von  9-,  welches  sich  durch  Verschiebung  der  Kanten 
erreichen  lässt,  ist  ^^^-  Vergl.  das  Achteck  Figur  3,  Tafel  I.  —  Ist  »  =  4A  +  2,  so  ist  das  nach  der- 
selben Konstn.iktiou  zu  findende  w-eck    stets  diskontinuierlich,  weil  n  und  y  —  1   dann  beide  gerade  sind. 

Vergl.  das  Sechseck  F/0,2  und  das  Zehneck  Figur  6,  Tafel  I.  Um  ein  kontinuierliches  (4ft  +  2) -eck  mit 
geradem  Maximum  von  &  zu  finden,  verallgemeinere  man  die  Konstruktion  des  Sechseckes  Vli^s  folgender- 
massen.  Man  lege  zwei  konvexe  (2ft  -j-  l)-ecke  1,  2, .  .  .  2ft  +  1 ,  und  1',  2', .  .  .  2.ii  -f  1'  der  höchsten  Artzahl 
a  =  {t  so  über  einander,  dass  sich  deren  erste  und  letzte  Kante  (je  von  1  und  1'  aus  gerechnet)  und  die  je 
(u_j_l)te  Xante  nicht  schneiden,  während  je  zwei  andre  gleich  indizierte  Kanten  einen  Schnittpunkt  mit 
einander  haben.  Vergl.  das  Zehneck  Xt,5,  Tafel  I,  für  fi  =  2.  Nun  verlängere  man  die  erste  und  letzte 
Kante  jedes  dieser  (2ft  +  l)-ecke  über  die  erste  Ecke  1  bez.  1'  hinaus,  dass  sieh  die  beiden  ersten  bez.  letzten 
Kanten  in  I  und  I'  schneiden.  Es  entsteht  ein  n  =  (4A  +  2)-eck  mit  k=  2^1  ausspringenden  Winkeln.  Seine 
Doppelpunkte   setzen  sich  zusammen   aus  den  je    ^"  '^+  ^,  Doppelpunkten  jedes  der  beiden  zu  Grunde 

gelegten  (2ft  —  l)-ecken,  den  beiden  Pimkten  1  und  1',  und  den  Schnittpunkten,  welche  die  Kanten  des 
einen  (2ft -f- l)-ecks  auf  den  Kanten  des  andern  hervorbringen.  Deren  sind  auf  der  ersten  und  letzten 
Kante  des   einen  Vielecks,  auf  welchem   sie  nur  zu  zählen  sind,  je   2^ —  1,  auf  jeder  andern  der  2  ;*  —  1 

übrigen  Kanten  je  2ft  vorhanden.    Es  ergiebt  sich  durch  Addition  9-  =^     '^        „    '' =  ^-^-^ — -  ■    Überdies 

hat  man  a  =  2(i-\-  1  =  ^ ,  Je  =  '^ 1.     Nach  allem   ergiebt  sich   der  Satz:    Ein  n-ecJc  mit  gerader  Anzahl 

von  Kanten  fiat  0,  1,  2  •  •  •,  "^"~  ,  "  ~  '  +  1  DoppelpmtJcte.^)  —  Die  allgemeine  Bestimmimg  der  mög- 
lichen Anzahl  mehrfacher  Punkte,  welche  durch  Zusammenfallen  von  Doppelpunkten  entstehen,  scheint  nicht 
leicht  zu  sein,  auch  ist  die  Frage  nach  den  möglichen  Werten  von  &  bei  gegebenem  n,  a  und  Ji  noch  zu 
beantworten. 

12.  Geschichtliche  Bemerkniipen.  (Ältere  Autoren.  Girard.  Meister.  Möbins.  Poinsot.  Jacobi.  Wiener. 
Wolf.  Hess.  Dostor  n.  a.)  Wir  können  uns  im  allgemeinen  bei  einem  ITberblick  über  die  Geschichte  der  Ent- 
wickelung  der  Lehre  von  den  Vielecken  kurz  fassen  unter  Hinweis  auf  die  Originalarbeiten,  und  mit  der  Bemerkung, 
dass  in  der  Monographie  von  S.  Günther:  Die  geschichtliche  Entwickelung  der  Lehre  von  den  Stempolygonen  und 
Stempolyedem  in  der  Neuzeit ■)  eine  dankenswerte  Arbeit  vorliegt,  und  auch  Cantor  in  seiner  Geschichte  der  Mathe- 
matik^), soweit  die  betr.  Untersuchungen  in  die  behandelte  Zeit  fallen,  ausführliche  Angaben  macht. 

Von  besonderem  Interesse  ist  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Vielecke  die  Beantwoi-tung  der  Frage  nach 
der  Winkelsumme  und  dem  Inhalte  der  Figuren,  und  in  der  That  lässt  sich  an  der  Hand  dieser  beiden  Probleme 
die  Entwickelung  der  Vieleckstheorie  im  wesentlichen  verfolgen.  Nicht  zu  vergessen  ist  hierbei,  dass  die  Auffassung 
eines  beliebigen  von  n  Strecken  gebildeten  Linienzuges  als  Polygon  eine  sehr  spute  ist;  erst  Girard  im  17.  Jahrh. 
hat  den  allgemeinen  Vielecksbegriff  klar  erfasst.  Wie  es  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  beschränken  sich  die  ältesten 
Autoren  wesentlich  auf  regelmässige  Gebilde''),  insbesondere  bei  Steravielecken. 

1)  Vergl.  hierzu  6.  Brunei,  Note  sur  le  nombre  de  points  doubles  que  peut  prt^senter  le  perimetre  d'un  polygone- 
(ohne  Beweise).    Mc^moires  de  la  soc.  d.  scienccs  phys.  et  nat.  de  Bordeaux.    4.  s^r.,  Tome  IV,  1894,  S.  273. 

2)  S.  Günther,  Vermischte  Untersuchungen  zur  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften,  Leipzig,  1876, 
Kap.  I,  weiterhin  als  „Günther"  zitiert. 

3)  Die  drei  Bände  werden  künftig  kurz  als  Cantor  I,  II,  III  zitiert  (erste  Auflage). 

4)  Wir  sind  hierdurch  gezwungen,  einiges  erst  dem  nächsten  Kapitel  Zugehörige  hier  vorwegzunehmen,  ohne  hoffent- 
lich dadurch  unverständlich  zu  bleiben. 


12.    Geschichtliche  Bemerkungen.  13 

Campanus*),  im  13.  Jahrb.,  bestimmt  die  Winkelsmmne  des  bereits  im  Altertum  Pythagoras  bekannten 
Stemfünfecks  zu  zwei  Kechten.  Bradwardinus^)  kennt  die  Entstehung  der  Stemvielecke  nächst  höherer  Art  durch 
Verlängerung  der  Seiten  des  Vielecks  der  vorhergehenden  Art  und  bestimmt  die  Winkelsimime  derselben,  wenn  er 
auch  die  allgemeine  Formel  nicht  ausspricht.  Dieselben  Untersuchimgen  über  die  Winkel  der  Stemvielecke  stellte 
Eegiomontanus*)  an.  Die  Regelmässigkeit  der  Stemfiguren  wird  von  Charles  de  Bouvelles*)  ausdrücklich  bei 
den  Beweisen  vorausgesetzt.  Doch  schliesst  Cantor  aus  den  Figuren  der  Vorgänger  Bouvelles'  wohl  mit  Recht, 
dass  auch  sie  sich  stillschweigend  nur  auf  regelmässige  Gebilde  beschränken.  Die  Sätze  über  die  Winkelsumme 
der  Stempolygone,  welche  auch  hier  wieder  nicht  unmittelbar  durch  Teilung  des  Kreises,  sondern  jedes  Vieleck  einer 
nächst  höheren  Art  aus  dem  unmittelbar  vorhergehenden  abgeleitet  werden,  finden  sich  bei  Bouvelles,  der  sich  auch 
einer  ziemlich  ausgebildeten  Terminologie  bedient.  Doch  wird  erst  von  Ramus^)  mit  Bestimmtheit  die  Stellung  der 
Stemvielecke  zu  den  konvexen  Vielecken  erster  Art  hervorgehoben,  „indem  es  bei  den  früheren  Darstellungen  meist 
ungevriss  bleibt,  ob  das  Stempolygon  wii-klich  als  solches  oder  nm-  als  gewöhnliches  Vieleck  mit  ausspringenden 
Winkeln  betrachtet  wird".*)  Mit  anderen  Worten,  Ramus  präzisiert  zuerst  den  Begi-iff  eines  —  zunächst  regel- 
mässigen —  Vielecks  mit  sich  selbst  schneidendem  Perimeter,  womit  er  in  der  That  seiner  Zeit  weit  vorauseilt,  denn 
noch  Kästner')  bemerkt  zu  der  fraglichen  Stelle  bei  Ramus:  „.  .  .  dass  aber  Ramus  bei  dem  Sterne,  den  die  ver- 
längerten Seiten  des  Fünfecks  machen,  einer  Figm-,  die  sichtlich  zehn  Seiten  hat,  nur  die  fünf  auswärts  gehenden 
Winkel  wahrnimmt,  zeigt  freilich  wenig  Scharfsichtigkeit."  Wir  wollen  über  Kästner,  dessen  Zeitgenosse  Meister 
bereits  den  Begriff  des  allgemeinen  w-ecks  vollkommen  klar  festgestellt  hatte,  nicht  zu  streng  urteilen,  nach  Einsicht 
von  Dostors  Arbeit,  dem  Jahre  1880  angehörend,  auf  welche  wir  bald  zu  sprechen  kommen.  Schon  vor  Meister 
finden  vrir  bei  Albert  Girard  (1626),  einem  auch  sonst  viel  verdienten  Mathematiker,  den  Kästner  wohl  kannte*), 
den  Begriff  und  Namen  des  einfachen  und  des  überschlagenen  Vierecks,  des  Vierecks  mit  ausspringendem  Winkel, 
sowie  eine  Einteilung  der  Fünf-  und  Sechsecke  nach  der  Anzahl  der  Kreuzimgspunkte  ihres  Perimeters,  worüber 
ausführlich  bei  Günther^)  berichtet  wird.  Girard  hat  sich  allerdings  nicht  auf  weitere  Untersuchungen  über  die 
von  ihm  ge.schafienen  Gebilde  eingelassen.  Einen  beschränkteren  prinzipiellen  Standpunkt  ihm  gegenüber  nimmt 
Broscius'")  (1652)  ein,  der  in  dem  Sternfünfeck  wieder  nur  ein  Zehneck  mit  5  spitzen  und  5  überstumpfen 
Winkeln  sehen  kann.  Doch  sind  seine  Untersuchungen,  besonders  über  die  Winkel  der  Polygone,  an  und  fm-  sich 
nicht  ohne  Wert.  Eigenartig  ist  Keplers  Stellung  der  Lehre  von  den  Stempolygonen  gegenüber,  insofern  er  bei 
seinen  Untersuchungen,  die  ihn  mit  dem  Wesen  der  Sternvielecke  völlig  vertraut  zeigen,  den  zunächst  eingeschlagenen 
geometrischen  Weg  verlässt  und  sich  „wenn  auch  nicht  ohne  einiges  Widerstreben"  der  Rechnung  in  die  Arme  wirft. 
Er  beabsichtigt  die  metrischen  Relationen  der  in  den  Ki-eis  beschriebenen  regulären  Polygone  klarzulegen,  indem 
er  die  Seiten  der  Vielecke  auf  algebraischem  Wege  aus  dem  Radius  berechnet.  So  fimdet  er  z.  B.,  wenn  l/^  das 
Verhältnis  der  Siebenecksseite  zum  Radius  bedeutet,  dass  z  der  Gleichimg  7  —  \Az  -\-  1 1^  —  «3^0  genügt,  erkennt, 
dass  diese  Gleichung  eine  dreifache  reelle  Auflösung  zulässt,  und  findet  die  geometrische  Bedeutung  hieifür,  nämlich 
die  Möglichkeit  von  drei  verschiedenen  dem  Ki-eise  einbesehriebenen  Siebenecken,  dem  gewöhnlichen  Siebeneck  und 
dem  Sternsiebeneck  zweiter  und  dritter  Art.**) 

Wii-  gelangen  nun  zu  dem  Mathematiker,  dem  wir  als  erstem  eine  gründliche  Bearbeitimg  der  allgemeinen 
Vieleckslehre  verdanken,  zu  A.  L.  F.  Meister  (1724 — 1788).  Die  von  Girard  nur  flüchtig  hingeworfenen  Ideen 
werden  von  ihm  aufgenommen  und  weiter  verfolgt.  *^)  Der  allgemeine  Begriff  des  Vielecks  wird  endgültig  festgelegt. 
Von  ihm  rührt  die  wichtige  Regel  her,  die  beiden  Ufer  eines  Polygones  durch  Färbung  bez.  Schraffierung  zu  unter- 
scheiden. Er  spricht  von  positiven  und  negativen  Flächenteilen.  Als  positiv  werden  diejenigen  Flächenräume  in 
Rechnung  gebracht,  deren  Perimeter  ausschliesslich  nach  innen  gerichtete  Färbung  zeigt,  als  negativ  die  übrigen, 
eine  Regel,  welche  an  knimmlinig  begrenzten  Figuren  erläutert  ist.  Auf  die  originellen  Untersuchungen  über  reguläre 
Polygone  sei  nur  hingewiesen.*')  Merkwürdigerweise  hat  Meister  wenig  Einfluss  auf  die  Mathematiker  der  Folgezeit 
gehabt;  seine  Arbeiten  sind  in  der  Epoche  eines  Euler,  d'Alembert,  Bernoulli  u.  a.  kaum  beachtet  worden,  wie 
auch  das  Verhältnis  Kästners  zu  ihm  schon  zeigte.  In  der  That  hat  man  angenommen,  dass  selbst  bei  Möbius 
(1790 — 1868)  der  Begriff  des  Vielecks  und  seiner  Fläche  original  entstanden  sei,  wenigstens  bemerke  man  bei  ihm 


1)  Cantor  II,  S.  93.  2)  Cantor  II,  S.  104.  3)  Cantor  H,  S.  264. 

4)  1470 — 1553.     Sein  Hauptwerk  erschien  1503.     Cantor  II,  S.  350.     Günther,  S.  5. 

6)  P.  Kami  Scholarum  mathematicarum  libri  unus  et  triginta.     Basileao  1569,  S.  186. 

6)  Wörtlich  nach  Günther,  S.  13.  7)  Geschichte  der  Mathematik,  1799,  Bd.  m,  S.  201. 

8)  Ebenda,  Bd.  lU,  S.  108.  9)  Günther,  S.  17—21. 

10)  Günther,  S.  21.     Cantor  II,  S.  627. 

11)  Günther,   S.  27—34.    Die   Untersnehung    Keplers    selbst  findet  sich   im    ersten    Buche    der    1619   gedruckten 
Barmonice  mundi  (Opera  Kcpleri,  ed.  Frisch,  V,  S.  104)  und  gehurt  Bürgi  an.     Vergl.  Cantor  II,  S.  591. 

12)  Meister,  Gcneralia  de  gencsi   (igurarum   planarum  et  inde  pendentibus  canim  affectionibus,  Novi  Comm.  Soc. 
Reg.  Scient  Gotting.  Tom   I,  ad  annos  1769  &  1770,  S.  144ff.  13)  Günther,  S.  44. 
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keine  direkte  Einwirkung  Meisterscher  Ideen. ^)  Ihm  verdankt  man  die  Festsetzung  des  verschiedenen  Vorzeichens 
eines  Dreiecks  ABC  je  nach  Umschreitung  dessen  Perimeters.-)  Von  ihm  rührt  der  ohen  in  Nr.  8  bewiesene 
wichtige  Satz  her,  dass  der  Inhalt  eines  Polygons  unabhängig  ist  von  der  Lage  des  dort  definierten  Punktes  0.^)  In 
einer  späteren  Arbeit*)  giebt  er  die  Regel  für  die  Koeffizienten,  welche  jeder  einzelnen  ZeUe  angehören:  Gehört  eine 
beliebige  Flächenzelle  als  TeU  zu  einem  grösseren  Flächenstück,  von  dem  lediglich  das  innere,  bez.  äussere  Ufer 
schattiert  ist,  so  erhält  sie  das  positive,  resp.  negative  Zeichen.  Eine  Zelle,  deren  Perimeter  (entsprechend  fort- 
gesetzt) teilweise  zu  einem  positiven,  teilweise  zu  einem  negativen  Flächenstück  gehört,  muss  folgerichtig  gleich 
Null  gesetzt  werden.*)  Die  von  uns  in  Nr.  8  schliesslich  festgelegte  einfache  Methode  der  Koeffizientenbestimmung 
verdankt  man  wohl  Baltzer.*)  Es  darf  nicht  unbemerkt  bleiben,  dass  Möbius'  Untersuchungen  über  Vielecke  nur 
so  weit  gefübi-t  sind,  ab  seine  bahnbrechenden  Ai-beiten  in  der  Theorie  der  Polyeder  dies  nötig  machten;  auf  diese 
haben  wir  aber  erst  später  einzugehen.  Der  eben  genannten  zweiten  Schrift  von  Möbius  vom  Jahre  1865  gehen 
chronolooisch  die  wichtigsten  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  Vieleckslehre  voraus.  Poinsots  Forschimgen ' )  aus  dem 
Anfan<Te  des  Jahrhunderts  waren  wesentlieb  auf  die  regelmässigen  Vielecke  gerichtet.  Aber  man  verdankt  ihm  auch 
die  Terminologie,  die  sich  bis  auf  Wiener  erhalten  hat.  Konvex  heisst  ihm  ein  Vieleck,  welches  nm-  Winkel  kleiner 
als  2  Rechte  hat.  Die  „Seiten"  des  Perimeters  unterscheidet  er  durch  Färbung  wie  Meister;  Innenwinkel  kleiner 
als  TT  nennt  er  „angles  saillans",  die  andern  „angles  rentrans"  u.  s.  w.  Er  unterscheidet  die  konvexen  Polygone 
nach  Ordnung  (d.  h.  Seitenzahl)  m  und  Ai-t  h,  und  bemerkt,  dass  seine  Untersuchimgen  auch  für  irreguläre  (konvexe) 
Polygone  gültig  sind.  So  findet  er  als  Winkelsumme  (m  —  2h) n.  Auf  den  Flächeninhalt  der  Polygone  geht  er 
nicht  ein,  bemerkt  also  nicht,  dass  die  innere  Zelle  des  Stemfünfecks  doppelt  zu  rechnen  ist,  weshalb  auch  die 
im  weiteren  von  ihm  abgeleitete  verallgemeinerte  Eulersche  Gleichung  für  Stempolyeder  nicht  die  allgemeinste 
Form  erhält.*) 

Die  erste  genügende  Antwort  auf  die  Frage  nach  dem  Inhalt  eines  Stemvielecks  giebt  nach  Meister  erst 
wieder  Jacobi  in  einer  nach  seinem  Tode  veröffentlichten  Notiz. ^)  Jacobis  ganz  originelle  Regel  lautet^®):  „In 
einem   irregulären  Stempolygon,   dessen  Perimeter  jedoch  keine  höheren   als  Doppelpunkte  aufweisen  darf,  bezeichne 

man,  von  einer  beliebigen  Ecke  ausgehend,  jeden  Durchschnittspunkt  durch  eine  fort- 
laufende Zahl  der  natürlichen  Zahlenreihe,  so  dass  also,  mit  Ausnahme  der  Ecken, 
jeder  Punkt  zwei  Zahlen  beigeschrieben  erhält.  Dann  nehme  man  eine  willkürliche  dieser 
Zahlen  zum  Anfang  einer  Reihe;  das  Fortschreitungsgesetz  dieser  Reihe  ist  dies,  dass 
auf  jede  Zahl  die  der  nächsthöheren  beigeschriebene  zu  folgen  hat.  Lassen  sich  so 
m  Zahlenreihen  bUden,  so  ist  der  Inhalt  des  Vielecks  gleich  der  Summe  der  m  Teil- 
vielecke, deren  Ecken  durch  je  eine  Zahlenreihe  repräsentiert  sind.  Kommt  man  bei 
jener  Operation  zu  einer  Ecke,  so  ist  natürlich  einfach  die  daselbst  stehende  Zahl 
Fig.  9.  zu  setzen,  und  auf  die  höchste  Zahl  folgt  wieder  die  erste."    Das  in  Fig.  9  gezeich- 

nete Sechseck  besteht  hiernach  aus  den  Teilvielecken  1,  7,  8,  12,  4,  5,  14  (l); 
2,  3,  13,  6  (2);  9,  10,  11  (9);  von  denen  das  letzte  negativ  zu  rechnen  ist,  da  sein  Umlaufssinn  dem  der  vorher- 
gehenden entgegengesetzt  ist.  Die  Regel  wird  alsdann  von  Hermes^')  auch  auf  Vielecke  mit  vielfachen  Punkten 
ausgedehnt  und  überhaupt  mit  den  nötigen  Beweisen  versehen. 

Auch  die  Gausssche  allgemeine  Formel  für  den  Inhalt  eines  Vielecks,  dessen  Eckpunktskoordinaten  x,  y\ 
x',  y';  .  .  ■  x''~^,  2/"~^  sind,  nämlich 

F=~[xiy'-  !/—>)  +  x'{y"-  y)  +  x"(.y"'-  y')  +  ■  ■  ■  +  x^-^iv  -  2/—')] 

crilt  übrigens  ebenfalls  für  jedes  willkürliche  einfache  oder  sternförmige  Polygon.^-) 

Als  originell  ist  noch  zu  erwähnen  Schröders  Auffassung  des  Polygons  der  Ordnung  (Kantenzahl)  j)  und 


1)  Günther,  S.  50.     Möbius  hat  übrigenB  später  Meisters  Arbeiten  sicher  gekannt;  Möbius,  Ges. Werke  II,  S.  475. 

2)  Barycentrischer  Calcul  §  17  und  18.     Gesammelte  Werke  I,  S.  39  ff.;  auch  S.  200  Anm.  zu  §  165. 

3)  Barycentrischer  Calcul  §  165,   Anm.   Vergl.  auch  Statik  (Leipzig  1837)  §  45.     Für  das  Dreieck  bereits  bei  Monge, 
J.  de  rdc.  polyt.,  cah.  15,  S.  68. 

4)  Über  die  Bestimmung  des  Inhaltes  eines  Polyeders.     1865.     Ges.  Werke  II,  S.  490.  5)  Günther,  S.  351. 

6)  Elemente  der  Mathematik  II,  6.  Aufl.,  1883,  S.  68. 

7)  Memoire  sur  les  polygones  et  les  polyedres,  J.  d.  IVc.  polyt,,  10.  cah.,  t.  IV,  ä  Paris  1810,  S.  16 — 46. 

8)  Vergl.  Nr.  137. 

9)  Jacobi,  Regel  zur  Bestimmung  des  Inhalts  der  Stempolygone ,  Journal  f.  d.  reine  u.  angew.  Mathem.,  65.  Bd., 
1866,  S.  173.     Hermes,  Erläuterung  des  vorstehenden  Jacobischen  Bruchstücks,  ebenda,  S.  174. 

10)  Günther,  S.  71.  11)  Journal  f.  d.  reine  u.  angew.  Mathem.,  66.  Bd.,  S.  177. 

12)  Carnot,  G^om.  de  position.     Deutsch  v.  Schubmacher,  2.  Teil,  Altena  1810,  S.  362. 


12.    Geschichtliche  Bemerl^ungen. 
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der  Art  q  als  eines  Komplexes  von  q  Polygonen    gebrochener  Kantenzahl  —  ,   ohne   dass  jedoch   für   die  Auffindung 

neuer  Wahrheiten  dadurch  etwas  Wesentliches  gewonnen  würde.  ^) 

Einen  Markstein,  auch  in  der  Geschichte  der  Vieleckslehre  bildet,  Wieners  klassische  Schrift  „über  Vielecke 
und  Vielflache"")  (Leipzig  1864).  Die  in  derselben  niedergelegten  Definitionen  stünmen  aber  nicht  mit  den  von 
uns  beliebten  überein,  wie  schon  in  einer  Anmerkung  berichtet  wurde.  Da  aber  in  der  von  ihm  zum  ersten  Mal 
übersichtlich  dargestellten  Theorie  der  regelmässigen  Vielflache  höherer  Art  —  dem  Hauptinhalte  der  Schrift  — 
nur  konvexe  Polygone  auftreten,  ist  dies  im  weitern  füi-  ihn  ohne  Bedeutung.  Die  allgemeine  Vieleckslehre,  insofern 
sie  ganz  beliebige,  auch  nichtkonvexe  Polygone  in  ihre  Betrachtung  zieht, 
wie  wir  sie  in  den  Nrn.  2 — 11  gaben,  rührt  in  den  Hauptzügen  schon  von 
Wolf^)  her  und  findet  sich,  soweit  es  für  seine  Untersuchungen  der  halb- 
regulären Vielecke  nötig  ist,  wie  ebenfalls  erwähnt,  von  Hess*)  dar- 
gestellt. Der  Unterschied  der  Wienerschen  Vieleckstheorie  von  der 
Hessschen  ergiebt  sich  sofort  schon  im  Eingange  durch  die  Abweichung 
in  der  Definition  des  ümfangswinkels ,  den  übrigens  Wiener  Aussen- 
winkel  nennt.  Behalten  wir  einstweilen  diese  Wienersche  Bezeichnung 
bei,  dazu  den  früher  festgesetzten  Umlaufssinn  des  Perimeters  imd  den 
Drehsinn  der  einzelnen  Winkel,  so  gut  folgendes:  Wiener  denkt  sich 
(wie  übrigens  schon  vor  ihm  Poinsot)  eine  Gerade,  an  Länge  dem 
Umfang  des  Polygons  gleich,  um  dieses  herumgebogen.  Unter  Aussen- 
winkel  versteht  er  dann  die  Drehung,  welche  die  umgebogene  Gerade  an 
den  Ecken  erleidet,  woraus  sofort  ersichtlich  ist,  dass  dieser  Aussen- 
winkel  bei  einer  einspringenden  Ecke  negativ  wird  (Fig.  10).  Da  die 
Gerade  schliesslich  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zmiickkehrt,  so  hat  sie 
eine    ganze    Zahl   von   vollen  Umdrehungen   gemacht    und   die   Summe   u 

der  ümfangswinkel  ist  also  «  =  h  ■  2n,  worin  mit  h  dann  die  Art  des  Vielecks  bezeichnet  wird.*)  Die  Summe  u 
wird  mittels  einer  zweiten  Figur  (Fig.  11;  diese  Benennung  ist  eben  von  Wiener  eingeführt)  bestimmt.  Hier  kann 
nun,  wie  auch  aus  nebenstehendem  Beispiele  ersichtlich  ist,  u  =  0,  d.  h.  &  =  0  sein.  Die  Geraden  der  zweiten 
Figur,  in  denen  die  Drehung  umkehrt,  heissen  wie  die  entsprechenden  des  Polygons 
Wendegeraden,  uni  man  ersieht  sofort,  dass  es  im  Vieleck  diejenigen  Kanten  sind, 
welche  zwei  Ecken  verbinden,  von  denen  die  eine  einen  einspringenden,  die  andere 
einen  ausspringenden  Winkel  hat.  Sie  kommen  stets  paarweise  vor.  Ändert  man 
den  Sinn  des  Umlaufs  des  Vielecks,  so  hat  es  die  Art  — b.  Die  Linenwinkelsumme 
ist,  da  sich  bei  Wieners  Auffassung  Innenwinkel  und  Aussenwinkel  stets  zu  n  ergänzen, 
J  =  nn  —  &  ■  2«  =  (m  —  2 6) TT.  Durch  Vergleichung  mit  imsem  finiheren  Resultaten 
ergiebt  sich  somit:  Die  Art  b  eines  Vielecks  bei  Wiener  ist  gleich  a  —  h,  wenn  a  die 
Art  des  VielecJcs  nach  Hess  und  Je  die  Zahl  der  vberstumpfcn  Winkel  ist.  Es  ist  also 
die  Art  bei  Wiener  und  Hess  identisch  für-  konvexe  Vielecke.  In  der  That  sind  Wieners 
Festsetzungen  nicht  ungünstig  für  die  Ableitung  weiterer  Eigenschaften  der  Polygone, 
bes.  der  Zahl  der  Doppelpunkte.  Der  betr.  Satz  findet  sich  bei  Wiener  S.  8  und  wurde 
bereits  von  uns  zitiert,  nur  muss  man  in  unserem  Texte  a  —  k  durch  b  ersetzen.  Füi- 
alles  weitere  sei  auf  die  Originalschrift  verwiesen. 

Au  Wieners  Schrift,  und  auf  ihr  fussend,  schliessen  sich  noch  eine  Reibe  Arbeiten  anderer  Autoren  an 
die  sich  hauptsächlich  mit  der  Bestimmung  der  Winkelsuinme  von  Polygonen  befassen.  Wir  haben  dieselben  bereits 
in  der  Anm.  S.  3  genannt.  Unferdinger  (1868)  nimmt  besonders  Bezug  auf  eine  Bemerkung  Wieners,  der 
zufolge  man  sich  die  Polygone  ersetzt  denken  soll  durch  krummlinige  Gebilde,  da  gewisse  Sätze  —  über  die  Anzahl 
der  Doppelpunkte  und  der  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  dem  Polygone  —  unabhängig  von  dessen  Kantenzalil 
sind.  Steinhauser  (1871)  giebt  eine  mechanische  Bestimmung  der  Vieleckswinkelsumme,  die  in  der  That  für  die 
Praxis  höchst  bequem  ist.     Besonders  lehrreich  sind  alle  diese  Abhandlungen  füi-  Erkenntnis  der  Thatsache,  dass  es 

1)  Schröder,  Über  die  Vielecke  von  gebrochener  Seitenzahl,  oder  die  Bedeutung  der  Stempolygone  in  der  Geo- 
metrie.    Zeitschr.  f.  Mathem.  u.  Physik  v.  Schlömilch,  Bd.  7,  1862,  S.  57. 

2)  Kurz  künftig  als  „Wiener"  zitiert. 

3)  Wolf,  Die  Lehre  von  den  geradlinigen  Gebilden  in  der  Ebene,  2.  Aufl.,  1847,  S.  8—14.  Eigentümlicherweise 
hat  Günther  diese  Arbeit  von  Wolf  ignoriert;  er  zitiert  nur  S.  84  dessen  Handbuch  der  Mathematik,  1869. 

4)  Hess  I,  S.  612 — C17.  Wohl  unabhängig  von  Wolf,  da  Hess  bes.  seinen  Gegensatz  zu  Wiener  betont,  ohne 
Wolf  zu  erwähnen. 

5)  Wiener  schreibt  a,  was  wir,  um  Verwechselungen  mit  dem  früheren  a  zu  vermeiden,  durch  b  ersetzen. 
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trotz  Wieners  Sclirift  nicht  gelungen  war,  einer  bestimmten  Terminologie  allgemeinen  Eingang  zu  verschaflfen.  Es 
scheint  die  Hoilnung  begründet,  wenn  man  die  bedeutenderen  neuern  Lehrbücher  durchsieht,  dass  die  Wolf-Hesssche 
Terminologie  bez.  Vieleckslehre,  die  z.  B.  von  Kruse  (1875)  u.  a.  angenommen  wurde,  sich  einbürgern  wird.  Im 
Interesse  der  Einheitlichkeit  wäre  es  zu  wünschen;  allerdings  sollte  auch  der  Aussen winkel  des  Dreiecks  folgerichtig 
in  den  Elementen  schon  als  Umfangswinkel  bezeichnet  werden. 

Aus  der  neuesten  Zeit  ist,  so  viel  uns  bekannt*),  über  die  Weiterentwickelimg  der  allgemeinen  Theorie 
nichts  Wesentliches  zu  berichten,  nur  müssen  wir  kui-z  der  Arbeit  von  Dostor")  gedenken.  Sie  bedeutet  insofern 
einen  Rückschritt,  als  er  unter  konvexen  Polygonen  nur  solche  erster  Art  ohne  überstumpfe  Winkel  versteht  und 
das  Wesen  der  Sternpolygone  (das  Sternfünfeck  hat  weder  fünf  ausspiingende  und  fünf  spitze  Winkel)  vollständig 
verkennt.  So  wird  auch  der  Inhalt  der  Stemvielecke  falsch  bestimmt:  Der  Koeffizient  der  inneren  Zelle  des  Stern- 
fünfecks ist  eins.  Hiermit  hannoniert  der  unrichtige  Satz:  Der  Inhalt  eines  Stemvielecks  ist  gleich  dem  Produkt 
des  halben  Radius  des  einbeschriebenen  Kreises  in  den  ,, äusseren"  Perimeter  u.  s.  w.  Dostor  kennt  die  Litteratur 
wenig,  namentlich  findet  die  nichtfi-anzösische  dieses  Jahrhunderts  keine  Berücksichtigung.  Wenn  er  meint,  dass 
seine  Abhandlung  die  vollständige  Theorie  der  Sternpolygone  —  „dont  on  ne  s'est  guere  occupe  depuis  les  travaux 
de  Poinsot"(!)  —  zusammenfasse,  imd  als  Nachfolger  Poinsots  nur  Amiot  und  Rouche  und  de  Comberousse 
anführt,  so  bedeutet  das  doch  eine  arge  Vernachlässigung  bedeutender  deutscher  Mathematiker. 


B.   Besondere  Vielecke. 

13.  Einteilung  der  besonderen  Vielecke.  Zur  Unterscheidimg  der  besonderen  Vielecke  zieht  man 
nicht  die  Länge  der  Kanten  resp.  Grösse  der  Winkel  scHeclitliin  in  Betracht,  sondern  fasst  jede  Kante  mit 
den  beiden  Vieleckswinkeln  an  ihren  Enden,  jeden  Winkel  mit  den  ihn  bildenden  beiden  Kanten  ins  Äuge. 
Die  Ecke  eines  Vielecks  ist  also  charakterisiert  durch  die  Grösse  des  Winkels  imd  durch  die  im  allgemeinen 
ungleiche  Länge  der  beiden  diesen  bildenden  Kanten  (Schenkel).  Die  Kante  eines  Vielecks  ist  charakterisiert 
durch  ihi'e  Länge  und  durch  die  Lm  allgemeLaen  verschiedene  Grösse  der  beiden  an  ihren  Enden  liegenden 
Vieleckswinkel.  Ein  Vieler]:  heisst  gleicheckig,  tcemi  es  gleiche  Ecken  hat.  Aus  der  Definition  der  Ecke  folgt, 
dass  ein  gleicheckiges  Vieleck  gleiche  Winkel  und  abwechselnd  gleiche  Kanten  besitzt,  deren  Gesamtzahl 
also  eine  gerade  Zahl  sein  muss.  Ein  gleichwinkeliges  Vieleck  ist  nicht  notwendig  gleicheckig;  es  gilt  dies 
nm-  für  m  =  3  und  4  (gleichseitiges  Dreieck  und  Rechteck).  Ein  Vieleck  heisst  gleichlantig ,  wenn  es  gleiche 
Kanten  hat.  Aus  der  Definition  der  Kante  folgt,  dass  ein  gleichkantiges  Vieleck  glcichlange  Kanten  und 
abwechselnd  gleiche  Winkel  besitzt,  deren  Gesamtzahl  und  damit  auch  die  der  Kanten  eine  gerade  Zahl  sein 
muss.  Ein  gleichseitiges  Vieleck  ist  nicht  notwendig  gleichkantig ;  es  gilt  dies  wieder  nur  für  n^S  und  4 
(gleichseitiges  Dreieck  und  Rhombus).  Ein  Vieleck  heis.st  glcicheckig  und  gleichlantig.  wenn  es  gleiche  Ecken 
und  Kanten  hat.  Li  einem  solchen  sind  also  sowohl  alle  Winkel  als  auch  alle  Kanten  der  Grösse  nach 
gleich.  Diese  Vielecke  existieren  für  jedes  gerade  oder  ungerade  n.  Man  bezeichnet  sie  kurz  als  regelmässige 
(reguläre)  Vielecke  und  fasst  die  vorhergehenden  beiden  besonderen  Ai'ten  wohl  auch  als  halhregelmässige  {halb- 
reguläre, semi-regulier)  zusammen.')  Wir  beginnen  die  Betrachtung  der  verschiedenen  besonderen  Vielecke 
mit  den  i-egelmässigen. 

14.  Die  regelmässigen  Vielecke;  ein-  und  umbeschriebener  Kreis.  Ein  regelmässiges  Vieleck  ist 
stets  konvex,  da  alle  Winkel  gleich,  also  kleiner  als  jt  sind.  Nm-  aus  der  vorangehenden  Definition  des 
Vielecks  als  solchen  mit  gleichen  Kanten  und  gleichen  Winkeln,  ohne  Rücksicht  auf  die  Art  des  Vielecks,  wird 


1)  Ohrtmanns  Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik  ist  daraufhin  verfolgt  worden. 

2)  Thdorie  gönörale  des  polygones  etoilds.    Liouvilles  Journal,  S.  serie,  t.  VI,  1880  (ä  Paris),  S.  348. 

3)  Hess  I,  S.  611.  Vgl.  auch  Cauchy,  Jounial  de  Tecole  polyt.,  t.  IX,  cah.  16,  S.  72.  Sohnke,  Grelles  Journal 
Bd.  77,  S.  47.  — Pigeon,  Journal  de  l'^c.  polyt.  cab.  IG,  S.  166,  u.  a.  nennen  'polygones  scmi-reguliers'  die  durch  Projektion 
aus  den  regulären  Polygonen  entstehenden.  Die  Unterscheidung  in  gleicheckige  und  gleichkautige  Polygone  ist  von  Hessel 
eingeführt,  aber  erst  Hess  verdankt  man  ihre  ausführliche  Untersuchung. 


13.  Einteilg.  d.  besond.  Vielecke.    14.  Die  regelm.  Vielecke;  ein-  u.  umbeschr.  Kreis.    15.  Fortsetzg.  Art  d.  Vielecks  u.  s.  -w.     17 

der  Satz  bewiesen:  Um  jedes  regelmässige  Vieleck  und  in  dasselbe  lässt  sich  ein  Kreis  beschreilen.^)  Denn 
errichtet  man  auf  zwei  aufeinander  folgenden  Kanten  die  Mittelsenkrechten  und  wiederholt  dieselbe  Kon- 
struktion an  zwei  andern  aufeinander  folgenden  Kanten,  so  kann  man  wegen  der  Gleichheit  der  zwei  Winkel 
und  aller  vier  Kauten  die  zweite  Figur  in  zwei  Lasren  mit  der  ersten  zur  Deckung  bringen,  woraus  folgt, 
dass  die  durch  den  Schnittpunkt  zweier  aufeinander  folgenden  Senkrechten  auf  diesen  abgeschnittenen  Stücke 
alle  gleich  sind.  Die  Senkrechten  auf  der  ersten  und  dritten  Kante  schneiden  daher  gleiche  Stücke  derjenigen 
auf  der  zweiten  ab,  oder  alle  drei  schneiden  sich  in  demselben  Punkt  0,  durch  welchen  dann  auch  die  Senk- 
rechten auf  der  vierten  und  auf  allen  folgenden  Kanten  gehen.  Dieser  Punkt  ist  gleichweit  von  allen 
Ecken  mid  von  allen  Kanten  entfernt,  er  ist  daher  der  Mittelpunkt  des  umbeschriebenen  und  des  ein- 
beschriebenen Kreises. 

15.  Fortsetznug.  Die  Art  des  Vielecks.  Auzahl  der  n-ecke.  Aus  dem  eben  bewiesenen  Satze  folgt 
sofort,  dass  man  umgekehrt  die  Eckpunkte  eines  regelmässigen  w-ecks  erhält,  wenn  man  die  Peripherie  eines 
Kreises  in  n  gleiche  Teile  teilt.  Ist  nun  a  (kleiner  als  n)  eine  Primzahl  zu  n,  so  verbinde  man  diese  «-Punkte 
der  Peripherie  der  Reihe  nach  so  durch  Kanten,  dass  man  immer  um  a  Teile  weiter  geht,  d.  h.  den  ersten 
Pimkt  mit  dem  (a  -{-  1)**",  diesen  mit  dem  (2a  -f- 1)*™  u.  s.  w.  Man  kommt  dann  erst  zum  Ausgangspunkte 
zurück,  wenn  man  alle  n  Punkte  durchschi-itten  und  a-mal  die  Peripherie  durchlaufen  hat.    Denn  wenn  man 

zum  ersten  Mal  zum  Ausgangspunkt  zurückkehrt,  so  muss  die  Anzahl  der  durchlaufenen  Teile  (jeder  =  — ^ 

des  Umfangs)  das  kleinste  Vielfache  von  a  und  n,  d.  h.,  da  a  und  n  Primzahlen  sind,  a  ■  n  sein.  Daher  hat 
man,  wenn  man  alle  n  verschiedenen  Teilpimkte  passiert  hat,  den  Umfang  a-mal  zui-ückgelegt  und  die  Zahl  a 
giebt  nach  früherem  (man  projiciere  den  Perimeter  des  Polygons  auf  die  Peripherie)  die  Art  dieses  kon- 
tinuierlichen «-ecks  an. 

Da  eine  Kante  des  Vielecks  zugleich  Sehne  zu  a  und  zu  n  —  a  Teilen  der  Peripherie  ist,  so  liefert 

n  —  a,  an  die  Stelle  von  a  gesetzt,    kein  neues   Vieleck,    d.  h.  jeder  Wert  «  >  -^  giebt  dasselbe  Vieleck, 

welches  schon  durch  den  Wert  von  a,  der  jenen  zu  n  ergänzt,  erhalten  wurde.    Da  —  nicht  Primzahl  zu  n 

ist,    so    giebt    es    also    so    viel  Arten   von   kontinuierlichen   «-ecken,    als    es    Primzalüen    zu   n    von    1   bis 

^-y-  giebt. 

Hat  nun  n  die  Faktoren  a,  ß,  y  .  .  .,  so  dass  n  =  «^  .  ß'' .  y'' .  .  .  ist  (wo  p,  q,  r  .  .  .  ganze  positive 
Zahlen    sind),    so    ist    die    Anzahl    der   Primzahlen    zu    w,    welche   kleiner    als    n   sind,    ausgedrückt    durch 

w  (1 Wl  —  y)  [^ )■'■"))    ^1°'^    ^^   zwei   solche  Primzahlen,    welche   sich  zu  n   ergänzen,    dasselbe 

Vieleck  geben,  so  ist  die  Zahl  N  der  Arten  eines  regelmässigen  kontinuierlichen  «-ecks 


^=t('-tHi-7H'-7)-")- 


Ist  n  selbst  eine  Primzahl,  so  ist  «  =  n,  d.  h.  iV"=— „ —  Darnach  giebt  es  z.  B.  ein  Viereck,  zwei  Fünf- 
ecke, ein  Sechseck,  drei  Siebenecke  (Tafel  I,  Fig.  1  und  2  zeigen  ein  Siebeneck  zweiter  und  dritter  Art) 
zwei  Achtecke  (Tafel  I,  Fig.  3  das  Achteck  dritter  Art),  drei  Neunecke,  zwei  Zehnecke  u.  s.  w.  mit  kontinuier- 
licliom  Perimeter,  welche  regelmässig  sind.  Ist  dagegen  a  keine  Primzahl  zu  n,  so  ergiebt  sich  kein  kon- 
tinuierliches Vieleck.-  Haben  a  und  «  den  gemeinschaftlichen  Teiler^),  so  dass  also  w=^).m',  a  =  p  .  a' 
ist,  so  kelu-t  man  bereits  nach  a'  Umläufen  der  Peripherie,  nachdem  man  n'  Kanten  eingetragen  hat,  zum 


1)  Bekannter  Satz  der  Elemente.    Wiener  S.  1.3,  Nr.  25.     Baltzer,  Elemente  etc.,  ü,  S.  50. 

2)  S.  z.  B.:    Dirichlets  Vorlesungen   über  Zablcnthcorie,   herausgeg.  v.  Dedekind,  §  138.     Die  Formel  rührt  von 
Euler  her,  Nov.  Comni.  Petrop.,  t.  VIII,  S.  74.     S.  auch  Gauss,  Disquis.  arithm.,  1801,  S.  30. 

3)  Zuerst  bei  Poinsot,   Memoire   sur  les  polygones  et  les  polyedres,  1810,   bei  Wiener,   S.  14,  Nr.  27.     Daselbst 
findet  man  auch  auf  der  ersten  Tafel  die  möglichen  Arten  der  kontinuierlichen  Vielecke  bis  »i  =  8  gezeichnet. 

Brück nor,  Vielecke  und  Vieläacho.  3 
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Ausgangspunkt  zurück  und  muss  den  Umlauf,  bei  einem  neuen  nächsten  Eckpunkte  beginnend,  so  lange 
wiederholen,  bis  aUe  ti  Eckpunkte  erschöpft  sind,  was  sichtlich  nach  2^-maliger  Wiederholung  der  Fall  ist. 
Das  «-eck  besteht  demnach  aus  ^j  >«'- ecken  der  Ait  o',  wobei  jedes  n'-eck  für  sich  kontinuierlichen  Peri- 
meter hat.  Ist  z.  B.  n  =  10,  a  =  2,  so  ist  n'  =  b,  p  =  2,  a'  =  1,  d.  h.  das  regelmässige  Zehneck  zweiter 
Art  besteht  aus  zwei  konzentrischen  Fünfecken  erster  Art.  Ist  «=10,  0=^4,  so  ist  n'=b,  p  =  2,  a'=2, 
d.  h.  das  regelmässige  Zehneck  vierter  Art  besteht  aus  zwei  konzentrischen  Fünfecken  zweiter  Art.  Diese 
beiden  Vielecke,  sowie  das  Zehneck  dritter  Art  zeigen  die  Figuren  4,  5  und  6  der  Tafel  I.  Das  reguläre 
Achteck  zweiter  Ai-t  besteht    aus    zwei  regelmässig  sich  kreuzenden  Rechtecken.     In   gewissem   Sinn  kann 

auch,  für-  gerades  «,  für  a  =  —  die  aus  «  sich  im  Kreiscentrum  schneidenden  Geraden  bestehende  Figur 
als  reguläres   H-eck  der  -^'''°  Art  angesehen  werden. 

16.   Fortsetzung.   Die  Winkel,  die  Kanten  und  der  Inhalt  des  Vielecks.    Es  sei  m^  der  Centriwinkel 
über  dem  Bogen,  welcher  die  Kante  des  regelmässigen  «-ecks   der  Art  a  als  Sehne  in  sich  fasst,  (pa  ein 

Umfangswinkel    dieses  Polygons    und  ipa    ein  Innenwinkel.     Es    ist    dann    n  ■  coa  =  a  ■  2ji,   also    coa  = 

Für  den  Innenwinkel  folgt  daraus  ipa  ^  2  ■  l^ ^)^  "^" ' ^^^  Umfangswinkel  ist  also  qPa  =  - —  • 

Die  Summe  der  Umfangswinkel  ist  natürlich  2a7C,  die  Summe  der  Innenwinkel  (n  —  2d):r.  Das  Minimum 
der  Innenwinkelsumme  wird  füi*  das  Maximum  der  Artzahl  a  erhalten.    Werden  nur  kontinuierliche  Vielecke 

berücksichtigt,  so  gilt:  Ist  w  ungerade,  so  ist  — ~ —  das  Maximum  von  a,  also  die  Innenwinkelsumme  gleich  tc 

(z.  B.  beim  Fünfeck  zweiter  Ai-t,  beim  Siebeneck  dritter  Art  u.  s.  w.).     Ist  n  doppelt  gerade,  d.  h.  teilbar 

durch  4,  so  ist  die  gi-össte  Primzahl,  welche  kleiner  als  —  ist,  a  =  ^ 1,  also  die  Innenwinkelsumme  2ni 

(z.  B.  beim  Achteck  dritter  Art).    Ist  n  einfach  gerade,  so  ist  — 1  teilbar  durch  2 ;  die  grösste  Primzahl 

kleiner  als  —  ist  also  -^  —  2,  und  es  wii-d  die  Winkelsumme  gleich  4n  (z.  B.  beim  Zehneck  dritter  Art). 

Ist  r  der  Radius  des  umbeschriebenen,  q   der  des  einbeschriebenen  Kreises,   so  ist  die  Kante  des 

M-ecks  a'"  Art  gleich  2r  sin —    oder   gleich  2  p  tan — ,  imd  p  =  >•  •  cos Der  Inhalt  des  Vielecks  ist 

gleich  dem  Produkt  aus  der  Länge   des  Perimeters  und  dem  halben  Radius  des  einbeschriebenen  Kreises, 

d.  h.  gleich  —nr^sin Bei  dem  «eck  a'"  Ai-t  hat  der  Koeffizient  der  innersten  ZeUe,  in  welcher  der 

Mittelpunkt  des  ein-  und  umbeschriebenen  Kreises  liegt,  stets  den  Wert  a;  die  n  daran  grenzenden  drei- 
eckigen Zellen  haben  je  den  Koeffizienten  a — 1,  die  weiteren  viereckigen  die  Koeffizienten  a  —  2,  « —  ^,  ■■■, 
bis  die  äussersten  (viereckigen)  Zellen  den  Koeffizienten  1  erhalten. 

Auf  einen  Schlag  erhält  mau,   soweit  die  Rechnung  ausführbar  ist,   die  Kanten  s„  sämtlicher  ver- 
schiedener Arten  des  «-ecks  (im  Kreise  vom  Radius  1),  die  der  diskontinuierlichen  eingeschlossen,  wenn  man 

die  Analysis  zu  Hilfe  nimmt.    Es  ist,  wenn  co  den  Centi'iwinkel  zur  Vielecksseite  s„  bedeutet,  sin«    —  =  0. 
Nun  gilt  bekanntlich^)  für  ungerades  n 

■     na              .      <a         n(n*  —  1*)    .    ,  oj     ,    «(»'  —  l')(n'  —  3*)    .    ,  m  — - 
sm-  =  «8m- 4-3      ^^°Y+         2.3.4.5— ^'°¥  +  --- 

und  für  gerades  n: 

.na         r       .      a         n(n' — 2*)    .    ,  u     ,     «(h*  —  2»)(n'  — 4')    .    ^a  —        n  a 

Sin  -  =  [w  sin —^-l  sm»  -  +         ^-S    4.5  — ^'°  y  +  •  •  -J  ■  cos -2-- 

g 

Führt  man  in  diese,  gleich  Null  gesetzten  Ausdrücke  für  sin  "   den  Wert  -^  ein,  so  ergiebt  sich  für  s„  eine 

1)  Baltzer,  Elemente  der  Mathematik  I,  S.  209.    Klügel,  Math.  Wörterbuch  U,  S.  613;  s.  auch  Rausenberger, 
Die  Elementargeometrie  etc.,  S.  99. 


IG.  Die  Winkel,  die  Kanten  u.  d.  Inhalt  d.  Vielecks.  17.  Doppelpunkte  u.  Diagonalen.  Das  vollst,  regelm.  »i-seit  u.  s.  w.  19 
Gleichung,  deren  positive  Wurzeln  sämtliche  Seiten  und  Diagonalen  des  betreffenden  «-ecks  darstellen.  Z.  B. 
erhält    man  für  w  =  5   die   Gleichung  s*  —  5sg  +  '^  =  ^  und  daraus  s^^  y     —  '    ,    d.  h.   die  Kante  des 

Fünfecks    erster   und  zweiter    Art.     Für   w  =  10   kommt    nach    Absonderung    des    Faktors    cos  — =  0,   der 
Sjg  =  2,  d.  h.  die  grösste  Diagonale  des  Zehnecks  ergiebt^j: 

«^0-84  + 21^^o-20s?o  + 5  =  0. 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  zerfällt  aber  in  (s-J^,  —  5s^^  -\-  5)(s*u  —  ^sj^  +  !)•    Der  erste  Faktor  liefert, 
Null  gesetzt,  die  obigen  beiden  Werte  der  Füufeckskante  als  Kante   des  Zehnecks  zweiter  und  vierter  Art. 

j/ö  +  i 


«to-3«?n+l 


.]/3±]/5. 


IQ    I    ^       0  giebt  die  Kante  des  Zehnecks  dritter  und  erster  Art,  nämlich  s  ^ 

So  zeigt  die  Analysis  die  Gleichberechtigimg  der  kontinuierlichen  und  diskontinuierlichen  Vielecke.  Auf 
demselben  Wege  erhält  man  auch  die,  wie  früher  bemerkt,  bereits  von  Kepler,  allerdings  mit  Hilfe  des 
Ptolemäischen  Lehrsatzes,  abgeleitete  Gleichung  für  die  Kanten  der  drei  Siebenecke. 

17.   Fortsetzung.    Doppelpunkte  und  Diagoualen.    Das  vollständige  regelmässige  ji-seit  und  »i-eck. 

Die  Anzahl  der  Doppelpunkte  eines  regulären  w-ecks  der  o'""  Art  beträgt  n{a  —  1).  Es  teilt  nämlich  eine 
bestimmte  Kante  die  Peripherie  des  (umbeschriebenen)  Ki'eises  in  zwei  Bogen  mit  bez.  a  —  1  und  n  —  a  —  1 
Teilpunkten,  wo  die  erste  Grösse  die  kleinere  sein  mag.  Von  jedem  dieser  a  —  1  Pimkte  gehen  zwei  Kanten 
aus,  die  also  mit  der  ersten  bestimmten  Kante  {a  —  1)  .  2  Doppelpunkte  erzeugen.  Alle  n  Kauten  des 
Vielecks  tragen  also  das  w-fache  dieser  Zahl  Doppelpunkte  oder,  da  hierbei  jeder  zweifach  gezählt  ist, 
n{a — 1)  Doppelpunkte.  Diese  n{a — 1)  Doppelpunkte  gi-uppieren  sich  so  zu  je  n  auf  a  —  1  dem 
umbeschriebenen  Kreise  des  w-ecks  konzentrischen  Kreisen,  dass  sie  die  Peripherie  jedes  dieser  Kreise  in  n 
gleiche  Teile  teilen  und  dass  entsprechende  Punkte  des  (A  —  1)'*"  und  (A  +  1)"°  Kreises  auf  einer  Geraden 
durch  den  Mittelpunkt  des  Polygons  liegen.  Bezeichnet  man  den  Radius  des  A'^"  dieser  Kreise  mit 
p^(A  =  l,2,...ffl — 1),    wobei    der    innei-ste    als    erster 


gerechnet  ist,   so   ist  qi  = 


Xn  '■ 


dabei   ist  q  wie  früher 


der  Radius  des  dem  «-eck  a}^'  Art  einbeschriebenen  Kreises. 

Der  Radius  Pa  =  — - —  ist  der  Radius  des  umbeschriebenen 
^  an 

cos  — 
n 

Kreises  des  n-ecks.  (In  Fig.  1 2  bilden  die  Punkte  J,  II. . . X,  XI 

ein  Elfeck  dritter  Art  mit  22  Doppelpunkten.) 

Verlängert   man   die  Kanten  des  »i-ecks  a""  Art, 

so  verbleiben,  da  die  n  Geraden  in  Summe  — ~ —  Schnitt- 
punkte haben,  nach  Abzug  der  n(a — 1)  Doppelpimkte 
und    der   n  Eckpunkte    des    Vielecks    noch    — — ^^- — ~ — 


äussere  Schnittpunkte  der  Kanten  des  «-ecks  a'"  Ai-t.  Sie 
gruppieren  sich  ebenso  wie  die  Doppelpunkte  auf  konzen- 
trischen Kreisen  mit  den  Radien  — ^— ,  A  =  rt  +  1,  rt  +  2, ..., 


Fig.  12 


so   dass  also  die  Eckpunkte   des  M-ecks  den  Übergang  von   den  Doppelpunkten  zu  diesen  äusseren  Schnitt- 
punkten bilden.     Für  gerades  n  liegen   die  letzten  ~  Schnittpunkte   (je  zweier  parallelen  Kanten)  auf  der 


1)  Vergl.  die  Bemei-kiing  am  Ende  von  Nr.  15. 
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unendlich  fernen  Geraden.  —  Betrachtet  man  also  das  vollständige  von  den  n  Geraden  gebildete  regelmässige 
w-seit,  so  bilden  immer  die  auf  dem  A.'*"  Kreise  (A=  1,2,  3  ...  von  Innen  aus  gerechnet)  liegenden  n  Punkte 
Termöge  ihrer  Verbindung  durch  die  n  Kanten  ein  regelmässiges  «-eck  der  Art  l  mit  (l  —  1)«  Doppel- 
punkten, wobei,  wenn  A  nicht  relativ  prim  zu  n  ist,  der  Umfang  des  Polygons  diskontinuierlich  wird.  In 
Figur  12  ist  das  vollständige  regelmässige  Elfseit  dargestellt.  Hier  ist  A  =  1,  2,  3,  4,  5.  Die  fünf  Elf  kante 
sind  sämtlich  kontinuierlich,  der  äusserste  Kreis  ist  hier,  weil  er  zu  gross  ausfällt,  weggelassen.  Aus  dem 
eben  Gesagten  ergiebt  sich  eine  neue  Konstruktion  der  regelmässigen  Vielecke  verschiedener  Art,  die,  wie 
in  den  geschichtlichen  Bemerkungen  erwähnt  war,  bereits  Bradwardinus  u.  a.  kaimten:  Das  n-eck 
(a  +  1)'^''  Art  wird  durch  Verlängerung  der  Kanten  des  n-ecls  a'""  Art  gefunden. 

Zieht  man  von  einer  Ecke  eines  M-ecks  a'*''  Art  sämtliche  n  —  3  Diagonalen,  so  sind  unter  diesen 
2(rt  —  1)^  deren  Enden  innerhalb  der  Umfangswinkel  des  Polygons  liegen.  (In  Figur  12  che  Diagonalen  von 
II  nach  V,  IX,  VI,  X).    Der  Beweis  ist  analog  dem  füi-  die  Anzahl  der  Doppelpunkte.    Solcher  Diagonalen 

erster  Art  enthält  das  w-eck  n{a — 1).    Die  übrigen  ^         .^"~      Diagonalen  liegen  mit  ihren  beiden  Enden 

innerhalb  der  Innenwinkel  des  Polygons  (Diagonalen  zweiter  Art),  während  es  keine  Diagonalen  giebt,  von 
denen  ein  Ende  in  einem  Umfangswinkel,  das  andere  in  einem  Innenwinkel  liegt.  Die  n{a —  1)  Diagonalen 
der  ersten  Art  gruppieren  sich  zu  je  n  als  Tangenten  von  a  —  1  konzentrischen  Kreisen,  deren  Mittelpunkt 
mit  dem  des  Polygons  zusammenfällt  und  deren  Peripherie  durch  die  Berülu-ungspunkte  in  n  gleiche  Teile 
geteilt  wird;   dabei   fallen   entsprechende  Tangenten  des  (A  —  1)'*°  und  (A  +  1)'°"  Kreises,  von  aussen  nach 

innen  fortgeschritten,  parallel  aus.  Die  Radien  dieser  Kreise  sind  r  cos  -^,  (A  =  1,  2, .  . .  (a  —  1'),  wenn  r, 
wie  früher,  der  Radius  des  dem  «-eck  a^"  Art  umbeschriebenen  Ki-eises  ist.  Die  Diagonalen  der  zweiten 
Art   sind  Tangenten   der   konzentrischen   Kreise  mit   den  Radien  »•  cos — ,  (A  =  a  +  1,  a -|- 2,  .  .  .).     Die 


n 

an 
n 


Kanten  des  «-ecks  bilden  als  Tangenten  des  Kreises  vom  Radius  /-cos  —  =  p  den  Übergang  zwischen  den 
beiden  Arten  von  Diagonalen.  Bei  geradem  n  schneiden  sich  die  letzten  —  Diagonalen  der  zweiten  Art  im 
Mittelpunkte  des  Polygons.    Betrachtet  man  also  das  vollständige  reguläre  n-eck,  so  bilden  von  den 

Geraden  zwischen  den  n  Punkten  immer  je  n  als  Tangenten  des  A'""  Kreises  ein  «-eck  der  A'"''  Ai-t  mit 
(A  - — l)n  innerhalb  der  Umfangswinkel  liegenden  Diagonalen.  Ist  A  nicht  relativ  prim  zu  n,  so  wird  das 
w-eck  diskontinuierlich. 

18.  Reziprozität  der  regelmässigen  Vielecke.  Aus  den  eben  beendeten  üntersuchimgen  über  das 
vollständige  regelmässige  w-seit  und  «-eck  erhellt  sofort  die  vollkommene  Reziprozität  dieser  Gebilde.  Als 
Direktrix  werde  nun  für  das  «-eck  a*"  Art  der  ihm  umbeschriebene  Ki'eis  gewählt.  Das  reziproke 
Polygon  ist  dann  ein  «-eck  derselben  Art.  Seine  Kanten  sind  die  Tangenten  an  den  Kreis  in  den  Eck- 
punkten des  ursprünglichen  Polygons.  Den  « (a — 1)  Doppelpunkten  des  ursprünglichen  «-ecks  ent- 
sprechen die  n(a — 1)  Diagonalen  erster  Art  der  reziproken  Figur  und  umgekehrt.  Je  n  Doppelpunkte 
des  ursprünglichen  «-ecks  bilden  vermöge  ihrer  Verbindungsstrecken  ein  Vieleck  der  (a — 1),  (a — 2),  ...  2,  1"" 
Art.  Je  «  der  n(a  —  1)  Diagonalen  erster  Art  des  reziproken  Vielecks  bilden  ebenfalls  ein  Vieleck  der 
Art  (« -!),(«- 2),  ...,2,1.') 

19.  Geschiclitliche  Bemerknngeii.  (Die  Kreisteilnug.  .Metrische  Relationen.)  Wir  hatten  bereits  iu 
den  geschichtlichen  Bemerkungen  in  Nr.  12  Gelegenheit  genommen  hervorzuheben,  dass  die  Theorie  der  regelmässigen 
Polygone,  soweit  es  sich  lun  ünterscheidimg  der  Art  (espece)  und  Bestimmung  der  Winkelsumme  handelt,  wesentlich 
Poinsot  zu  verdanken  ist,  und  haben  daher  nur  noch  weniges  hinzuzufügen.  Die  Resultate  der  schon  melu^"ach 
zitierten  Abhandlung  Poinsots  wurden  (ebenso  wie  die  einer  Arbeit  Cauchys  über  regelmässige  Sternpolyeder) 
von  Terquem  in  dem  Aufsatze  „Sur  les  polygones  et  les  polyedres  etoiles,  polygones  funiculaires,  d'apres  M.  Poinsot')" 


1)  Der  Leser  entwerfe  sich  eine  Figur,  etwa  für  n  =  7. 

2)  Nouv.  annales  de  Mathöm.  par  M.  Terquem  et  M.  Qerono,  tome  Vni'*"«,  Paris  1849. 
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wiederholt  und  erläutert.  Be.sonders  wird  ein  mechanisches  Problem,  das  mit  der  Lehre  von  den  Sternpolygonen  in 
enger  Beziehung  steht  und  sich  in  Poinsots  Abhandlung  gelöst  findet,  ausführlich  behandelt.  Wir  verweisen  hier- 
über auf  Günthers  „Vennischte  Untersuchungen  ....  etc.",  Kap.  I,  S.  58.  Zu  dem  Kommentar  Terquems  bat 
dann  Dienger  ')  wieder  eine  deutsche  Umarbeitung  geliefert.  Die  Schrift  Wieners  (Über  Vielecke  und  Vielflache,  1864^ 
giebt  S.  13 — 15  für  die  regelmässigen  Vielecke  ebenfalls  die  Ergebnisse  Poinsots  wieder.  Die  Untersuchungen 
über  die  Reziprozität  des  vollständigen  M-ecks  und  w-seits,  über  die  Doppelpunkte  und  Diagonalen  findet  man  aus- 
führlich bei  Hess"),  dem  wii-  einiges  wörtlich  entnoimnen  haben,  und  bei  welchem  man  weitere  interessante  Eigen- 
schaften der  regelmässigen  Vielecke  abgeleitet  findet.^)  Ausländische  Mathematiker  scheinen  sich  in  der  neuesten 
Zeit  nur  wenig  mit  der  Lehre  von  den  regelmässigen  Sternvielecken  beschäftigt  zu  haben.  Günther  erwähnt  nur 
zwei  solche  Arbeiten  und  von  späteren  ist  uns  nur  die  bereits  zitierte  Abhandlung  von  Dostor  bekannt  geworden. 
Von  den  von  Günther  angezeigten  Aufsätzen  rühi-t  der  eine  von  Muir  in  Glasgow  her.*)  Ist  s„^a  die  Seite  des 
kontinuierlichen  regelmässigen  w-ecks  a'"  Art  im  Kreise  vom  Radius  1,  so  ist  für  den  speziellen  Fall  w  ==  10 
bekanntlich:  Sio,i  •  Sio.s  =  1  •  Muir  sucht  analoge  Sätze  für  beliebiges  w.  Er  findet  z.  B.:  Ist  >i  die  Potenz  einer  Prim- 
zahl, etwa  gleich  p'" ,  so  ist  das  Produkt  nsn^a  =  yp  u.  a.  m.  Die  zweite  von  Günther  zitierte  Ai-beit  hat  Pagni 
zum  Verfasser;  sie  düi-fte  aber  über  die  regelmässigen  Polygone  kaimi  etwas  Neues  enthalten.^)  Dostors  Abhand- 
lung ist,  wenn  man  von  den,  wie  bereits  bemerkt,  gegen  die  heute  allgemein  angenommenen  Anschauimgen  über 
Sternpolygone  verstossenden  Hauptsätzen  absieht,  sehr  lesenswert  wegen  der  grossen  Zahl  metrischer  Relationen, 
die  sich  in  ihr  abgeleitet  finden  und  auf  die  wir  am  Ende  dieser  Nummer  zurückkommen.  Dies  führt  uns 
auf  das  Problem  der  Berechnung  und  der  thatsächlichen  geometrischen  Konstruktion  der  regelmässigen  Vielecke, 
das,  wie  auch  aus  früherem  hervorgeht,  mit  dem  Problem  der  Ereisteilung^)  identisch  ist.  Die  Möglichkeit,  den 
Kreis  iidt  alleiniger  Verwendung  von  Zirkel  und  Lineal  in  n  gleiche  Teile  zu  teilen,  war  lange  bekannt,  für  den 
Fall,  dass  m  ==  2'',  3  imd  5,  oder  eine  Kombination  aus  diesen  Zahlen  ist.    Gauss  erweiterte   in  den  „Disquisitiones 

arithmeticae"  diese  Zahlenreihe,  indem  er  zeigte,  dass  die  Teilung  für  jede  Primzahl  von  der  Form  w  =  2^  -)-  1 
durchführbar,  füi-  alle  anderen  Primzahlen  und  Primzahlpotenzen  aber  unmöglich  ist,  weil  bei  diesen  auch  Gleichungen 
von  höherem  als  dem  zweiten  Grade  auftreten,  deren  Wurzeln  mit  Zirkel  und  Lineal  allein  nicht  konstruierbar  sind, 
ft  =  0  und  ft  ==  1  geben  die  bereits  dem  Alterturae  bekannten  Fälle  »  ^  3  und  w  ==  5 .  Für  ft  =  2 ,  n  =  17 
führte  Gauss  selbst  die  Teilung  aus.  Weitere  Konstruktionen  des  regelmässigen  Siebzehnecks  gaben,  direkt  nach 
den  Formeln,  Grunert  in  Klügeis  Mathematischem  Wörterbuch  (5.  Bd.,  S.  811)  und  Serret  in  seinem  „Handbuch 
der  Algebra"  (deutsch  von  Wertheim,  2.  Bd..  S.  442).  Eine  elegante  Konstruktion,  nach  Steiners  Vorschrift  mit 
Hilfe  eines  festen  Kreises  und  des  Lineals  allein,  die  man  v.  Staudt')  verdankt,  ist  später  von  Schröter'')  noch 
etwas  umgesetzt  worden.  Eine  Konstruktion  nach  Mascheroni,  nur  mit  dem  Zirkel,  gaben  L.  Gerard ^)  und 
Mulsow. '")  Die  Theorie  des  Siebzehnecks  und  die  v.  Staudtsche  Konstruktion  findet  man  recht  schön  dargelegt  in 
einem  unten")  zitierten  Schriftchen,  dem  wir  die  folgenden  weitern  Angaben  z.  T.  entnehmen.  Für-  fi  ^  3  ist 
w^257;  füi-  ft  =  4  «^65537.  Da  beide  Zahlen  n  Primzahlen  sind,  so  ist  die  Konstruktion  dieser  Vielecke 
mit  Zirkel  und  Lineal  möglich.  Über  das  257-eck  hat  Richelot  1832  eine  umfangi-eiche  Ai-beit  veröffentlicht.*^) 
Dasselbe  Problem  wm-de  neuerdings  von  Schwendenheim")  nochmals  behandelt.  Das  65537-eck  ist  von  Hermes 
(Lingen)  in  zehnjähriger  Ai-beit  untersucht  worden.  Das  Manuskript  wu-d  in  der  Sammlung  des  math.  Seminars  zu 
Göttingen  aufbewahrt.")  ft  =  5  giebt,  wie  Euler  (Comm.  Petrop.  VI,  S.  104)  gelegentlich  bemerkt  hatte,  keine 
Primzahl,  sondern  es  ist  hier  »»  =  641.6700417.  Auch  ft  =  6  und  ft  =  7  (s.  für-  ersteres  Lucas,  Comptes 
rendus  1877'',  S.  136)  geben  keine  Primzahlen");   fiü-  ft  ^  8  aber  liegt  noch  keine  Untersuchung  vor.    Es  ist  also, 

1)  Über  Sternpolygone  und  Sternpolyeder  nach  Poinsot,  Archiv  d.  Math,  u.  Phys.,  13.  Teil,  S.  .343. 

2)  Hess  I,  §  7,  S.  G17  ff.  .3)  Ebenda  S.  620—625. 

4)  Muir,  A  property  of  convex  and  stellate  regulär  polygons  of  the  same  number  of  sides  inscribed  in  a  circle, 
Messenger  of  Matliematies,  (2)  III,  187.3,  S.  47—50.  Der  angeführte  Satz  findet  sich  in  anderer  Fassung  schon  bei  Gauss, 
Werke,  2.  Bd.,  S.  26.     Vergl.  Günther  a.  a.  0.  S.  351.  5)  Günther  a.  a.  0.  S.  83. 

6)  S.  hierüber:  Bachmann,  Die  Lehre  von  der  Kreisteilung,  Leipzig  1872. 

7)  Grelles  Journal  24  (1842),  S.  251,  8)  •Grelles  .Journal  75  (1872).    S.  auch  Bachmann,  Kreisteilung,  S.  69. 
9)  Gonstruction  du  polygone  r(?gulier  de  17  cötes  au  moyeu  du  seul  compas,    Par  L.  Giirard  ä  Lyon.   Math.  Ann. 

Bd,  48,  Heft  3  (1896),  10)  Mascheronische  Konstruktionen.     Progr.  Gymn.  Schwerin  1~98. 

11)  F,    Klein,    Vorträge     über    ausgewählte    Fragen    der    Elementargeometrie,     ausgearbeitet    von    F.    Tägert, 
Leipzig  1895,  S,  19—32. 

12)  De  resolutione  algebraica  aequationis  a:'"  =  1 ,  sive  de  divisione  circuli  per  bisectionem  angiili  septies  repetitam 
in  partes  257  inter  se  aequales  commentatio  coronata.     Grelles  Journal  9,  1832, 

13)  Schwcndenheim,  Das  regelmässige  257-eck,     Pr,  k.  k,  Staatsgymn,  in  Teschen,  1892  und  1893. 

14)  S,  die  Mitteilung  von  Hermes  in  Nr.  3  der  Göttiuger  Nachrichten  1894. 

15)  Für  (i  =  6  ist  n  =  18446744073709551617. 


22  B.   Besondere  Vielecke. 

wie  man  bemerkt  hat^),  immerhin  möglich,  dass  ft  =  4  die  letzte  Zahl  ist,  die  eine  Lösung  zulässt.  Auch 
möt^e  noch,  als  hierher  gehörig,  auf  eine  interessante  Ai-beit  von  Bochow")  hingewiesen  werden,  die  sich  mit  der 
Berechnimg  der  Seiten,  Diagonalen  und  Flächen  der  mit  Zii-kel  und  Lineal  konstruierbaren  Vielecke  der  Reihen  3, 
4,  5,  17  und  ihrer  Kombinationen  beschäftigt. 

Von  der  Ableitimg  metrischer  Relationen  bei  konstruierbaren  Vielecken,  wie  sie  sich  in  den  Elementen 
findet,  soll  hier  abgesehen  werden.'')  Es  ist  aber  angebracht,  zu  bemerken,  dass  die  Begrenzungsflächen  der  regulären 
und  halbregulären  Polyeder,  sowohl  des  kubooktaedrischen  als  des  ikosidodekaedi-ischen  Systems  den  Reihen  der 
konstruierbaren  Polygone  (3,  6  ...  4,  8  ...  5,  10  ..  .)  zugehören;  nur  im  System  der  prismatischen  Polyeder  treten 
Begrenzungsfiächen  von  beliebiger  Kantenzahl  n  auf. 

Wir  haben  versprochen,  am  Schlüsse  auf  die  von  Dostor  abgeleiteten  metrischen  Relationen  hinzuweisen. 
Es  bezeichne  immer  s„,a  die  Kante  eines  regulären  «-ecks  «'"  Art  P„,a\  Jn,a  dessen  Winkelsumme,  r  den  Radius 
des  umbeschiiebenen  Kreises.  Dostor  nennt  nun  zwei  Polygone  P„,a  imd  Pin.n-ia-,  wenn  n  ungerade  ist,  Aw- 
respmdierend,  zwei  Polygone  gerader  Kantenzahl  P-,n,a  und  Pi^^^-a  konjugieri.  Für  koiTCSpondierende  Polygone  ist 
2J„,a  +  J'2n,n-2a=  '^nn;  für  konjugierte  Polygone:  J2n,a -{- J'2n,n-a  =  27i7t,  vne  leicht  durch  Berechnung  der 
Werte  der  /  zu  beweisen  ist.     Für  die  Kanten  korrespondierender  Polygone  desselben  Kreises  gelten  die  Relationen: 

2  [        2  A    .2 

Füi-  die  Kanten  konjugierter  Polygone  desselben  Kreises  gut: 

s,      ■  s,  =  r  ■  s  ;     sl      +  s|         „  =  4r^. 

2  n,  a        2  fi,  7J  —  a  riyTi — a'  2n,(2     '        zn,n — a 

Es  sind  also,  nach  der  je  zweiten  Relation,  sowohl  die  Kanten  zweier  korrespondierender  als  zweier  konjugierter 
Polygone    desselben   Kreises   die   Katheten   eines    rechtwinkligen   Dreiecks,    dessen   Hypotenuse    der   Dm-chmesser   ist. 

Die    Beweise   dieser   Formeln   ei-folgen   dui-ch    Einsetzung   der   Werte  der  Kanten,  wie  s„,  a  ^  2 ''  sin  —    u.  s.  w.    und 

einfache  trigonometrische  Umformung.  Für  die  Berechnung  der  Kanten  von  Polygonen  verschiedener  Kantenzahl  aus 
einander  lei-sten  diese  Relationen  nicht  unerhebliche  Dienste,  vde  sich  bei  Dostor  näher  ausgeführt  findet. 

20.  Gleicheckige  und  gleichkanfige  Vielecke.  Ein-  und  nnibescliriebene  Kreise.  Ein  gleicheckiges 
Polygon  hat,  wie  in  Nr.  13  erläutert  wui-de,  abwechselnd  gleiche  Kanten  und  lauter  gleiche  Winkel.  Die 
Kantenzahl  ist  somit  stets  eine  gerade.  Eine  solche  Figur  wird  nach  He s sei  auch  als  ein  (n -\- n)-l-an- 
tiges  gleicliecMgcs  2n-ech  bezeichnet.  Ein  gleichkantiges  Polygon  hat  abwechselnd  gleiche  "Winkel  und  lauter 
gleiche  Kanten.  Da  die  Winkelanzahl  eine  gerade  ist,  so  gilt  dies  auch  für  die  Kantenzahl.  Eine  solche 
Fiimr  wird  man  als  ein  (n  -j-  n)-eckiges  gleichJcantiges  2n-lcant  bezeiclmen.  Um  jedes  2H-eck  lässt  sich,  wie 
'in  jedes  2w-kant  ein  Ki-eis  beschreiben.  V^'^ir  betrachten  zimächst  die  2«-ecke.  Die  Möglichkeit,  um  ein  solches 
einen  Ki'eis  zu  beschreiben,  folgt  daraus,  dass  sämtliche  Mittelsenkrechten  der  Kanten  sich  in  einem  Pimkte 
schneiden  müssen.  Der  Beweis  hierfür  wird  analog  dem  früheren  bei  den  regelmässigen  Vielecken  geführt. 
Von  dem  Mittelpxuikte  dieses  Kreises,  der  zugleich  als  Mittelpxmkt  des  ganzen  Polygons  aufzufassen  ist, 
haben  die  1.,  3.,  5.  .  .  }"  und  ebenso  die  2.,  4.,  6.  .  .  .'*  Kante  des  Polygons  bez.  gleichen  Abstand.  Es  giebt  also 
zwei  einbeschriebene  Ki-eise,  von  denen  der  eine  die  1.,  3.,  5.  .  .  ."=,  der  andere  die  2.,  4.,  (5.  .  .  ."  Kante  berührt. 


1)  F.  Klein  a.  a.  0.  S.  13.  2)  Bochow,  Eine  einheitliche  Theorie  der  regelmässigen  Vielecke,  Lpzg.  1896. 

3)  S.  hierüber:  Henrici-Treutlein,  Lehrbuch  d.  Elementargeometrie  11,  S.  118— 125.  Klügel,  Math.  Wörterbuch, 
Bd.  V,  Art.  Vieleck,  S.  802  ff.  J.  H.  van  Swindens  Elemente  der  Geometrie  (deutsch  v.  Jacobi,  Jena  1834),  S.  183  ff.  — 
Bürklen,  Math.  Formelsammlung  (Sammlung  Göschen),  S.  73  u.  a.  Für  späteren  Gebrauch  seien  nur  die  folgenden  Werte 
zusammengestellt,  von  denen  bei  jedem  Vieleck  der  erste  den  Radius  r  des  umbeschriebenen  Kreises,  der  zweite  den 
Radius  q  des  cinbeschriebenen  Kreises,  der  diitte  den  Flächeninhalt  F  bedeutet,  ausgedi-ückt  durch  die  Kante  k  des  Vielecks. 

Breieck:    ^  \/s ,   -^-yl,    ^ys.      Viereck:    ^1/2,    \- ,   k'-.     Fünfeck   erster  Art:    ^Vlo{6  +  yi),   ^V^i^  +  i^/c) , 

4-V6(6  +  2V^).     Fünfeck  zweiter  Art:    ^Vlofd-l/F),    :^ ]/ö  (s  -  2 l/ö)  ,    -i^  Vö  (s  -  2  j/ö)  .    Sechseck:   k,^}/3, 
4  10  10  4  *a 


'^Vä.     Achteck  erster  Art:  -|- 1/2(2  +  ^1)  ,  A(l  +  ]/2),  2ft*(l  +  |/2).    Ächteck  dritter  Art :  4- y2(2-y2)  ,  A^/JIT^, 
2)fc«|/3  —  2|/2.    Zehneck  erster  Art:   ^  (l  +  Vi),  yl/ßT  2^6,  ^  k-  "j/ö  +  2  ^/ö  .     Zehneck  dritter  Art:  yd/ö  —  l)  . 
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Für  die  gleichkantigen  Polygone  gilt:  In  jedes  2«-kant  lässt  sich  ein  Kreis  beschreiben,  weil  sich  die 
Halbierungslinien  sämtlicher  Winkel  in  einem  Pimkte  schneiden  müssen,  was  ebenfalls  leicht  zu  beweisen 
ist.  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises,  zugleich  Mittelpunkt  des  2»-kants,  ist  Centrum  zweier  umbeschriebener 
Kreise,  von  denen  der  eine  diirch  die  1.,  3.,  5.  .  .  ."^  Ecke,  der  andei-e  durch  die  2.,  4.,  6.  .  .  .'*'  Ecke  des  Polygons 
hindurchgeht.     Es  folgt  nun  zvmächst  eine  ausführliche  Behandlung  der  gleicheckigen  Vielecke. 

21.  Entstehung  der  gleicheckigen  Vielecke.  Die  Kanten  verschiedener  Art.  Unterscheidet  man 
bei  einem  gleicheckigen  2w-ecke  die  Ecken,  welche  gleiche  Winkel  haben,  in  Ecken  erster  und  zweiter  Art, 
so  ersieht  man  sofort,  dass  auf  dem  umbeschi'iebenen  Kreise  sowohl  die  Ecken  erster,  als  die  zweiter  Art 
für  sich  die  Ecken  von  dem  Kreise  einbeschriebenen  regelmässigen  Vielecken  bilden.  Man  wird  also  um- 
gekehrt ein  gleicheckiges  2M-eck  auf  folgende  Weise  erhalten.^)  Auf  dem  Kreise  markiere  man  n  feste 
Punkte  1,  2,  3  .  .  .  («  —  1),  n,  welche  unter  sich  verbunden  ein  regelmässiges  w-eck  bilden  würden.  Ferner 
markiere  man  in  demselben  TJmlaufssinne  auf  dem  Kreise  n  weitere  Punkte  1',  2',  3'.  .  .  («  —  1)',  «',  welche 
ebenfalls  wie  die  Ecken  eines  regelmässigen  w-ecks  liegen,  und  denke  sich  gewissermassen  die  Peripherie  des 
Kreises  doppelt  überdeckt  und  den  Kreis,  welcher  die  Punkte  zweiter  Art  trägt,  um  sein  Centrum  drehbar, 
so  dass  die  Punkte  zweiter  Art  alle  möglichen  Lagen  gegen  die  erster  Art  annehmen  können.  Die  Ver- 
bindungsstreckeu  zwischen  den  Punkten  erster  und  zweiter  Art  geben  dann  alle  möglichen  gleicheckigen 
2w-ecke.     Ist  r  der  Radius   des  Kreises,  so   sei  der  Bogen   zwischen  den  Ecken  1  und  1',   also  ebenso  der 

zwischen  2  und  2'  u.  s.  w.  gleich  - — a,  worin  0  eine  reelle  veränderliche  Grösse  ist,    Ist  0  =  0,  so  fällt  1' 

mit  1  zusammen  (dasselbe  gilt  immer  für  zwei  Punkte  j)  und  p').  Ist  6=1,  so  fäUt  Punkt  1'  auf  2.  Ist 
6  <  1 ,  so  fällt  der  Punkt  1'  auf  den  Bogen  zwischen  1  und  2.  Ist  e  >  1 ,  z.  B.  gleich  der  ganzen  Zahl  m 
'<  w),  so  fällt  1'  auf  den  Punkt  m -\-  1.  Ist  »«  <  6  <  m  +  1,  so  fällt  1'  auf  den  Bogen  zwischen  den 
Punkten  m  -\-  1  imd  m  -\-  2.  Die  passende  Verbindung  dieser  2«  Teilpunkte,  je  eines  Punktes  erster  Art 
(zweiter  Art)  mit  je  zwei  Punkten  zweiter  Art  (erster  Art)  liefert  die  verschiedenen  Arten  der  2»-ecke,  wobei 
sich  noch  verschiedene  Möglichkeiten  durch  verschiedene  Wahl 
von  0  ergeben.  Es  sei  zunächst  immer  6  <  1  vorausgesetzt, 
so  dass  also  die  2w  Punkte  auf  dem  Kreise  in  der  Reihenfolge 
1,  1',  2,  2',  3,  3'.  .  .  (w  —  i),  («  —  1)',  n,  n  liegen.  Zwischen 
diesen  2«  Punkten  lassen  sich  in  Summa  w(2«  —  1)  Strecken 
ziehen,  welche  in  folgende  drei  Gruppen  zerfallen: 

a)  Die  Verbindungsgeraden  lediglich  zwischen  den  Punkten 
erster  Art  1, 2  ...  w.    Sie  bilden  ein  vollständiges  regel- 


Ti-:t' 


massiges  «-eck  aus 


11  (w 


i) 


Kanten,  von  denen  nach 


■n^2^ 


früherem  je  n  Kanten  Tangenten   an  den  Kreis  vom 
Radius  r  cos  — ,  (A  =  1,  2  .  .  .")  sind. 

b)  Die  Verbindungsgeraden  nur  zwischen  den  Punkten 
zweiter  Art  1',  2'  .  .  .  n ,  für  welche  dasselbe  gilt  wie 
für  die  Punkte  unter  a).  Diese  Geraden  vmter  a)  und 
b)  geben  nicht  Kanten,  sondern  nur  Diagonalen  des 
gleicheckigen  2«-ecks. 

c)  Die  Verbindungsgeraden  der  Punkte  erster  Art  mit 
denen   zweiter    Art,    an    Zahl    gleich    w*,    welche    als    Kanten    der    verschiedenen    2H-ecke    auftreten. 

Von  diesen  «-  Kanten  haben  immer  je  n  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte.  Jede  dieser  Kanten 
lässt  zweierlei  Auffassung  zu,  je  nachdem  sie  von  einem  Punkte  erster  Art  j)  zu  einem  Punkte  zweiter 
Art  2',  oder  von  einem  Punkte  zweiter  Art  p    nach  einem  Punkte  erster  Art  q  läuft.     Man  denke  sich  die 


1)  Eine  andere  Erzeugungsweise  dieser  Figuren  kommt  später  zur  Sprache 
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Kanten  der  Reihe  nach  in  demselben  Sinne  verfolgt,  den  die  Umlaufsrichtung  des  Kreises,  d.  h.  die  2m  Punkte 
1,  1',  2,  2' .  .  .  andeuten.     Unter  einer  2>'^°  Kante,  kurz  Kante  p,  verstehe  man  die  Kante  von  1  nach  p   und 
alle  mit  ihr  gleichlangeu  Kanten,  d.  h.  die  von  2  nach  ^  +  1 ,  von  3  nach  p-\-2    u.  s.  w.    Es  sind  also  (Fig.  13): 
die  Kanten  1  die  Kanten  von  1  nach  1',  2  nach  2',  3  nach  3'  u.  s.  w., 

„  „        2  „         „  „     1  nach  2',  2  nach  3',  3  nach  4'  u.  s.  w., 


P 


1} 


1  nach  p',  2  nach  p-\-'\. ,  3  nach  p-\-2    u.  s.  w. , 


„         „        n — 1    „  „  „     1  nach  n — 1  ,  2  nach  n,  3  nach  1'  u.  s.  w., 

„  „        n  „  „  „     1  nach  «',  2  nach  1',  3  nach  2'  u.  s.  w. 

Allgemein   kaim   man    sagen:    Die   Kante  p   ist  die  Kante  von    irgend  einem  Punkte   ni   nach  einem   Punkte 
p -\- in — 1,  wobei  zu  berücksichtigen  ist,  dass  der  Punkt  n -j- k  identisch  mit  dem  Pimkte  A  (<  «)  ist. 

Rechnet  mau  nun  die  Kanten  von  den  Punkten  p'  nach  den  Punkten  q  in  demselben  Sinne,  so  folgt 
in  der  Peripherie  auf  den  Punkt  1'  der  Punkt  2,  auf  2'  der  Punkt  3,  u.  s.  w.  Unter  der  p'*^'^  Kante,  kurz 
der  Kante  p ,  versteht  man  dann  die  Kante  von  1'  nach  ip-\-\  und  alle  mit  ihr  gleich  langen  Kanten,  d.  h. 
die  von  2'  nach  p-^-'i,  3'  nach  p-\-'i  u.  s.  w.     Es  sind  also  (s.  Fig.  13) 

die  Kanten  1'  die  Kanten  von  1'  nach  2,  2'  nach  3,  3'  nach  4  u.  s.  w., 

„  „       2'  „         „  „     r  nach  3,  2'  nach  4,  3'  nach  5  u.  s.  w., 


1'  nach  p-\-\,  2'  nach  p-\-2,  3'  nach  p  +  3  u. 


s.  w. 


n — 1     „  „  „     1'  nach  w,  2'  nach  1,  3'  nach  2  u.  s.  w., 

n  „         „  „     1'  nach  1,  2'  nach  2,  3'  nach  3  u.  s.  w. 


Allgemein:  Die  Kante  p'  ist  die  Kante  von  irgend  eimm  Punkte  m  nach  einem  Punkte  p  +  »'■  Aus  den 
beiden  Tabellen  schon  folgt  durch  Vergleichung:  Die  Kanten  p  sind,  ihrer  Länge  nach,  identisch  mit  den 
Kanten  n -\-  1 — p]  doch  ist  der  Sinn,  in  dem  sie  durchlaufen  werden,  der  entgegengesetzte.  Der  all- 
gemeine Beweis  hierfür  wird  sofort  geliefert  werden. 

22.   Die  Winkel  des  gleicheckigen  Vielecks,  die  Kauten  und  die  Radien  der  einbeschriebeueu  Kreise. 

Es  möge  zunächst  der  zur  Kante  p  gehörige  Centriwinkel  a^  bestimmt  werden.     Eine   Kante  p  geht  z.  B. 

von  1  nach  p'.  Nun  ist  der  Centriwinkel  über  dem  Bogen  1  p  gleich  (^p —  1)  — ,  der  über  dem  Bogen  p  p 
gleich  —  ■  0,  also  der  Centriwinkel  über  dem  Bogen  1  ;/  gleich  der  Svunme  dieser,  d.  h. 

Ebenso   berechnet  man   den   Centriwinkel   über   der   Kante  j)    (z.  B.   von    1'  nach  p  -(-  1)   als  Differenz   der 


Centriwinkel  über  den  Bogen  i  p  -{-  l  und  1  1'  zu 

Aus  der  letzten  Formel  ergiebt  sich:  co^,^_  '  ^  2  (m  +  1  — 1>  —  ö)  —  d.  h.  es  ist  o^  +  »^r+T^'  ^^  ^^-  ^^' 
Auffassung  der  Kante  p  als  Kante  w  +  1  —  p  ergiebt  sich  also  der  Centriwinkel  als  Ergänzung  des  vorigen 
zur  vollen  Umdrehung;   die  Kante  ist  demnach  in  entgegengesetztem  Sinne  zu  rechnen,  wie  oben  behauptet 

war.    Ist  Kj,  die  Länge  der  Kante  ^9,  so  ist  Kp  =  2r  ain -^  =  2r  sin  {p-\-l — tf)  —  •    Analog   gilt   für  Kp 

Kp=2ram(p  -  ö)  |-- 


n 
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Bedeutet   m^^'   den   Umfangswiakel   des  2w-ecks   an  einer  Ecke,   deren    Kanten  2*  und  p    sind,   so  ist, 
wie  mit  Benutzung  von  Fig.  14  leicht  abzuleiten  ist: 

M.  — ^     c  • 


Die   Radien   der   die   beiden  Arten   von  Kanten  p  und  p'  berührenden   Kreise 
seien  pp  und  Qp  .     Dann  ist 


Qp^  r  cos  -^     una     pp'  =  r  cos  ~ , 


und     "    —  "  ""°  — - 

oder 

(>P  =  »*  COS  (p  —  1  +  «r)  J;        Pp  =  r  cos  (//— <7)  J- 

Gehört  eine  Kante  zu  einem  Centriwinkel  >  n,   so   ist  ihre  Länge  K  positiv, 

der    Radius    q    des    Berührimgskreises    aber    ist    negativ    zu     nehmen.      In    der    That 

=  r  cos  (»  +  1  — ;)  —  ff)  ^  =  r  cos  [n;  —  Q;  —  1  +  <?)  |-]  =  —  r  cos  (;>  —  1  +  e)  ^  =  —  pp. 

Es  sollen  nun  in  den  weitern  Nummern  die  verschiedenen  Arten  des  2w-ecks  und  deren  verschiedene 
Varietäten  der  Reihe  nach  dargestellt  werden.  So  lange  keine  der  Kanten  p  imd  p'  einen  Centriwinkel 
grösser  als  n  besitzt,  gilt  zur  Einführung  das  folgende.  Die  Art  a  eines  2w-ecks  ist  bestimmt  durch  die 
Gleichung  2a;r  =  2w  •  «pp-  d.  h.  nach  Einsetzung  der  Werte  für  cjp  und  cjp'  in  Mpy  durch: 

2an  =  2n{p+p'—\)  ^, 

woraus  a  =  p -\- p  ■ — 1  folgt.  Es  ist  also,  da  p  imd  ;/  nur  positive  ganze  Zahlen  sind,  die  Gleichung 
befriedigt,  für  a  =  \  durch  j)  =  1,  p'  =  1';  für  a^2  durch  2>  =  1,  p  =  2'  und  p  =  2,  ^'  =  1';  für  o  =  3 
durch  p  =  1,  p'  ^'i'\  p  ^2,  p'  =  2'  und  p  =  3,  p'  =  1';  u.  s.  w. 

23.  Die  glcicheckigen  2»j-ecke  der  ersten  Art.  Ein  solches  2 «-eck  wird  gebildet  von  den  Kanten  1 
in  Verbindimg  mit  den  Kanten  1',  so  dass  der  Perimeter  1  r22'33'  . . .«»'  1  wird  (s.  Fig.  7,  Tafel  I,  das  gleich- 
eckige  Zehneck  erster  Art).  Hier  ist  nach  den  allgemeinen  Formeln  w,^  2  (T— ,  co,'^2fl  —  e)  — ;  ^,=2rsin  — . 
Z'i'=  2>- sin  (1  —  (j)  — ;  t<i,i  ==--■  Für  6^^  wird  K^^Ky,  und  das  gleicheckige  2w-eck  wird  zum 
regulären  2w-eck.  Für  —  <  ö  <  1  vertauschen  die  Kanten  K^  und  K^  ihre  Länge.  Dasselbe  2ji-eck  erhält 
man  durch  Zusammenfügen  der  Kanten  n  und  n\  nämlich  \,  n,  n,  n  —  1  ,  w  —  1  ...  2',  2,  1',  d.  h.  in  um- 
gekehrtem Sinne   wie   vorher.     Hier   wird  u^y  =  {2n — 1)— ,  also  a  =  2w  —  1,  was  mit  den  Betrachtungen 

über  die  Art  n  eines  Vielecks  in  Nr.  4,  wonach  bei  Umkehrung  des  Umlaufssinnes  des  Perimeters  die 
Ergänzung  der  Zahl  a  zur  Zahl  der  Seiten  des  Vielecks  als  neue  Artzahl  a  erhalten  wird,  übereinstimmt. 
Das  gleicheckige  2w-eck  erster  Art  hat  keine  Doppelpimkte  und  sämtliche  Diagonalen  liegen  mit  beiden 
Enden  in  Innenwinkeln  des  Polygons. 

24.  Die  gleichpckigen  2  »-ecke  der  zweiten  Art.  Die  Kanten  1  in  Verbindung  mit  den  Kanten  2' 
geben  das  gleicheckige  2w-eck  zweiter  Art  ll'33'55'.  .  .  mw'22'44'  n  —  1  n  —  l'  (s.  Fig.  8,  Tafel  I,  wo 
w  =  5  ist).    Das  Vieleck  ist  kontinuierlich  oder  nicht,  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade  ist.    Für  gerades  n 

besteht  die  Figur  aus  zwei  sich  kreuzenden  gleicheckigen  w-ecken  der  ersten  Art.     Es  ist  Ky  =  2>-sin  — , 

^2  =  2''  ^'"  (2 —  ^)  "7  ''1,2'  =  —  ■  Die  Zahl  der  Doppelpunkte  ist  gleich  n;  sie  bilden  ein  reguläres  «-eck 
der  ersten  Art,  erzeugt  durch  die  Kanten  2'.  Für  die  Werte  von  e  zwischen  0  und  1  ändert  sich  nur  die 
Länge  zweier  aufeinander  folgenden  Kanten,  für  0=1  entstehen  zwei  auf  einander  fallende  «-ecke  erster 
Art.     Das    Vieleck   hat    n  Diagonalen,    die    mit    beiden  Enden    in    den    Umfangswinkeln    liegen    (nämlich 

Brückner,  Violcoko  und  Violflaoho.  -1 
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1'2, 2'3  u.  s.  w.)  imd  2«  Diagonalen,  die  mit  einem  Ende  in  einem  Innenwinkel,  mit  dem  andern  in 
einem  Umfaugswinkel  liegen  (nämlich  12,  23,  34  ...  «1  imd  1'2',  2'3'  .  .  .  n'l').  Es  geht  also  von  jeder 
Ecke  des  2w-ecks  eine  Diagonale  aus,  die  in  zwei  Umfangswinkeln  Kegt  und  ebenso  eine  Diagonale, 
die  in  einem  Umfangs-  und  einem  Innenwinkel  liegt.*)  Setzt  man  die  Zahl  aller  aber  2« -(- 2«  =  4«, 
so  sind  die  ersteren  doppelt  gezählt,  die  letzteren  einfach.  Ist  also  die  Anzahl  der  ersteren  Du,  u,  die  der 
letzteren  2Du,  i,  so  ist  2Du,  u  -\-  2 Du,  i  =  in  oder  Dil,  u  -{-  Du,  i^2n.  Diese  Gleichung  ist  charakteristisch 
für  das  2w-eck. 

Genau  dasselbe  2w-eck,  nur  in  umgekehrtem  Sinne,  wird  von  den  Kanten  n — 1  und  n   gebildet.^) 
Kombiniert  man  nun  die  Kanten  2  mit  1',  so  ergiebt  sich  das  Vieleck  1  2' 3  4' ...  n  —  1  «  1'2  3'4.. 


n —  1  n    (Fig.  9,  Taf.  I,  für  n  =  5),  welches  ebenfalls  ein  2w-eck  zweiter  Art  ist.     Hier  wird 
K  =  2r  sin  (1  -j-  ö")  —  ,        K'  =2r  sin  (1  —  ö)  —  ,        «;„  =  —. 


Dieses  Vieleck  entspricht  dem  ersten,  niu-  sind  hier  die  Eckpunkte  erster  und  zweiter  Art  vertauscht.    Auch 
hier  ist  Du,u  +  Du,  i  =  2n.     Es  gieht  also  von  dem  2n-eck  sweiter  Art  nur  eine  Varietät. 

25.    Die  gleicheckigen  2M-ecke  der  dritten  Art.    Nach  den  vorläufigen  Betrachtungen  am  Ende  von 
Nr.  22  sind  zur  Erzeugung  der  2w-ecke   dritter   Art   drei  Möglichkeiten  vorhanden.     «)  Die  Verbindung  der 


Kanten  1  mit  den  Kanten  3'  giebt  das  2M-eck  11' 4  4'...«  —  In  —  1  2  2'...w  —  2w  —  2  von  der  dritten 
Alt,  das  kontinuierlich  ist,  wenn  n  relativ  prim  zu  3  ist;  z.  B.  Fig.  15  für  n  =  7  (das  Zehneck  di-itter 
Art   Tafel  I,  Fig.  10   kommt   später   zur   Sprache).     Von   den  Diagonalen  liegen  2«,   nämlich   die  Kanten  1' 

und  2'  je  in  zwei  Umfangswiakeln,  dagegen  4»,  nämlich  je  2w  aus  den 
Gruppen  a)  und  b)  in  Nr.  21  in  einem  Innen-  mid  einem  Umfaugswinkel. 
Es  ist  also 

2 Du,  u  -\-  2Du,  i  =  in  -\-  in     oder     Du,  ii  -j-  Du,  i  =  2  (3  —  1)  n. 
Doppelpunkte   sind  2n  vorhanden,    welche  vermöge  ihrer  Verbindung  durch 
die  Kanten  ein  regelmässiges  2M-eck  der  zweiten  Art  bilden. 

ß)  Die  Verbindung  der  Kanten  2  mit  2'  giebt  das  2n-eck   dritter  Art 

12'45'...wl'34'...ir=T»i'23'..  .  n^^  nT^'  (Fig.  11,  Taf  I,  für  »»  =  5). 

Es  ist  Du,u  =  in,  Du,i  =  0,   somit   wieder   Du,u-\-Du,i  =  2(ß — 1)m. 

Dagegen  ist  die  Anzahl  der  Doppelpunkte  hier  eine  andere. 

Bezeichnet   man   mit  O'j   künftig    die  Anzahl    der  Doppelpunkte,   welche 

Schnittpimkte  der  Kanten  erster  Ai-t  unter  sich  sind,  mit  d-^  die  Anzahl  der 
Doppelpunkte  der  Kanten  zweiter  Art  unter  sich,  mit  Q-^  die  Anzahl  der  Doppelpunkte,  welche  Schnittpunkte 
der  Kanten  erster  Art  mit  denen  zweiter  sind,  mit  ■9'  die  Summe  d-^  -\-  d'„  -}-  d'^,  so  war  bei  dem  unter  «) 
behandelten  2M-ecke  dritter  Art  Q'^==0,  %'^  =  2n,  ^^  ==  0,  also  %'  =  2n.  Hier  im  Falle  ß)  ist  aber 
^j  =  n,  1%  =  n,  •ö-.j  =  2n,  also  &  =  in.  y)  Die  Verbindmig  der  Kanten  3  mit  1'  giebt  ein  2«-eck  dritter 
Art,  welches  von  derselben  Varietät  wie  das  unter  k)  behandelte  ist  (Tafel  I,  Fig.  12,  für  n  =  5).  Es  gieht 
also  für  a  =  3  zwei  wesentlich  verschiedene  Varietäten,  die  sich  durch  die  Anzahl  der  Doppelpunkte  sowie 
durch  die  Grössen  Du,  u  und  Du,  i  unterscheiden,  wobei  aber  die  Summe  Du,  u  +  Du,  f  =  2  (3  —  1)  n,  der  Art  a 
charakteristisch,  dieselbe  bleibt. 


1)  Die  Anzahl  der  Diagonaleu  verschiedener  Art  wird  auch  im  folgenden  stets  dadurch  bestimmt,  dass  man  die  von 
einer  Ecke  ausgehenden  Diagonalen  untersucht,  s.  Hess  I,  S.  630 ff. 

2)  Auf  diese  rückläufigen  Vielecke,  deren  Art  o'  die  Ergiinzung  der  Art  a  der  rechtläufigen  Figuren  zu  2»  ist,  wird 
künftig  nicht  weiter  hingewiesen  werden.  Auch  die  Formeln  für  K,  K'  u.  s.  w.  werden,  als  leicht  aus  den  allgemeinen  ab- 
leitbar, nicht  immer  angeführt. 
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26.  Die  gleicheckigen  2  »i -ecke  der  vierten  Art.  Sie  entstehen  durch  Kombination  der  Kanten 
a)  1  und  4',  Fig.  16  für  w  =  9:  ß)  2  und  3',  Fig.  17  für  n  =  9;  y)  3  und  2',  Fig.  18  füi-  n  =  9;  d)  4  und  1'. 
Für  diese  Vielecke  ist: 


k)  Du,  u  =  3n,  Du,i  =  3m,  »^  =  0,  d-,  =  3«,        ^.5  =  0, 

ß)  Du,  u  =  bn,  Du,i  =  n,  •S-i  =  w,  O-^  =  2«, 

y)  Du,  u  =  5w,  Dttji  =  «,  d-^  =  2n,  0-,  =  n, 

d)  Du,u  =  ?,n,  Du,i  =  'dn,  ^^  =  3«,  ö-^  =  0,  ■9-3=0, 


-9  =  3«. 


•»3  =  2«,        .9-  =  5m. 
^3  =  2n, 


d-  =  5w. 
■&  =  3w. 


^^— ^* 


Es  ist  also  stets  Du, u  -\-  Du,i  =  6n  =  2(4  — l)n  eine  für  die  Art  charakteristische  Eigenschaft,  während 
zwei  Varietäten  existieren,  die  sich  durch  die  Zahl  ■9-  der  Doppelpunkte  unterscheiden,  y)  geht  aus  ß)  ebenso 
wie  d)  aus  a)  durch  Vertauschimg  der  beiden  Punktreihen  hervor.  Man  beachte  ferner  die  bisher  immer 
als  richtig  befundene  Gleichimg  Du,xi  =  %-.  Die  obigen  Resultate  sind  aber  nur  gültig,  wenn  für  ungerade 
n  dieses  >  b,  für  gerade  n  dasselbe  >  6  ist.  Für  Werte  von  n  <  5  bez.  6  tritt  eine  andere  Verteilung 
der  Du,  u  imd  Du,  i  ein,  worauf  später  zurückzukommen  ist  (vergl.  bereits  hier  Tafel  I,  Fig.  13fF.  für-  w  =  5). 
Wenn  alle  Kauten  des  2w-ecks  dem  Kreiscentrum  ihre  innere  Seite  zukehren,  erhalten  die  Zellen  von  aussen 
nach  innen  die  Koeffizienten  1,  2,  3,  4.  Die  3«  Doppelpunkte  der  Varietät  «)  bez.  8)  liegen  zu  je  n  auf 
di-ei  konzentrischen  Kreisen  und  bilden  für  sich  ein  reguläres  w-eck  der  dritten  Art,  welches  in  Figur  IC 
diskontinuierlich  ist,  nämlich  aus  drei  sich  kreuzenden  Dreiecken  besteht.  Von  den  5«  Doppelpunkten 
der  Varietät  ß)  bez.  y)  liegen  die  n  ersten  &^,  gebildet  von  den  Kanten  2  (s.  Fig.  17),  auf  einem  Kreise; 
von  den  2n  Doppelpunkten  d:^,  gebildet  von  den  Kanten  3',  liegen  je  n  auf  einem  Ki-eise;  die  2m  Doppel- 
punkte -^j  aber,  gebildet  von  den  Kanten  2  und  3',  liegen  insgesamt  auf  demselben  Ki'eise  und  bilden  ver- 
möge ihrer  Verbindung  ein  gleicheckiges  2w-eck  zweiter  Art.  Im  folgenden  wei'den  nun  die  verschiedenen 
Varietäten  der  a**"  Art  eines  gleich  eckigen  2»«-ecks  zusammengestellt,  hierbei  aber  die  Fälle  eines  ungeraden 


und  eines  geraden  a  gesondert  behandelt.     Ferner  sei  vorausgesetzt,  bei  ungeradem  n,  dass  a<   -3— -, 


bei 


geradem  «,  dass  «<y  sei.  Das  2w-eck  «'"^  Art  hat  einen  kontinuierlichen  oder  diskontinuierlichen  Peri- 
meter, je  nachdem  a  relativ  prim  zu  n  ist  oder  nicht;  die  entwickelten  Eigenschaften  sind  aber  hiervon 
unabhängig. 

27.  Gleicheckige  2 »j -ecke  der  Art  a  =  'ip  -\-\,  wenn  a  <  —5—  bez.  <-,-  ist.')  Von  dem  gleich- 
eckigen 2M-ecke  der  2p  -{-  1'°"  Art  giebt  es  p  +  1  Varietäten,  welche  durch  die  Verbindung  der  folgenden 
Kanten  zu  stände  kommen: 


l)  Hess  I,  §  14,  S.  G43— G54. 


28  B.   Besondere  Vielecke. 

die  erste  Varietät  durch  Verbindung  der  Kanten  1  und  2p  -\-  1  , 

«  ^  >}  n  j)  j)  w  ^      n     ^P } 


S"         „  ,,  ,,  „         „  i     „    ^P  —  9  +  ^, 


P'"         „  „  .,,  ,,         ,,  P    „    P  +  ^, 


„  P+1"        „  „  „  ,,         >,  p+1     „    p+1, 


J> 

p.e 

n 

}■> 

)» 

» 

» 

iJ  +  2 

»    P, 

gte 

» 

» 

« 

j> 

» 

» 

2;)-g  +  2 

„    i, 

n 


2p    „     2', 


„     erste         „  „  „  „         „  2p  -\-  1     „     l  . 

Es  tritt  also  die  2'"  Varietät  zweimal  auf,  nämlich  sowohl  durch  Verbindung  der  Kanten  q  mit  den  Kanten 
2p  —  q  -\-  2  ,  als  auch  duixh  Verbindung  der  Kanten  2p  —  ?  +  2  mit  den  Kanten  q',  dagegen  die  letzte, 
d.  h.  die  p  -\-  1"  nur  einmal,  durch  Verbindung  der  Kanten  p  +  1  und  p  -\-  1  .    Es  ist  für  die  5'°  Varietät 

Dm,  u  =  2(p  +  2—1)«,  Du,  i  =  2{p-q+  1)«; 


also  ist  Du,  M  -f~  ^^f  i  =  D  ==  Apn  für  alle  2w-ecke  der  Art  a  =  2p  -\-  1 .  Für  die  drei  Klassen  von  Doppel- 
punkten gilt  für  die  g"  Varietät: 

%-^  =  {q  —  l)n,     ».,^{2p  —  q+\)n,     ^3  =  2(2—1)«,     somit     ^  =  2(j5  +  g  —  1)m, 

und  es  ist  Du,  u  =  Q-,  d.  h.  die  Varietäten  dieser  2w-ecke  sind  sowohl  durch  die  Anzahl  der  in  Umfangs- 
winkeln  liegenden  Diagonalen,  als  diirch  die  Zahl  der  vorhandenen  Doppelpimkte  charakterisiert.  Nach  den 
früheren  allgemeinen  Ableitungen  ergeben  sich  die  zu   den  beiden  Kanten  des  2w-ecks  der  g'*'"  Varietät  der 


t  1  .  r.  /r>  ,      n  \     T 


2p  +  1'^"  Art  gehörigen  Centriwinkel  a  und  w'  zu  a  =  2{q —  1  +  e)  —  und  a  =  2  {2p  —  2  +  2  —  ff)  — , 
woraus  der  Umfangswiokel  gleich  (2p  +  1)  —  folgt.  Die  beiden  Kanten  sind  K  ^2r  %m  {q — 1  +  ö)  — 
und  .£"'==  2/- sin  (2p  —  g'  +  2  —  e) —    Sämtliche  Varietäten  besitzen    die  Eigenschaft,  dass  ihi-e  TJmfangs- 

winkel  den  Mittelpimkt  des  KJreises  ausschliessen,  weU  der  zu  einer  der  beiden  Kanten  gehörige  Bogen 
niemals  grösser  als  ein  Halbkreis  ist.  Es  erhalten  daher  sämtliche  Flächenzellen  positive  Koeffizienten  und 
zwar   die  innerste,  den  Mittelpunkt  einschliessende,  den  Koeffizienten  a  =  2p  +  1.    Es  lassen  sich  ferner  die 

Ausdrücke  für  die  Kanten  für  alle  Varietäten  unter  der  Form  K=2rsm —  und  K'=2rs,m  (a  —  ff) — 

darstellen,  sobald  man  nur  bei  der  5'*"  Varietät  das  Intervall  der  Werte  für  ff  zwischen  q  —  1  und  q  nimmt, 
denn  die  obigen  für  das  Intervall  0  <  ff  <  1  erhaltenen  Werte  nehmen  die  eben  bemerkte  Form  für 
6'  =  q  —  1  +  ff  an. 

28.  Gleicheckige  2w-ecke  der  Art  a  =  2p,  wenn  «  <  — t— •  bez.  < -"  ist.')  Es  ergeben  sich  p 
verschiedene  Varietäten  und  zwar  die  q'"  Varietät  durch  Verbindung  sowohl  der  Kanten  q  mit  den  Kanten 
2p  —  q  -\-  1 ,  als  auch  der  Kanten  2p  —  q  -{-  1  mit  den  Kanten  q'.  liier  tritt  jede  Varietät  zweimal  auf. 
Allen  gemeinsam  ist  die  in  der  Gleichung  D  =  2{2p — l)w  ausgesprochene  Eigenschaft.  Dagegen  ist  für 
die  2'"  Varietät 


1)  Hess  I,  §  lö,  S.  656—667. 


-  bez  ■<  -   ist.     20.  Gleicheck.  2  n-ecke  d.  Art  a  : 


ferner 


28.  Gleicheckige  2»t-eeke  d.  Art  «  =  2^,  wenn  a  •< 

I)u,  u  =  {2j)  +  2q  —  3)w,  Du,  i  =  (2p  —2q+  \)n; 

&,  =  {q  —  \)n,  ■9'2  =  (2i)  — «)«,  ^.  =  2{q—\)n, 


■■  — i —  bez.  — 
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also  ^  =  {2p-\-2q  —  3),  so  dass  auch  hier  die  Beziehung  &  =  Du,u  besteht.  Die  übrigen  Betrachtungen 
sind  analog  denen  der  vorigen  Nummer. 

29.   Gleicheckige   2w-ecke  der  Art  a^^ — ^ —  bez.  -5--     Die   jetzt  anzustellenden  Betrachtungen 

bilden  den  Übergang  zu  denen  der  folgenden  Nummer,  indem  hier  zum  erstenmal  die  fortan  regelmässig 
wiederkehrende  Einteilung  der  Varietäten  einer  bestimmten  Art  in  zwei  unterschiedene  Gruppen  nötig  wird. 
Es  wird  hier  der  Fall  eintreten,  dass  eine  der  beiden  Kanten  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  die  nichtschraffierte 
Seite  zukehrt,   so  dass   das  Polygon  Zellen  mit  negativen  Flächenkoeffizienten  enthält.     Es  ist  zunächst  bei 

ungeradem  n    a  =  "7"    ,   und    wie   bisher  wird   die  q^"  Varietät    durch   Verbindung    der  Kanten    q    mit    den 


Kanten 


n  +  3 


— ~  bez.  der  Kanten mit  den  Kanten  q'  erhalten.    Die  erste  Varietät,  die  durch 


Verbindung  der  Kanten   1   und 


n  +  1 


entsteht,  nämlich   das  2w-eck   1  1' 


n-\-  3    n-j-  3     „„,   n-|-5    n-)-5 
s  ^        ■^  ^    — ;: —   — <;^ — 


nn 


,   W+l    »1+  1 


1,  hat  dann,  ganz  analog  dem  früheren  gebildet,  die  charakteristischen  Grössen: 


&,  =  0, 


«•.,  = 


Du,  i  - 

OT—  1 

— :;—  -n. 


Dabei  ist 


^3   =   0, 


D  =  2- 


n—l 
2 

—  1 


w: 


5^  =  2r  sm  —  ,         K  =2r  smi  -^- ff        ,  m  =  — ^—  •   --  ■ 

n  '  \     2  In'  2  n 

Nun  beachte  man  aber,  dass  der  zu  der  Kante  K'  gehörige  Bogen,  dessen  Centriwinkel  0'=  2  |— ^ — 


ist,  für  alle  Werte  von  0  zwischen  0  und  —  grösser  ist  als  ein  Halbkreis,  für  e  ^  ~  gleich  einem  Halb- 
kreise, und  für  0  zwischen  —  und  1  kleiner  als  ein  Halbkreis  wird.  In  dem  ersten  Falle  0  <  ff  <  —  schliessen 
daher  die  Umfangswinkel  den  Mittelpunkt  des  Kreises  ein;  der  Radius  q'  des  die  zweiten  Kanten  berühren- 
den Kreises  q'  =  r  cos  ("^ ^)  ""  erhält  einen  negativen  Wert,  d.  h.  der  Kreis  berührt  die  Aussenseiten 

dieser  Kanten,  und   die  innern  Flächenteile  erhalten  infolge  dessen  negative  Koeffizienten  (Taf.  I,  Fig.  10, 

wo  «  ^  5,  also  a  ^  S  ist).  Für  0  =  — 
wird  der  zu  K'  gehörige  Bogen  ein  Halb- 
kreis, die  Kante  K'  wird  Durchmesser  und 
sämtliche  Doppelpunkte  des  Vielecks  fallen 
im  Centrum  des  Kreises  zusammen.  Für 
---  <  ff  <  1  ist  der  zu  K'  gehörige  Bogen 
wieder  kleiner  als    ein   Halbkreis   und    die 


Fig.  19  a. 


Fig    13  b. 


I"ig    19  c. 


Umfangswinkel  schliessen   den  Mittelj)unkt 

wieder  aus.    Diese  Varietät  entspricht  also  vollständig  den  früher  betrachteten.     Man  vergleiche  hierzu  auch 

die  nebenstehenden  Figuren  19n,  b,  c  für  «  =  3,  «=2.    Es  ergeben  sich  also  für  a  in  den  Intervallen  von 

0  bis  -.,  und  von  --  bis  1  zwei  wesentlich  verschiedene  2w-ecke,  für  welche  jedoch  die  Werte  der  Du,  m,  etc. 
(s.  oben)  dieselben  bleiben.  Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  für  das  durch  Verbindung  der  Kanten  — - —  und  1' 
entstehende   Polygon,   für   welches   aber   der   zur   ersten   Kante  K  gehörige   Bogen   für  0  zwischen  7,-  und   1 
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grösser   als   der  Halbkreis   wird. 


Bei   sämtlicilen   übrigen  Varietäten   des   2w-ecks  der  Art      ~l      tritt  dieser 


—    regelmässig   sich    kreuzenden 


Umstand  nicht  ein,  und  sie  bieten  also  nichts  Neues. 

Für  a  =  —  bei  geradem   n  besteht   das  gleicheckige  2H-eck  aus 

Rechtecken.    S.  Fig.  20  für  n  ^6,  «  =  3;  kombiniert  sind  die  Kanten  3  und  1'.    Alle  für  die  Doppelpunkte 

und  Diagonalen  abgeleiteten  Eigenschaften  finden  sich  auch  bei  diesen  Figuren. 

30.    Gleioheckige  2/t-eeke  der     ^^*'°  Ai't.')    Es  sei  dabei  stets  ^  <w 
vorausgesetzt,  und  für  gerades  [ungerades]  n  sei  auch  p  gerade  [ungerade].    Bereits 


bei  der  ersten  Varietät  dieses  2w-ecks,  wobei  die  Kanten  1  mit  den  Kanten 


n  +p 


kombiniert  sind,   ist,  wenn  p>l  vorausgesetzt  wird,  der  zur  zweiten  Kante  K' 

gehörige  Centriwinkel  o'  =  2  ("^^  —  '')  ^  ^^^  0<ö<l  grösser  als  ein  Gestreckter, 

und  die  Umfangswiukel  des  Vielecks  schliessen  den  Kreismittelpunkt  ein.   Es  sind  also 
diese  2w-ecke  in  zwei  Gruppen  zu  bringen:  Bei  der  ersten  G-ruppe  schliessen  die  Umfangs- 
wirikel  dm  Kreismittelpunkt  ein,  hei  der  zweiten  nicht.  Die  g'"  Varietät  der  ersten  Gruppe  kommt  durch  Verbindung 

-i'  +  i 


der  Kanten  g  mit  den  Kanten 


n  +p  —  2(2— 1) 


zu  stände,   und   es  wird  dabei  bei  ungeradem  n   q^' 


bei  geradem  n  q  <~  vorausgesetzt.    Bei  edlen  Varietäten  dieser  ersten  Gruppe  ist  die  ÄnzaJü  der  Diagonalen, 
welche  mit  baden  Ecken  in  Umfangswinkeln  liegen,  dieselbe.    Betrachtet  man  z.  B.  Fig.  21,  wo  n  =  \Q,  p  =  4, 


also  a^l  und  q  =  \  ist,  so  liegen  in  Umfangswinkeln  von  1'  ausgehend  einmal  die  Diagonalen  1'2,  1'  3, ...  1'  7 
(allgemein  bis  1'^^^],    also    in    Summa  6    fallgemein '—^^^^j   Diagonalen,  ferner    aber  die  Diagonalen 


1'5',  1  ß 


,   1'7'  (: 


allgemein  von   1'  — 


bis  r  ^'Z^)  d.  h.  3  (im  allgemeinen  p  —  1)  Diagonalen;  so 


dass  die  Summe  aller  dieser  Diagonalen  von   1'  aus 


n  +  3p  —  4 


ist.     Genau  dasselbe  Ergebnis  liefert  die 


Betrachtung  von  Fig.  22,  wo  n=l0,p  =  4,  a  =  l,  q  =  2  ist,  wenn  man  die  von  2' ausgehenden  Diagonalen 
verfolgt.  Äueh  die  Anzahl  der  Diagonalen,  welche  mit  einem  Ende  in  eitlem  Umfangstvinkel,  mit  dem  andern 
in  einem   Innenwinkel  liegen,  ist  uncd>bänyig  von  q.     In  Fig.  21    sind  dies    die  Diagonalen    1' 2',  1' 3',  1*4' 


1)  Hess  I,  S.  663—678. 


30.    Gleicheckig-  2  «-ecke  der  "  "T  ^*''°  Art.  31 

(allgemein  bis  1'   -  ~  ^i'  ~ '''' )   d.  h.    — ^~    Diagonalen.     Mit    Berücksichtigung    aller    Ecken    ergeben    sich 


somit  die  Ausdrücke  Du,  u  =  "       i' •  n,     Du,  i  =  ^~^—  •  n  und  damit  D  =  2  ( "  ^     —  i\  n. 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Doppelpunkte  ändert  sich  dagegen  mit  dem  Werte  von  q.    Es  ergiebt 
sich  für  die  (/'°  Varietät: 

ö-,  =  {q  -  1)«,     »,  =  'J-P+^^('i-^) .  ^,^    ^^  =  2{q  -  1) «,    also     &  =  [^  +  4(.^  -  1)]  n. 

Die  Doppelpunkte  ■O'g  liegen  zu  je  n  auf konzentrischen  Kreisen,  und  die  n  Punkte  auf  dem 

äussersten   dieser  Kreise  bilden   die  Ecken  eines  regulären  w-ecks  der  Art  ,  dessen  innerste 

Zelle  —  ein  reguläres  w-eck  erster  Art  — ,  die  zugleich  die  innerste  Zelle  des  ganzen  gleicheckigen 
2>j-ecks  ist,  den  negativen  Koeffizienten  l   ^    )  hat.     Die    äussersten  Zellen    an   den   Ecken   des   regulären 

w-ecks  besitzen  den  Koeffizienten  q  —  2,  welcher  positiv  ausfällt,  falls  (/  >  2  ist.  Die  Zellenkoeffizienten  des 
regelmässigen  w-ecks  nehmen  hier  von  aussen  nach  innen  immer  um  die  Einheit  ab,  so  dass  also  in  diesem 
inneren  w-eck  und  damit  im  2w-eck  als  Ganzem  Zellen  mit  dem  Koeffizienten  Null,  welche  als  Löcher  in 
der  Ebene  des  Vielecks  anzusehen  sind,  auftreten,  wenn  q'^2  ist.  Man  vergleiche  hierzu  die  Fig.  21  und  22 
und  die  Zehnecke  Fig.  13  und  14  auf  Tafel  I.  Für  Fig.  13  ist,  da  w  =  5,  p  ==  3,  «  =  4,  q=\  ist: 
Du,  u  =  25,  Du,  i  =  5;  ■»j  =  0,  &.,  =  5,  »^  ==  0;  der  Koeffizient  der  innersten  Zelle  ist  —  1.  Für  Fig.  14, 
wo  n  =  b,  i)  ==  3,  rt  =  4,  5  =  2  ist,  findet  sich  Du,u  =  25,  Du,i  =  5,  ©•j  =  5,  9:,  =  10,  ■Ö-g  =  10;  der 
Koeffizient  der  innersten  Zelle  ist  ebenfalls  —  1;  es  treten  aber  auch  Zellen  mit  dem  Koeffizienten  Null 
auf.  Das  oben  erwähnte  regelmässige  w-eck  ist  hier  ein  Fünfeck  zweiter  Art.  Durch  Vertauschuug  der 
Kanten  erster  und  zweiter  Art  entsteht  das  Zehneck  derselben  Art  und  Varietät  Fig.  16,  Taf.  I.  Dieselbe 
Vertauschung    der   beiden   Arten    von   Kanten    ist   natürlich    wie    früher   auch   für   den   allgemeinen   Fall   der 

Erzeugung  der  q'""  Varietät  des  2w-ecks  der  Art  — ^  gültig-  Bei  den  vorherigen  Festsetzungen  war  übrigens 
K  =  2r  sin  (<7  —  1  +  (j),^  ,  K'  =  2r  sin  /"+i'-2(g-i)  —ej^,  wobei  a  zwischen  0  und  1  liegt;  nur  darf 
für  die  letzte  Varietät  bei  ungeradem  n  der  Wert  von  ö  nur  zwischen  0  und  -  variieren.  Es  existieren  also 
von  einem  gleicheckigen  2« -eck  ^^-~^'"  Art  der  ersten  Gruppe  bei  ungeradem  n  ^-7—,  bei  geradem  n  y 
verschiedene  Varietäten.  Für  alle  beträgt  der  Umfangswinkel,  welcher  den  Mittelpunkt  des  Kreises  ein- 
schliesst,  ^^^  ■  -^ ;  ferner  haben  sowohl  Du,  u  wie  Du,  i  dieselben  von  der  Varietät  unabhängigen  Werte; 
dagegen  sind  die  einzelnen  Varietäten  charakterisiert  durch  die  Anzahl  und  Beschaffenheit  der  auftretenden 
Doppelpunkte.     Die   Gleichung  9'  =  Du,u  ist  hier  nicht  gültig,  ausser  scheinbar  für  die  letzte,  d.  h.      „     '° 

Varietät  bei  ungeradem  n,  weil  nämlich  dieselben  Werte  für  ■&  und  Du,  u  bei  der  ersten  Varietät  der  zweiten 
Gruppe,  deren  Betrachtung  jetzt  folgt,  auftreten. 

Bei  Untersuchung   der   verschiedenen  Varietäten    der  zivcitcn  Gruppe  der  2 «-ecke  der  Art  —.3      sind 
die  Fälle  von  geradem   und  ungeradem  n  getrennt   zu  behandeln.     Es  sei  n  zunächst  n  ungerade.     Die  erste 

Varietät  dieser  Gruppe  kommt  dann  durch  Verbindung  dpr  Kanten  "^  und  — ,,  zu  stände,  d.  h.  durch 
dieselben  Kanten,  durch  welche  die  letzte  Varietät  der  ersten  Gruppe  erhalten  wurde;  nur  darf  jetzt  dabei  0 
nur  zwischen  -^  und  1  liegen.  Für  ff  =  -,•  wird  nämlich  K'  =  2r,  d.  h.  gleich  dem  Durchmesser,  für  <>  >  y 
wird  K'<2r.  Die  Grössen  Du,u,  Du,i,  ■9',,*„,0-3  haben  dieselben  Werte  wie  bei  der  letzten  Varietät  der 
ersten  Gruppe;  der  Wert  für  %.,  hat  sein  Maximum  ^—  ■  «  erreicht,  und  es  gilt  für  diese  und  die  weiteren 
Varietäten  wieder  die  Relation  &=Du,u.  Für  jede  folgende  Varietät  wächst  &^  um  1  -n,  ?t.,  um  1  n  und  i%  ist  gleich 
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2  ■  d'i-     Die  k^  Varietät  der  zweiten  Gruppe,  welches  zugleich  die 


-^ '"  Varietät  der  Art     'T     über- 


*j   I   2Jt  1  n  ■ 

haupt  ist,  kommt    zu  stände  durch  Verbindung  der  Kanten  ~ und  — 

Du,  u  =  — ~- n 


2*- +  3 


*l 


+  2{k  —  l)n,      Du,  i  =  (^^  +2{k-  1))  n,         D 
(^  +  ik-  1))  n,         »,  =  f^  -{k-  1))  n,         &,  =  2»„ 


,  und  es  ist 
2  ("4^'  -  l)  „;  • 


•&  ^  Du,  u. 


Die  letzte  Varietät  entsteht,  wenn     T"^  gerade  ist,  für  k  = 1 — -;  ist  — ;^ —  ungerade,  so  kommt  die  letzte 

-|-  1,   und  diese  Werte  geben  zugleich  die   Anzahl  der  jeweils  möglichen  Varietäten 


n  — p 


Varietät  für  k 

der  zweiten  Gruppe  an. 


t)    I    2  W 

Es  sei  ferner  n  gerade.    Dann  entsteht  die  erste  Varietät  durch  Verbindung  der  Kanten  — - —  und  — -, 


wobei  0  zwischen  0  und  1  liegt;  die  k^  Varietät  durch  Verbindung  der  Kanten  ^^t —  und (k —  1),  und 


es  ist  Du,  u  =  (^^  +  2Ä;  —  3)  n,  Du,  i  =  '^  —  2/c  +  1,  D  =  2  (^  -  l)  n-   »,  =  (|-  +Ä-—  l)  n, 
■^  =  r^-^ (k  —  1))  w,     -9-3  ^  2'9-j    und    ^  =  Du,u.     Die  letzte    Varietät    entsteht,    wenn 


«■. 


ist,    für    k 


n+p 


jerade 


^~;  ist  "^     imgerade,   so  kommt  die  letzte  Varietät   für  k^ 


-y  +  2 


und   diese  Werte 


4      '    —        2  ^ '       '  ""       '  4 

geben    wiederum    zugleich    die    Anzahl    der   jeweils    möglichen    Varietäten   dieser    zweiten    Gruppe    an.      Bei 
sämtlichen  Varietäten  der  zweiten  Gruppe  erhält  übrigens  die  innerste  FlächenzeUe  den  positiven  Koeffizienten 

~-^  •     Die  Figuren  23  und  24  sind  Beispiele  für  2«-ecke  dieser  zweiten  Gruppe.    In  Figur  23,  wo  w  ^  10, 


Fig    24 

^)  =  4  ist,  ist  die  erste  Varietät  der  zweiten  Gruppe  bei  geradem  n  dargestellt,  erzeugt  durch  Kombination 
der  Kanten  3  und  5';  in  Figur  24,  wo  wiederum  n  =  10,  p  =  4  ist,  die  zweite  Varietät  der  zweiten 
Gruppe,  erze\igt  durch  Vereinigung  der  Kanten  4  und  4'. 

In  den  bisherigen  Betrachtungen  sind  die  sämtlichen  Varietäten  des  gleickeckigen  2H-ecks  durch 
Verbindui^  der  Kanten  erster  und  zweiter  Art  erhalten  worden,  und  es  war  dabei  der  Wert  von  a  zwischen 
0  und  1,  bez.  0  und  ,,-  oder  .,  und  1  liegend  vorausgesetzt.  Es  genügte  dies  völlig,  um  einen  allgemeinen 
Überblick  über  die  möglichen  Figuren  zu  erlangen.  Noch  übersichtlicher  lassen  sich  die  verschiedenen 
Varietäten  derselben  Art  a  darstellen,  wenn  man  der  Veränderlichen  a  alle  zwischen  0  und  ;,-  (bez.  a  und  ,,  1 


31.    Vielecke,  deren  Kanten  das  Unendlichweite  enthalten.     Inverse  Vielecke. 
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liegenden  Werte  erteilt.  Für  diese  weiteren  Untersuchungen  sei  aber  auf  die  Hesssche  Originalarbeit  ver- 
wiesen, wo  über  die  Gruppierung  der  Doppelpunkte,  über  die  durcb  diese  in  dem  2w-eck  erzeugten  Figuren 
u.  s.  w.  interessante  Ergebnisse  gewonnen  werden.^) 

31.   Vielecke,  deren  Kanten  das  Unendlichweite  enthalten.    Inverse  Vielecke.    Um  das  gleicheckige 
2H.-eck  der  ersten  Art  zu  erhalten,  wurden  die  Kanten  1  und  1'  in  der  Reihenfolge  1  1' 2  2' 3  3' ...  nn   ver- 

bunden   und  es  war  K  =  2r  sin  —  ,    K'  =  2r  sin  (1  —  e)      ,  u  =  —  ,    während  ö  einen  Wert  zwischen  0 

und  1  hatte.  Geht  mau  zui*  Grenze  6=1  über,  so  ist  K'  =  0,  d.  h.  die  Kanten  K'  reduzieren  sich  sozu- 
sagen auf  die  verschwindenden  Tangenten  in  den  Eckpunkten  des  regulären  Polygons  1  2  3  ...  w  an  den 
Kreis;    die  Richtung  dieser  Tangenten  ist  so   zu  wählen,   dass  der  Umfangs- 

winkel  —  bleibt.  Es  möge  nun  e  gestattet  sein,  Werte  zwischen  1  und  2 
anzunehmen,  wodurch  die  Punkte  der  beiden  Gruppen  auf  dem  Kreise  die 
Reihenfolge  1  «'2  l' 32'  A3' ...  nn  —  1  erhalten.  Zieht  man  nun  die  Kanten  1 
und  r  in  demselben  Siime  wie  vorher  (s.  Fig.  25,  für  n  =  5),  so  fallen  die 
Kauten  1'  ausserhalb  des  Kreises  und  gehen  durch  die  zugehörigen  unendlich- 
weiten Punkte.  Man  erhält  also  ein  2w-eck  erster  Art,  in  dem  die 
Kanten    K   endlich,    dagegen    die    andern    Kanten    unendlich    gross    ausfallen. 


Es  ist  erster  Art 
zwischen  2  und  ; 
1  w  —  l'  2  w'  3  1'. 


da    sein    Umfansswinkel   u  =  —   bleibt.     Nimmt    man   G 


also    die    Punkte   auf  dem   Kreise    in    der 

so  ergiebt  sich  durch  Verbindung 


Reihenfolge 


n  —  In  —  3  n  n  —  2 , 

der  Kanten  1  und  1',   wobei   die   letzteren   wieder  das  Unendlich  weite  enthalten,   ebenfalls   ein  2M-eck  erster 
Art,  denn  die  Umfangswinkel   sind   auch   hier   von  der  angegebenen  Grösse   (s.  Fig.  26,   für  w  =  5)  u.  s.  w. 
Analoge  Betrachtungen  lassen  sieh  natürlich  auch  für  a  >  1  anstellen,  d.  h.:  Es  giebt  von  einem  2n^eck  der 
ersten  Art  (der  a'"  Art)   ausser   den  früheren  im  Endlichen  geselüossenen 
Figuren   auch    noch    Varietäten    mit  sur   Hälfte   unendlichgrossen   Kanten. 
Die  Anzahl  der  Doppelpunkte  eines  solchen  2w-ecks  erster  Ai-t 


ist,  wenn  />  <  ö  <  2>  +  1   ist:    ^i  =  p  ■  n,  -i^.,  = 


(2iJ-l) 


w,   O-., 


0; 


also  immer  %■ 


n(n  +  1) 


Ersetzt  man  nun  sämtliche  unendlichen  Strecken 


1'2    2' 3 


durch  ihre  endlichen  in  demselben  Sinne  durchlaufenen  Er- 
gänzungen 21',  3  2',  ...,  so  crgiebt  sich  ein  2w-eck,  welches  ebenfalls 
als  von  erster  Art  anzusehen  ist,  insofern  der  an  jeder  Ecke  durch  die 
Richtungen  der  hier  zusammcnstossenden  Kanten  erzeugte  Umfangswinkel 

gleich  —   ist.     Dagegen   hat   nicht   mehr  jede  Kante  die   Richtung,    nach 

welcher  sie  von  einem  den  ganzen  Umfang  des  Vielecks  beschreibenden 
Punkte  durchlaufen  wird,  sondern  je  zwei  auf  einander  folgende  Kanten 
bedingen  entgegengesetzten  ümlaufssinn  des  ganzen  Vielecks.  In  der 
That  ist  K'  für  0  >  1  negativ,  während  K  positiv  ist;  dagegen  bleiben  die  Radien  p  und  q  der  ein- 
beschriebenen Kreise  (s.  Nr.  22)  beide  positiv,  da  ja  beide  Kanten  dem  Kreismittelpunkte  die  schraffierte 
Seite  zuwenden.  S.  Fig.  27,  Seite  .34,  für  n  =  5,  abgeleitet  aus  Fig.  25.  Dieses  ntwigentliche  2n-eck  der 
ersten  Art  hat  für  1  <  tf  <  2  n  Doppelpunkte;  es  ist  ö-^  =  n,  ^o  =  0,  ^3  =  0,  Du,  u  =  0,  Du,  i  =  n. 
Kehrt  man  jetzt  den  Sinn  der  Kanten  K'  um,  vertauscht  also  die  schraffierte  Seite  von  K'  mit  der  nicht 
schraffierten,  so  geht  dieses  uneigentliche  2w-eck  erster  Art  in   ein   2»-eck  der  Art  n  -\-  1    über;   denn   es 


Fig    S6. 


1)  HesB  I,  S.  683— G92  und  S.  70.-j— 719. 
Brückner,  Vielecke  und  Vidflacho. 
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TTird  dadurch  der  neue  UinfangswinkelM'=z{-|~''^'^^ — h^y  ^■Iso  die  Summe  aller  Umfangswinkel  gleich  2  (w-j-l)3r. 

Wenn  mau  nun  weiter  den  Sinn  aller  Kanten  dieses  letzteren  Vielecks  d.  h.  seinen  ganzen  Perimeter  um- 
kehrt, so  entsteht  ein  2«-eek  der  Art  (m  —  1).  Z.  B.  entsteht  aus  Fig.  27  ein 
Zehneck  der  vierten  Art,  wie  es  Fig.  13,  Taf.  I  zeigt.  Aus  Fig.  26  entsteht  durch 
dieselben  hintereinander  ausgeführten  Prozesse  das  Zehneck  vierter  Art  Fig.  14, 
Taf.  I.  Jenes  uneigentliche  2H-eck  erster  Art,  welches  aus  dem  mit  zum  Teil 
unendlich  grossen  Kanten  durch  Ersetzung  dieser  durch  ihre  in  demselben  Sinne 
durchlaufenen  endlichen  Ergänzungen  erhalten  wurde,  bezeichnet  man  nach  Hess 
als  inverses  glek-lieckiges  2n-ecJc  der  ersten  Ärt.^)  Aus  den  angestellten  Betrachtungen 
ist  leicht  zu  erkennen,  dass  auch  den  übrigen  Varietäten  der  2H-ecke  der  Art 
n  -\-  1  (bez.  n —  1)  inverse  2w-ecke  der  ersten  Art  entsprechen,  und  dass  überhaupt 
jedes  inverse  2«-eck  der  Art  a  aus  einer  bestimmten  Varietät  eines  2M-ecks  der 
a)  durch  Umkehrung  der  Richtung  der  n  Kanten  K'  erhalten  werden  kann. 


Fig    27. 


Art  n  -\-  a  (bez.  n 

32.  Zweite  Art  der  Eutstehnug  der  gleicheckigeu  Vielecke.  Die  im  folgenden  zu  besprechende 
zweite  Art  der  Entstehung  des  (w  -f-  w)-kantigen  gleicheckigen  2w-ecks,  sozusagen  durch  Abstumpfung  der  Ecken 
eines  regelmässigen  w-ecks,  ist  insofern  von  besondrer  Bedeutung,  als  sie  ihr  Analogen  später  in  der  Theorie 
der  halbregelmässigen  Körper  findet  und  übrigens  von  grosser  Anschavdichkeit  ist.  Man  denke  sich  ein 
regelmässiges  w-eck,  welches  zunächst  von  der  ersten  Art  sein  möge,  festliegend.  Das  Abschneiden  seiner 
n  Ecken  komme  durch  n  Gerade  zustande,  welche  die  Kanten  eines  zweiten  w-ecks  bilden,  das  mit  dem 
ersten  konzentrisch  so  gelegen  sei,  dass  jede  seiner  Kanten  auf  dem  Badius  der  abzustumpfenden  Ecke 
des  ersten  senlrecht  steht.  Der  Radius  des  einbeschriebenen  Kreises  des  ersten  w-ecks  sei  p,  der  des  zweiten 
w-ecks  q'  =  TQ,  wo  t  eine  reelle  Veränderliche  ist,  die  positive  oder  negative  Werte  hat,  je  nachdem  das 
vom  Mittelpunkte  auf  die  Innenseite  der  abstumpfenden  Kante  gefällte  Lot  mit  dem  nach  der  abgestumpften 
Ecke  gehenden  Radius  gleiche  oder  entgegengesetzte  Richtung  hat.  Man  setzt  damit  das  zweite  n-eck  seiner 
Grösse   und   Lage   nach   veränderlich   und   erzeugt    durch   verschiedene  Wahl   von   t   die  verschiedenen  Arten 

imd  Varietäten  des  2H-ecks,  wenn  man  auch  der  Art  a  des 
festen  und  des  beweglichen  regelmässigen  w-ecks  alle  zulässigen 
Werte  erteilt.  Es  erscheinen  also  sämtliche  Varietäten  des  gleich- 
eckigen 2M-ecks  als  Kombinationsgestalten  zweier  regelmässiger 
w-ecke  gleicher  oder  verschiedener  Art.  Es  soU  dies  hier  nur 
an  dem  Beispiele  des  gleicheckigeu  Zehnecks  erläutert  werden, 
für  die  allgemeine  Theorie  aber  sei  auf  die  Arbeit  von  Hess*) 
verwiesen. 

Mau  konstruiere  zunächst  die  vollständige  Figur,  die  durch 
^jy  if^^  JB  3\ — ', — /5 — \ — ^-fev  "v^i^.-  Verlängerung  der  Kanten  des  festen  regelmässigen  Fünfecks 
Mv  ^'i         ^>^  y^    F  y\  \/^T         12  345  (Fig.  28)  erhalten  wird,  wodurch  neben  dem  Fünfeck 

erster  Art  das  Fünfeck  zweiter  Art  erscheint.  Die  Radien  der 
umbeschriebenen  Kreise  beider  seien  bez.  r  und  r, .  Das  ver- 
änderliche Fünfeck  ist  in  Fig.  28  nebst  der  ihm  zugehörigen 
vollständigen  Figur  in  drei  Grössen  gezeichnet:  Als  Fünfeck 
1'  2' .  .  .  .0',  für  welches  p  <  >"  ist,  als  l^nfeck  1"  2".  .  .  5",  für 
welches  p  zwischen  r  luid  >•,  cos  36°  liegt,  und  als  Fünfeck 
Y"  2'" .  .  .  b'",  für  welches  q  >  r,  cos  36"  ist.  Dabei  ist  r^  cos  36"  der  Radius  des  einbeschriebenen  Kreises 
eines  Fünfecks  erster  Art,  dessen  Ecken  mit  denen  des  festen  Fünfecks  zweiter  Art  zusammenfallen. 
Durch  Kombination   der  Kanten   der  festen  und  der  beweglichen  vollständigen  Figur  entstehen  nun  in  den 


Fig.  28. 


1)  Hess  I,  S.  696. 


2)  Hess  I,  §  26—28,  S.  720—730. 
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genannten  drei  Fällen  die  folgenden  gleicheckigen  Zehnecke.  Das  Fünfeck  1'  2'.  .  .  5'  stumpft  die  Ecken  des 
Fünfecks  12  3  4  5  ab,  so  dass  ein  gleicheckiges  Zehneck  erster  Art  a  ß  y  .  .  .  d- 1  x,  (wie  Fig.  7,  Taf.  I) 
entsteht,  so  lange  p'  <  r  bleibt.  Für  q'  =  q  ergiebt  sich  ein  regelmäfsiges  Zehneck.  Wii-d  p'  >  r,  z.  B.  für 
das  Fünfeck  1"2"...5",  so  geht  das  bisher  erhaltene  Zehneck  erster  Art  in  ein  iuverses  Zehneck  erster 
Ai't  ahc...hik  über,  oder,  mit  Vertauschung  der  beiden  Seiten  der  Kanten  des  festen  Fünfecks,  in  ein 
Zehneck  der  vierten  Art  der  Form  Fig.  13,  Taf.  I.  Zugleich  ergeben  die  Kanten  der  vollständigen  Figuren 
des  festen  und  des  beweglichen  Fünfecks  für  alle  bisher  zulässigen  Werte  von  q'  bis  p'  =  )\  cos  36*  auch  die 
zweite  Varietät  des  Zehnecks  dritter  Art  (Fig.  11,  Taf  I).  In  Fig.  28  ergiebt  z.  B.  die  vollständige  Figur 
von  1'2'...5'  mit  der  vollständigen  Figur  des  festen  Fünfecks  das  Zehneck  AB  C .  .  .  H  J  K.  Wird 
p' >  r^  cos  36",  wie  für  das  Fünfeck  1'"  2'".  . .  5"',  so  ergiebt  sich  erstens  in  A' B' C .  .  .  H' J'  K'  das 
Zehneck  dritter  Art  Fig.  12,  Taf.  I,  und  zweitens  in  L  M  N .  .  .  S  T  U  da.a  Zehneck  vierter  Art  Fig.  14, 
Taf  I.  Für  das  Intervall  >\  cos  36"  <  p'  <  oo  resultieren  keine  weiteren  Zehnecke  andrer  Art  und  Varietät. 
Lässt  man  aber  nun  p'  negative  Werte  annehmen,  so  dass  das  veränderliche  Fünfeck  die  in  Fig.  29  gezeichnete 
Gestalt  und  Lagen  annimmt  (es  erscheint  gegen  die  früheren  Lagen 
um  n  gedreht),  so  erhält  man  die  noch  fehlenden  Arten  und 
Varietäten  des  gleicheckigen  Zehnecks  für  p'  (absolut  genommen!) 
in  den  Intervallen  oo  >  p'  >  rj,  r^  >  p'>  p,  p'<  p-  Für  p'>/"i 
ergiebt  das  Fünfeck  1"'  2'" .  .  .  5'"  (Fig.  29)  mit  der  vollständigen 
Figur  des  festen  Fünfecks  das  Zehneck  dritter  kii  LMN  ...S  T  U 
der  Gestalt  Fig.  10,  Taf.  I.  Für  p'  zwischen  >\  und  p  stumpft 
das  Fünfeck  erster  Art  1"  2" .  . .  5"  die  Ecken  des  festen  Fünfecks 
zweiter  Art  ab,  so  dass  das  gleicheckige  Zehneck  zweiter  Art 
ah  c  . .  .h  ik  (s.  auch  Fig.  8,  Taf  I)  entsteht.  Für  p'  <  p  ergiebt 
die  Kombination  der  vollständigen  Figuren  des  festen  und  beweg- 
lichen Fünfecks,  letzteres  in  Fig.  29  durch  V2'...b'  bestimmt, 
das  gleicheckige  Zehneck  vierter  Art  A  B  C  .  .  .  H  J  K  der 
Varietät  Fig.  15,  Taf  I.  Hiermit  sind  aber  alle  möglichen  Arten 
und  Varietäten  des  gleicheckigen  Zehnecks  erschöpft.  Drückt 
man  die  zur  Charakterisierung   bisher  mit  verwandten  Grössen  r 

Q  und  rj  =  — =20  ■  Q>  ^^^  setzt,  wie  eingangs  bemerkt,  p'  =  rp, 


Fig.   ä9. 


und  r^  durch  p  aus,  nämlich  r  ■ 


cos  36» 


so  ergiebt  sich  nach  den  Werten  von  r  folgende  Übersicht. 


Man  erhält  für 


s.  Fig.  28. 


cos  36» 


cos  36"  <  T  <  ;;;;^  oder  0,809  ■  •  ■  <  t  <  1,236  •  •  •     das  Zehneck    erster  Art  Fig.  7,  Taf.  I 

und     das         „         dritter  Art  Fig.  11,  Taf.  I. 
(Für  T  =  1  das  regelmässige  Zehneck.) 

^    ^<x<  ^^^°  oder  1,236  •  •  •  <  r  <  2,618  •  •  •    das  Zehneck  vierter  Art  Fig.  13,  Taf  I 


cos  72» 


cos  72» 


<T<  OO 


oder  2,618 


<T  <  oo 


und     das 

das 
und     das 


di-itter  Art  Fig.  11,  Taf  I. 

di-itter  Art  Fig.  12,  Taf  I 
vierter  Art  Fig.  'l4,  Taf  I. 


8.  Fig.  29. 


oo  <T  < 


1 


oder  —  oo  <  t  <  —  3,236  das 


1 


cos  72 

-1<T 


,<r< 


cos  72» 

1  oder  —  3,236  <  t  <  —  1    das 

das 


cb-itter  Art  Fig.  10,  Taf.  I. 
zweiter  Art  Fig.  8,  Taf.  L 
vierter  Art  Fig.  15,  Taf  I. 
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33.  Erste  Art  der  Entstehün«:  der  gleichkautigen  Vielecke.  Die  Reziprozität.  In  den  Nrn.  13  und  20 
befindet  sich  die  Definition  des  («-|-«)-eckigen  gleichkantigen  2/(-kants  als  eines  Vieleckes  von  gerader  Kauten- 
zahl  mit  gleichen  Kanten  und  abwechselnd  gleichen  Ecken  (Winkeln).  Dasselbe  besitzt  darnach,  einen  ein- 
ieschri ebenen  und  zicei  timbesckriehene  Kreise;  die  letzteren  tragen  die  abwechselnden  Ecken  des  Vielecks. 
Es  wird  also  iimgekehi-t  ein  solches  2w-kant  zunächst  erhalten,  wenn  man  auf  einem  Kreise  in  zweimal  je 
«  Pimkten  1,  2,'.  .  .  n  und  1',  2',  .  .  .  n',  die  die  Ecken  von  zwei  regulären  «-ecken  bilden,  die  Tangenten 
zieht.  Die  Tangenten  der  ersten  Punktreihe  mit  den  Tangenten  der  zweiten  Punktreihe  ergeben  in  ihren 
passend  kombinierten  Schnittpunkten  die  Ecken  der  verschiedenen  Arten  des  (»« -|-  •K)-eckigen  gleichkantigen 
2M-kants.  Die  verschiedenen  Varietäten  ergeben  sich,  wenn  der  Anfangspunkt  imd  damit  sämtliche  Pimkte 
der  zweiten  Punktreihe  ihre  Lage  auf  der  Kreisperipherie  gegen  die  erste  Punktreihe  ändern,  d.  h.  —  die 
Botren  11',  22',  .  .  .  gleich  ^^-6  gesetzt  —  wenn  man  der  Veränderlichen  6  Werte  zwischen  0  und  1,  1 
und  2  u.  s.  w.  beilegt.  Von  den  sämtlichen  n{2n  —  1)  Schnittpunkten  der  2«  Tangenten  kommen  die 
Schnittpunkte  der  n  Tangenten  erster  Art  1,  2,  .  .  .  n  unter  sich,  ebenso  wie  die  Schnittpunkte  der  n  Tangenten 

M  — 1 


zweiter    Art    1',  2', 


unter    sich,    die    je    ein    vollständiges    reguläres    w-kant    der    Eckenzahl    n  ■ 


bilden,  in  den  zu  betrachtenden  gleichkantigen  Figuren  nur  als  Doppelpunkte  in  Betracht.  Die  n-  Schnitt- 
punkte der  Tangenten  erster  mid  zweiter  Art  bilden  die  Eckpunkte  der  gleichkantigen  2M-kante  und 
grup2»eren  sich  n-mal  zu  je  n  so,  dass  n  zusammengehörige,  auf  einem  um  den  festen  Mitteqmnht  beschriebenen 
Kreise  liegend,  dessen  Peripherie  in  n  gleiche  Teile  teilen.  Jeder  dieser  n  Punkte  (Ecken)  eines  bestimmten 
Kreises  lässt  zweierlei  Auffassung  zu,  je  nachdem  er  der  Schnitt  einer  Tangente  erster  Art  p  mit  einer 
Tangeute  zweiter  Art  q,  oder  der  Schnitt  einer  Tangente  zweiter  Art  p'  mit  einer  Tangente  erster  Art  q  ist. 
Versteht  man  unter  einer  y^""  Ecke  oder  kmz  Ecke  p  die  durch  die  Tangenten  in  1  und  p'  erzeugte  und 
alle  mit  ihr  auf  demselben  Kreise  liegenden  Ecken,  so  kann  man  die  in  Nr.  21  gegebene  erste  Zusammen- 
stellung sofort  wieder  benutzen:  Es  sind  darnach  allgemein  die  Eden  p  die  Schnittpunhte  der  Tangenten  in 
den  Punkten  m   und  in  den  Punkten  p  -\-  m  —  l'  (wobei  zu  berücksichtigen  ist,  dass  die  Tangenten  n  -\-  k 

und  X   identisch   sind).     Diese  Ecken  p  liegen  auf   einem  Kreise,   dessen  Radius   »^  = —  ist. 

cos  (b  —  1  -f-  c)  — 

Dieselben  Ecken  lassen  nun  noch  eine  zweite  Auffassung  zu.  Unter  der  Ecke  p'  versteht  man  die  durch 
die  Tangenten  in  1'  imd  p  -\-  l  erzeugte  imd  aUe  mit  ihr  auf  demselben  Kreise  liegenden  Ecken,  allgemein 


also  die  Schnittpunkte  der  Tangenten  in  m'  und  p  -{-  tn,  welche  auf  dem  Kreise  vom  Radius  r^ 


cos  ( n'  —  o)  -  - 
n 


liegen.     Es  sind  also  die  Ecken  p  identisch  mit  den  Ecken  w  -|-  1  — p  ,  imd  es  ist  dabei  r^^-^^j^'  =  — r^. 

Setzt  man  nun  das  bisher  Gesagte  neben  die  Betrachtungen  von  Nr.  21,  so  ersieht  man  sofort  die 

Reziprozität  der  beiden  Entstehungsweisen   der   gleicheckigen  und  der  gleichkantigen  Polygone  in  Beziehung 

auf  den  festen  Kreis  vom  Radius  r  als  Direktrix.  Die  Berührungspunkte  1, 2, ...»; 
r, 2', ...>i'  der  beiden  Tangeutenreüien  sind  dieselben  Punkte,  welche  dort  als 
Ecken  der  gleicheckigen  Polygone  auftraten.  Die  Ecken  der  2  «kante,  d.  h.  die 
Schnittpimkte  der  «  ersten  und  «  zweiten  Tangenten,  sind  die  Pole  zu  den 
Verbindungslinien  der  «  ersten  und  «  zweiten  Punkte  des  festen  Kreises, 
d.  h.  zu  den  Kanten  des  gleicheckigen  2«-ecks,  als  Polaren.  „Den  Ecken  der 
gleicheckigen  Figuren  entsprechen  hiernach  die  Kanten  der  gleichkantigen  in 
der  Weise,  dass,  wenn  eine  Kante  der  gleicheckigen  Figur  durch  Drehung  den 
Umfangswinkel  der  Ecke  beschreibt,  der  entsprechende  Eckpunkt  der  gleich- 
kantigen Figur,  welcher  der  Pol  jener  Kante  ist,  die  Kante  der  gleichkantigen 
Figur  beschreibt  (und  umgekehrt).  Es  entsprechen  den  abwechselnd  gleichen  Kauten  der  gleicheckigeu  Figur 
die  abwechselnd  gleichen  Ecken  der  gleichkantigen.  Den  Diagonalen  der  einen  Figur  entsprechen  die  Schnitt- 
punkte der  zugehörigen  Kanten  in  der  andern  Figur  und  umgekehrt."    Femer  ist  folgendes  zu  beachten.    Wie 


Fig.  -M. 


34.    üleichkantige  2»!-kante  der  Art  a  <C  — -^—  bez.   --- •  S7 


einer  Kante  p  als  Kante  n -\-  1  — p  entgegengesetzte  Richtung  zukam,  so  ist  die  Ecke  p  die  Ergänzung 
der  Ecke  n  -\-  \  — p  zu  2n.  Während  nämlich  (Figur  30,  Seite  30)  ein  die  Kante  p  beschreibender  Punkt 
von  1  nach  p'  wandert,  dreht  sich  die  Tangente  1  um  den  Winkel  u  in  die  Richtung  der  Tangente  in  p' 
(s.  die  Entwickelungen  von  Nr.  10).  Während  ein  Punkt  aber  dieselbe  Kante  als  Kante  n  +1  — p  von  p  nach 
1  durchwandert  —  zu  ihr  gehört  als  Centriwinkel  c  die  Ergän7Aing  des  vorigen  c  zm  2%  (s.  Nr.  22)  — 
dreht  sich  die  Tangente  in  p  um  den  Winkel  ii,  welcher  u  zu  2;r  ergänzt,  in  die  Lage  der  Tangente  1, 
womit  die  obige  Behauptung  bewiesen  ist  und  zugleich  die  Richtigkeit  der  Gleichung  r^_^^_-'  =  —  r^  erhellt. 
Die  Art  a  der  durch  Polarisierung  der  gleicheckigen  erhaltenen  gleichkantigen  Figur  bleibt  dabei 
dieselbe,  aber  die  Reziprozität  ist  nur  eine  vmgestörte,  wenn  der  Umfangswinkel  der  gleicheckigen  Figur  das 
Kreiscentrum  ausschliesst,   bez.   der  Innenwinkel  es  einschliesst.     Es  sind  deshalb  in  Nr.  34  und  Nr.  35  die 

Fälle  a  <  ^       ,  bez.  -^  und  a  =  ""^•^  wieder  unterschieden,  da  eben  im  zweiten  Falle  zwei  Gruppen  getrennt 
zu  behandeln  waren. 

34.  Gleichkautige  2  «-kante  der  Art  a  <  "  t  bez.  -^  •  (Vergleiche  hierzu  Nr.  23—28.)  Die  g'" 
Varietät  eines  gleicheckigen  2w-ecks  der  Art  a  kam  durch  Kombination  der  Kanten  q  mit  den  Kanten 
a  —  2+1'  zu  stände  (s.  die  Tabelle  in  Nr.  27).  Die  entsprechende  q^"  Varietät  des  2«-kants  der  Art  a 
entsteht  daher  durch  die  Verbindung  der  Ecken  q  und  a  —  q  -\-  l  ,  welche  die  Pole  jener  Kanten  sind,  und 
die  Verbindung  dieser  Ecken  geschieht  gemäss  derselben  Zalilenreihe  1,  q',  a-\-l,  a-\-  q , .  .  .  n,  q — 1,.. 
_.jj  —  a-\-\,n  —  a-\-q,\,  in  welcher  die  Zahlen  jetzt  die  in  den  zugehörigen  Punkten  des  Kreises 
konstruierten  Tangenten  bedeuten.  Bei  sämtlichen  Varietäten  dieser  2w-kante  liegt  der  Mittelpunkt  des 
Kreises  ausserhalb  des  Umfangswinkels  und  die  Reziprozität  ist  daher  eine  vollständige.    Der  Umfangswinkel 

des   glcicheckigen   2w-ecks   (/""■  Varietät    war    u  ^  {q  —  1  +  <?)  ^^  +  ('^  —  ?  +  1  —  *^-^  n^  ^  "n" '     '^^^    dieser 
Ecke  entsprechende  Kante  des  gleichkantigen  2tt-kants  wird 

.      t  =  /••  [tan  (fy-l+0)|-  + tan  («-(/+ l-ö)'-J] 

oder 

.     an 
r  sm  — 

t  =  ^ 


cos  (n  —  1  +  c)  —  ■  cos  (a  —  q-\-  i  —  c)  — 


Die  Kanten  des  2w-ecks  hatten  die  Werte  K  =  2r  sin  {q—  l  -\-  e)  —  und  K'  =  2r  sin  («  —  g  +  1  —  <>)  —  • 
Die  abwechselnd  gleichen  Umfangswinkel  der  diesen  Kanten  entsprechenden  Ecken  des  2w-kants  sind 

u  =  2(^-l+G)-|,  u'=2(«-?+l-0)^, 

so  dass,  wie  notwendig,  nü  +  nil'  =  2ajc  ist.  An  Stelle  der  beiden  Kreise  mit  den  Radien  q  und  q',  welche 
die  beiden  Kauten  des  2M-ccks  berührten,  treten  hier  die  Kreise  mit  den  Radien  r  und  r',  welche  den  Ecken 
mit  den  Umfangswinkeln  u  und  u'  bez.  umbeschrieben  sind,  und  es  ist 

r  = '■ — —        und 


cos  (g  —  1  +  0)  —  cos  {(t  —  q  -\-  1  —  a)  — 


Den  Diagonalen  Du,  i  und  Dti,  u  der  gleicheckigen  Figur  (d.  h.  den  Verbindungslinien  zweier  nicht  benach- 
barter Ecken),  von  denen  die  ersten  mit  dem  einen  Ende  in  einem  Innen-,  mit  dem  andern  in  einem  Um- 
fangswinkel, die  letzteren  mit  beiden  Enden  in  Umfangswinkeln  liegen,  entsprechen  in  der  gleichkantigen 
Figur  die  Schnittpunkte  zweier  nicht  benachbarter  Kanten,  d.  h.  die  Doppelpunkte  der  Figur,  und  es  bedeuten 
entsprechend  Uu,  l  die  Doppelpunkte,   welche    auf  der   einen  dieser  Kanten,  aber  auf  der  Verlängerung  der 
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andern,  D'u,u  die  Doppelpunkte,  welche  innerhalb  jeder  der  beiden  sich  in  ihm  schneidenden  Kanten 
liegen;  d.  h.  D'u,  u  sind  die  wirklichen  Doppelpunkte  des  gleichkantigen  2«-kants.  Ist  die  Zählweise  dieser 
Punkte  die  entsprechende  der  früheren  Diagonalen  (s.  Nr.  24),  so  erhält  man  als  charaktei-istische  Gleichungen 
für  die  2'"  Varietät  des  gleichkantigen  2w-kauts  der  Art  a 

D'u,  u  =  {a—  1)«  +  2(g—  1)  w  =  (a  +  22  —  3)«,  D'u,  i  =  {a  —  2q+l)n 

und  die  Summe  beider  2(a  —  l)w.  —  Den  Doppelpunkten  ^y,  %^,  &^  der  gleicheckigen  Figur,  welche  als 
Schnittpunkte  der  Kanten  erster  und  zweiter  Anordnung  unter  sich,  bez.  unter  einander  erhalten  wurden, 
entsprechen  in  der  gleichkantigen  Figur  Diagonalen,  welche  mit  beiden  Enden  in  Umfangswinkeln  liegen, 
und  es  verbinden  die  Diagonalen  ■9-/  die  Ecken  der  ersten  Anordnung,  O-g'  die  Ecken  der  zweiten  Anorcbiung 
unter  sieh,  während  die  Diagonalen  ■Q-j'  die  Ecken  der  ersten  und  zweiten  Anordnung  imter  einander  ver- 
binden.    Dann  ist  (s.  Nr.  27  und  28) 

^i'=(g  — l)w,     ^,'=(«  —  3)«,     %.^=2{fi—l)n,     ■&'=*/+*,'+ ^3'=  (a  +  2^  —  3)  h. 

Ebenso  ergeben  sich,  analog  dem  für  die  gleicheckigen  Figuren  Gesagten,  für  das  2w-kant  a'"^  Ai-t  m  -\-  1 
Varietäten,  wenn  a  =  2ni-\-\,  dagegen  tn  Varietäten  für  a  =  2m.  Es  gilt  auch  stets  die  Gleichung 
D'HjU  ^  Q-\  und  die  innerste  ZeUe  des  2w-kants  der  Art  a  hat  den  Koeffizienten  a. 

Als  Beispiele  für  die  in  dieser  Nummer  behandelten  2 w- kante  der  Art  a  <  — ^^  für  ungerades  n 

betrachte  man  die  in  Fig.  31  und  Fig.  32  dargestellten  Viei'zehnkante  der  dritten  Art.  Die  erste  Varietät,  Fig.  31, 
entsteht  durch  Verbindung  der  Ecken  1  mit  den  Ecken  3'.  Die  Ecken  1  sind  die  Schnittpunkte  der  beiden 
Tangenten,   die   den  Kreis  in  den  Punkten  1   und  1'  bez.  2  und  2'  u.  s.  w.   berühren.     Die  Ecken  3'  sind 

O  7 


Fig.  31 
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die  Schnittpunkte  der  Tangenten,  die  den  Kreis  in  den  Punkten  1'  und  4,  bez.  2'  und  ö  u.  s.  w.  berühren. 
Die  Taugeuten  bilden  also  in  der  Reihenfolge  1  1' 4  4' 7  7' 3 3' 6 6' 2 2' 5  5' 1  die  Ecken  des  Vielecks.  Es 
ist  D'u,u  =  2  .1  (die  wirklichen  Doppelpvmkte  des  Vierzeluikants),  /)'«,?"  =  2  .  7 ;  d.  h.  die  thatsäcliliche  Anzahl 
der  Schnittpunkte,  die  auf  einer  Kante,  aber  auf  der  Verlängerung  der  andern  liegen,  ist  4.7  (s.  Nr.  24). 
Endlich  ist  d-i=0,  Q-^^2.1,  %^^=0.  —  Die  zweite  Varietät,  Fig.  32,  entsteht  dm-ch  Verbindung  der 
Ecken  2  mit  den  Ecken  2'.  Die  Ecken  2  sind  die  Schnittpunkte  der  Tangenten  in  den  Punkten  1  und  2', 
2  und  3'  u.  s.  w.;  die  Ecken  2'  sind  die  Schnittpunkte  der  Tangenten  in  l'  und  3,  2'  und  4  u.  s.  w.  Das 
Vielkant  wird  demnach  durch  die  Tangenten  in  der  Reihenfolge  1  2' 45' 7  1' 3  4' G  7' 2  3' 5G'  1  gebildet.  Es 
ist  D'u,  u  =  A.l,  D'u,  i  =  0,  -&/  =  1  .  7,  «-2'  =  1  .  7,  1%'  =2.7,  also  ^  =  4.7.  Ferner  beachte  man  als 
Beispiele  die  Zehnkante  erster  und  zweiter  Art,  Fig.  17  und  Fig.  18  Taf  I,  welche  die  polar-reziproken  Figuren 
zu  Fig.  7  und  Fig.  8  derselben  Tafel  darstellen. 

35.   (ileichkautige  2n-kante  der  Art  a=  ^  2  ^ '    ^  "'"  '^'^  gleicheckigen  2w-ecke  der  Art  ^|-^ 
waren  zwei   Gruppen   zu  unterscheiden.    (Vgl.  Nr.  30.)     Die  erste  Gruppe  war  dadurch  charakterisiert,  dass 


35.    Gleichkantige  2M-kante  der  Art  a  =  — It_£: .  gg 

der  zur  zweiten  Kante  K'  gehörige  Bogen  grösser  als  ein  Halbkreis  war,  so  dass  jeder  Umfangswinkel  den 
Mittelpunkt  des  Kreises  einschloss.  Die  polar- reziproken  2«-kante  zeigen  nun  ein  unvollständiges  duales 
Entsprechen.  (Vergl.  Nr.  10.)  In  Fig.  23,  Taf.  I,  ist  das  gleicheckige  Zehneck  vierter  Art  (wie  Fig.  14)  und 
das  durch  Polarisierung  aus  ihm  erhaltene  Zehnkant  dargestellt.  Der  Kante  erster  Art  1,  2'  des  gleich- 
eckigen Vielecks  als  Polaren  ist  als  Pol  die  durch  den  Schnitt  der  Tangenten  in  1  und  2'  erzeugte  Ecke 
erster  Art  I  zugeordnet.  Der  Kante  zweiter  Art  2' 5  des  gleicheckigen  Vielecks  entspricht  die  Ecke  zweiter 
Art  11,  der  Schnittpunkt  der  Tangenten  in  2'  und  5.  Die  zweiten  Ecken  liegen  also  hier  mit  den  ersten 
Ecken  auf  der  Tangente  auf  derselben  Seite  vom  Berührungspunkte  aus,  xmd  das  Stück  der  Tangente 
das  dem  den  Kreismittelpunkt  einschliessenden  Umfangswinliel  der  gleicheckigen  Figur  entspricht,  enthält 
den  unendlichfernen  Punkt,  ist  also  unendlich  gross,  und  ist  in  dem  Sinne  der  Pfeile  a  zu  durchlaufen.  Der 
Ausdruck  für  die  Kante  ^  ist  nun  in  allgemeiner  Auffassung,  wenn  o  und  co'  die  zu  den  Kanten  K  und  K' 

gehörigen  Centriwinkel  w  =  -^  und  to'^  2  (— ^-^  —  ö)-^  ^'^^^  (vergl.  Nr.  30): 

S  =  .[ta.if-ftan(^t^-.)^g. 

Dieses  S'  wird  hier,  da  m' y- n  ist,  negativ,  und  stellt  die  im  entgegengfseizten  Sinne  durchlaufene  endliche 
Ergänzung  ß  der  unendlich  grossen  Kante  dar.  Fasst  man  diese  Ä  als  Kanten  des  gleichkantigen  2w-kants 
auf,  so  ist  die  andere  Seite  derselben  zu  schraffieren.  In  der  That  findet  sich  für  (heses  schraffierte  Zehn- 
kaut Fig.  23,  Taf  I,  für  welches   die  Zahl  der  überstumpfen  Innenwinkel  bei  II  gleich  5  imd  die  leicht  zu 

bestimmende  Innenwinkelsumme  12jr  ist,  nach  der  Formel  in  Nr.  5  für  die  Art  «  der  Wert  a  =  —     _^  ~ — =4.  — 

Man  vergleiche  hierzu  auch  das  dem  Zehneck  dritter  Art  Fig.  10  reziproke  Zehnkant  dritter  Art  Fig.  19  und  das 
dem  Zehnecke  vierter  Art  Fig.  13  reziproke  Zelmkant  vierter  Art  Fig.  22  derselben  Tafel.  Würde  man  die  ent- 
gegengesetzte Seite  des  Perimeters  schraffieren,  so  wären  diese  Zehnkante  von  der  siebenten  bez.  sechsten  Aj-t. 
Die  Anzahl  der  Doppelpunkte  auf  den  unendlich  grossen  Kanten  der  2w-kante  ist  ebenso  wie 
die  Anzahl  der  Diagonalen,  die  mit  beiden  Enden  in  Umfangs winkeln  der  entsprechenden  gleicheckigcn 
Figuren  liegen,  bei  allen  Varietäten  dieser  ersten  Gruppe  dieselbe.  (S.  Nr.  30.)  Die  Zahl  der  tvirldichen 
Doppelpunkte  auf  den  endlichen  Kanten  des  2M-kants  ist  gleich  der  Zahl  D'i,  i  der  Diagonalen  des 
2w-ecks,  welche  mit  beiden  Enden  in  Innenwinkeln  liegen.  Nun  ist  mit  Berücksichtigung  der  Bedeu- 
tung   der    Zeichen    die    Summe    aller    Diagonalen    des    2w-ecks    D'u,u  -\-  2D'u,  i  -\-  D'i,i  ^  n(2n  —  3), 

also,  da  D'u,  u  =  "  i~~~^'  -^'■"'  ''  ="  ^^"^  '  «  '^^i';  ^  h  '  =  "■  {^^  —  3  +  ^)  —  "  "*"  ^  ~  ^)  ,  imd  dies 
ist  die  wirkliche  Zahl  der  Doppelpunkte  des  2w-kants  mit  endlichen  Kanten.  In  dem  oben  bereits  angeführten 
Zehnkant  dritter  Art  Fig.  19,  Taf.  I,  ist  D'i,  i  =  5,  da  ^  =  1  ist.  Für  die  beiden  Zehnkante  vierter  Art, 
Fig.  22  und  23,  ist  D'i,  i  ^  0,  da,  p  =  3  ist.     Schnittpunkte  der  unendlichen  Kanten  mit  ihren  endlichen 

Ergänzungen,  oder  was  dasselbe  ist,  der  endlichen  Kanten  mit  ihren  Verlängenmgen,  existieren  D'u, i^^^^^^-n, 

also  für  das  Zehnkant  dritter  Art  2.5,  für  jedes  der  Zehnkante  vierter  Art  1  .5,  welche  bekanntlich  immer 
zweifach  zu  rechneu  sind. 

Die  Umfangswinkel  an  den  zweiten  Ecken  dieser  2w-kante  der  Art  ^—^  sind  gleichzeitig  mit  den 

Innenwinkeln  daselbst  überstumpf,  während  Innen-  und  Umfangswinkel  au  den  Ecken  erster  Art  je  kleiner 
als  n  sind.  (S.  Fig.  23:  ^  =  Innenwinkel,  ««  =  Umfangswinkel.)  Den  auf  der  Kante  K'  des  2»-ecks  liegenden 
Doppelpunkten  entsprechen  in  der  gleichkantigen  Figur  solche  Diagonalen,  welche  in  dem  den  überstumpfen 
Umfangswinkel  zu  2%  ergänzenden  Winkel  enden.  Den  auf  der  Kante  K  des  gleicheckigen  2n-ecks  liegenden 
Doppelpunkten  entsprechen  die  in  dem  Umfangswinkel  einer  ersten  Ecke  des  2n-kants  endigenden  Diago- 
nalen. Es  ist  also  sofort  aus  Nr.  30  zu  entnehmen:  ^^  =  [q~\)n,  ^2'=(^^  +  (3 — 1))",  %-^=2{q—l)n. 
Für  das  Zohnkaut  dritter  Art  i.st  somit,   da  /)  =  1,  ^  =  1   ist,  Q^^=(^,  ^/^2-5,  \t.^^0.     Für  die  erste 
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Varietät  des  Zehnkants  vierter  Art  (Fig.  22),  wo  2*  =  3,  q  =  1  ist,  kommt  ■&i'=  0,  •9'2'=  5,  ^3'=  0.  Für 
die  zweite  Varietät  q  =  2  (Fig.  23)  ergeben  die  Formeln  ■9-i'=l-5,  d-2'=2i'>,  d:/=2-b.  Von  den 
Radien  r  und  r'  der  dem  2M-kante  umbeschi-iebenen  Kreise  wird  der  Radius  r'  des  durch  die  Punkte  zweiter 

Art  gehenden  Kreises  negativ,  und  es  giebt  von  dem  2w-kante  der  Art  — ^—  bei  imgeradem  n  3^  ,  bei 
geradem  n  —-  Varietäten,  welche  zu  dieser  (ersten)  Gruppe  gehören. 

Die  zweite  Gruppe  der  2w-kante  der  Ai-t  '— J-^,  die  alle  Varietäten  enthält,  welche  den  in  Nr.  30 

an  zweiter  Stelle  besprochenen  Varietäten  der  zweiten  Gruppe  der  2w-ecke  derselben  Art  polar-reziprok  ent- 
sprechen, bedarf  nun  weiter  keiner  Untersuchung.  Da  das  gegenseitige  Entsprechen  ein  völlig  ungestörtes 
ist,  weil  die  Umfangswinkel  der  gleicheckigen  Figur  den  Kreismittelpunkt  ausschliessen,  sind  die  Betrach- 
tungen denen  in  Nr.  34  analog.  Die  Werte  von  D'u,u  und  D'u,  i  stimmen  mit  den  Werten  von  Du,u 
nnd  Du,i  übereia,  ebenso  wie  d-j',  O-j',  d-.^'  mit  Q-y,  Q-.^,  &.^.  Es  besteht  wieder  die  Relation  D'u,  u  =  ^', 
welche  für  die  2w-kante  der  ersten  Grappe  imgiütig  geworden  war.  Als  Beispiele  beachte  man  die  Zehn- 
kante dritter  Art  Fig.  20  und  Fig.  21,  Taf.  I,  welche  den  Zehnecken  Fig.  11  und  Fig.  12  ders.  Tafel  polar- 
reziprok zugeordnet  sind;  ferner  das  Zehnkant  vierter  Art  Fig.  24,  welches  reziprok  zu  dem  Zelmecke  Fig.  15 

ist.  Die  innerste  Zelle  jedes  solchen  2M-kants  aus  der  zweiten  Gruppe  besitzt  den  Koeffizienten  «  =  —,,"-, 
ebenso  wie  die  innerste  Zelle  des  ihm  zugeordneten  2«-ecks. 

Zum  Sclilusse  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  deu  früher  bei  den  gleicheckigen  Figuren  unter- 
schiedenen inversen  2 w- ecken  solche  uneigeutliche  gleichkautige  2 «kaute  entsprechen,  die  man  aus  den 
eigentlichen  2w-kanten  dadurch  erhält,  dass  man  an  n  Ecken  die  Umfangswinkel  durch  ihre  Ergänzungen 
zu  2jt  ersetzt. 

36.  Zweite  Art  der  Entstehung  der  gleichkautigen  Vielecke.  Wie  in  Nr.  32  jedes  gleicheckige 
2w-eck  als  Kombinationsgestalt  zweier  regulären  «-ecke  bestimmter  Art  dargestellt  wurde,  so  lassen  auch 
die  gleichkantigen  2w-kante  eine  zweite  Art  der  Entstehung,  welche  jener  entsprechend  ist,  erkeimen.  Auch 
jedes  2w-kant  ist  eine  Kombinationsgestalt  zweier  konzentrisch  liegenden  regulären  «.-kante  (d.  h.  also  zweier 
regelmässigen  w-ecke),  von  denen  das  eine  fest,  das  andere  veränderlich  ist.  Man  erhält  es,  wenn  man 
die  beiden  Ecken  an  den  Enden  einer  Kante  des  festen  «ecks  mit  einer  Ecke  des  veränderlichen  «-ecks 
durch  Gerade  verbindet.  Dies  lässt  sich  auch  so  ausdrücken:  Wälüt  man  auf  zwei  konzentrischen  Kreisen 
(welche  dann  als  die  beiden  in  Nr.  33  besprochenen  umbeschriebenen  Kreise  des  2)i-kants  erscheinen)  je 
n  Punkte,  welche  wie  die  Ecken  je  eines  regelmässigen  «-ecks  liegen,  so,  dass  die  beiden  /«-ecke  entweder 

ähnlich  liegen  oder  das  eine  gegen  das  andere  um  den  Winkel        gedreht  erscheint,  und  verbindet  inan  je 

einen  Punkt  des  ersten  Kreises  mit  je  zwei  Punkten  des  zweiten  Kreises  durch  gleich  grosse  Strecken,  so 
bilden  diese  bei  veränderlichem  Radius  des  '/weiten  Kreises  sämtliche  Varietäten  und  Arten  des  2»^-kants.  Es 
kann  dies  an  den  Zehnkanten  Fig.  17 — 24,  Taf  I  leicht  verfolgt  Averden.  Die  beiden,  von  den  Ecken  I, 
bez.  II  gebildeten  regulären  Fünfecke  sind  in  den  Fig.  18,  19  und  24  ähnlich  gelegen,  in  den  übrigen  um 

den  Winkel  —  gegen  einander  gedreht.    Diese  Art  der  Entstehung  ermöglicht  ein  bequemeres  Zeichnen  der 

2w-kante  und  ist  wegen  ihrer  Anschaulichkeit  bemerkenswert.  Ihr  Zusammenhang  mit  der  in  Nr.  32 
besprochenen  Entstehung  der  gleicheckigen  Figuren  erhellt  leicht,  wenn  man,  unter  r  bez.  rr  die  Radien 
der  beiden  dem  festen  bez.  veränderlichen  w-eck  umbeschriebenen  Kreise  verstehend,  der  Variabelu  t  wie 
dort  alle  zulässigen  Werte  erteilt;  doch  soll  hierauf  nicht  weiter  eingegangen  werden.  War  die  Entstehung 
der  gleicheckigen  2w-ecke  aus  den  regelmässigen  «-ecken  in  Nr.  32  als  durch  Ahstumpfun;!  der  Ecken  dieser 
letzteren  bezeichnet,  so  kann  man  sagen,  die  2«.-kante  entstehen  aus  den  regelmässigen  «-ecken  durcli 
Zuschärfung  der  Kanten  (s.  hierzu  Fig.  17,  Taf  I,  wo  das  äussere  Fünfeck  dasjenige  ist,  aus  welchem  durch 
Zuschärfung  der  Kanten  das  Zehnkant  erster  Art  entsteht),  wobei  diese  Zuschärfung  aber  auch  eine  negative 
werden  kann. 
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37.  Die  regnläreu  sphärischen  Polygoue.')  Ein  reguläres  sphärisches  «-eck  i  erster  Art)  wird 
erhalten,  wenn  man  die  aufeinander  folgenden  Teilpunkte  eines  in  n  gleiche  Teile  geteilten  kleineu  Kugel- 
kreises durch  Hauptkreisbogen  (d.  h.  Bogen  grösster  Kreise  der  Kugel)  verbindet.  Das  sphärische  w-eck 
besitzt  dann  n  gleiche  (sphärische)  Kanten  cc  (d.  h.  die  Ceutriwinkel  der  Bogen)  und  n  gleiche  Innenwinkel  A, 
und  es  werde  «  und  Ä  kleiner  als  zwei  Rechte  vorausgesetzt,  d.  h.  es  sollen  nur  sogenannte  gemeine  sphärische 
Polygone  berücksichtigt  werden.  Die  n  vom  sphärischen  Mittelpunkte  des  kleinen  Kugelkreises,  d.  i.  vom 
Mittelpunkte  des  Polygones  nach  dessen  Eckpunkten  gehenden  Radien  stellen  ein  System  von  n  unter  Winkeln 

von  —  geneigten  Haupthalbkreisen  dar;  ebenso  bilden  die  n  vom  Mittelpunkte  nach  den  Mitten  der  Kanten 

gehenden  Radien  des  dem  w-eck  einbeschriebenen   lu-eises   ein   solches   System,   das   aus  dem  ersten   durch 

Drehung  um  —   um  den   Kugelradius   des  Kreismittelpunktes  als  Achse   erhalten    wird.     Ist    7i   gerade,    so 

fallen  bei  beiden  Systemen  je  zwei  gegenüberliegende  Radien  in  einem  Hauptkreise  zusammen.  Ist  n 
ungerade,  so  fällt  ein  Radius  des  einen  Systems  mit  einem  gegenüberliegenden  Radius  des  andern  Systems 
in  einen  Hauptkreis.  In  jedem  Falle  wird  das  sphärische  n-eck  durch  n  Hauptkreise,  gegen  welche  es 
symmetrisch  liegt,  in  2«  rechtwinklige  sphärische  Dreiecke  zerlegt,  von  denen  je  zwei  benachbarte  in  Bezug 
auf  den  zwischen  ihnen  liegenden  Hauptkreis  symmetrisch  sind.  In  jedem  dieser  rechtwinkligen  Dreiecke 
sind  die  Kanten  B  (Radius  des  umbeschriebeneu  Kreises  des  «-ecks),  P  (Radius  des  einbeschriebenen  Kreises) 

imd  — ,  die  spitzen  Winkel  —  und  — ,  und  es  bestehen  nach  den  Elementen  der  sphäiischen  Trigonometrie 

zwischen  diesen  Stücken  des  rechtwinkligen  Dreiecks  und  damit  für  das  w-eck  die  Beziehungen: 

.                                                 tan  —  .  ^ 

cos  —  •  sm  -X-  =  cos  — ,        tau  n  = r- ,        cos  n  =  cot  —  •  cot  — ,         tau  t  =  tan  — -  •  sm  — , 

2  2  M  '  J.  '  w  2  '  2  2' 

cos  — 

sin  P  =  cot  —  •  tan  — - ,         E  =  nÄ  —  (n  —  2)n, 

wobei  E  den  sphärischen  Exzess  bedeutet.-) 

Man  erhält  also  nach  dem  Gesagten  ein  reguläres  «-eck  (erster  Art),  wenn  man  auf  n  unter  gleichen 

Winkehi  ^^  in  einem  Punkte  geneigten  Haupthalbkreisen  von  diesem  aus  gleiche  Bogen  B  abschneidet  und 

die  aufeinander  folgenden  Punkte  durch  Hauptkreisbogen  verbindet.  Ein  reguläres  sphärisches  M-eck  der 
^te.i  ^j.^  (sternförmiges  w-eck  der  Art  a)  wird  erhalten,  wemi  man  jeden  Punkt  erst  mit  dem  (a  -\-  1)'*" 

darauf  folgenden  verbindet. ')     Dabei   muss  für  gerades  n  a^  ,  für  ungerades  n  a  ^  —- —  sein.     Ist 

a  relativ  prim  zu  w,   so  ergeben  sich  kontinuierliche  w-ecke,  andernfalls  besteht  das  «-eck  aus  regelmässig 


1)  Vergl.  für  diese  und  die  folgende  Nummer:  E.  Hess,  Einleitung  in  die  Lehre  von  der  Kugelteilung,  Leipzig  1883, 
S.  8 — 15.  Wir  zitieren  dieses  Werk  künftig  als  Hess  H.  S.  auch  Meier  Hirsch,  Sammlung  geometrischer  Aufgaben,  2.  Teil, 
Berlin  1807,  S.  61  ff. 

2)  Der  Inhalt  eines  sphärischen  Dreiecks  mit  den  Winkeln  ^,  7?,  C  ist  bekanntlich,  wenn  0  die  Kugeloberfläche 

bezeichnet,  — ~ ^ •  -— -,  d.  h.  der  Inhalt  eines  sphärischen  Dreiecks  verhält  sich  zur  Halbkugel  wie  sein  sogenannter 

sphärischer  Exzess  E  =  A-\-Ii-\-C  —  n  zu   2n;.     Baltzer,    Elemente  H,  S.  332.     Teilt    man    ein    beliebiges    sphärisches 
Polygon   durch  Diagonalen    von   einer  Ecke  aus  in  n  —  2  Dreiecke  und  wendet  den  eben  zitierten   Satz  auf  jedes   dieser 

Dreiecke  an,  so  erhält  man  durch  Summation  für  die  Fläche  des  «-ecks,  wenn  w  dessen  Winkelsumme  ist,  ^ 

2jr  2 

(Girards  Theorem).    Man  bezeichnet  tv  —  («  —  2)  .  jt  =  E,  d.  h.  den  Überschuss  der  Winkelsumme  des  sphärischen  n-ecks 

über  die  Summe  der  Winkel  des  entsprechenden  ebenen  w-ecks  auch  hier  als  sphärischen  Exzess  des  Polygons. 

3)  Oder  auch,  indem  man  die  Kanten  des  w-ecks  erster  Art  verlängert,  d.  h.  die  sie  bildenden  Hauptkreisbogen  bis 
zu  den  erneuten  Schnittpunkten  verfolgt. 

IJrückuer,  Vielecke  und  Violflacho.  6 
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sich  kreuzenden  m'- ecken  von  niederer  als  a*"  Art.')     Für  das  «-eck  a^"  Art  gelten  die  den  obigen  analog 

a  A 

abzuleitenden  Relationen:  cos  -^  •  sin  -^  =  cos  a  —  u.  s.  w.  und  es  ist:  Ea  =  n  •  Äa  —  {n  —  2a)  ■  :i. 

Die  Polarfigur  eines  regulären  sphärisclien  w-ecks  ist  ein  zu  diesem  konzentrisches  sphärisches  »t-eck 
derselben  Art.  Die  seine  Kanten  bildenden  Hauptkreise  sind  die  Aquatoren  zu  den  Ecken  des  ursprüng- 
lichen als  Polen;  seine  Ecken  sind  die  Pole  zu  den  Hauptkreisen  der  Kauten  des  ursprünglichen  w-ecks  als 
Aquatoren.    Bedeuten  also  «',  A',  P',  R',  E'  die  den  früheren  entsprechenden  Grössen  für  dieses  neue  w-eck, 

so  ist  «'  +  J^  =  --t ,  (c  -\-  A'  =  n,  P'  -\-  R  =  ^ ,  P  -f  ii'  =  Y  ,  und  man  findet  leicht  E'=2%  —  n-a.    Die 

regulären  sphärischen  Polygone  sind  zugleich  gleicheckig  und  gleichkantig. 

38.  Die  halbregnlären  sphärischen  Polygone.  Ein  halbreguläres  sphärisches  Polygon  ist  entweder 
nur  gleicheckig  oder  nur  gleichhintig,  was  nach  dem  früher  für  ebene  Polygone  Gesagten  keiner  Erläuterung 
bedarf  Im  ersten  Falle  liegen  die  n  +  n  Ecken,  im  zweiten  Falle  die  Mittelpunkte  der  n  -\-  n  Kanten  auf 
einem  kleinen  Kugelki-eise.     Die  eine  Figur  ist  die  Polarfigur  der  andern. 

Ein  glcichecJiiges  Polygon  (erster  Ai-t )  wird  erhalten,  wenn  man  von  dem  gemeinschaftlichen  Schnitt- 

punkte  zweier  Systeme  von  je  n  unter  gleichen  Winkeln  ^^    gegen     einander    geneigten    Haupthalbkreiseu, 

2  TT    ' 

wobei   das  eine   System   aus   dem   andern   durch  Drehung  um    a-^^(0  <(?<!)    um    den   Kugelradius    des 

Schnittpunktes  entsteht,  auf  den  Haupthalbkreisen  gleiche  Bogen  B  abschneidet,  und  die  aufeinander  folgenden 
Endpunkte  der  Bogen  durch  Hauptkreisbogen  verbindet.  Das  entstandene  («  -j-  »«)-kantige  gleicheckige 
2w-eck  hat  2n  gleiche  Winkel  A,  n  Kanten  «^  und  n  Kanten  u.^  und  zwei  einbeschriebene  Kreise  von  den 
Radien  Pj  und  P., ,  welche  die  Kanten  «j  bez.  «.,  in  den  Mittelpunkten  berühren.  Die  2n  Ecken  zerfallen 
in  je  n  und  n  unter  sich  kongruente,  gegen  einander  aber  nur  symmetrisch-gleiche  (^spiegelbildlich-gleiche) 
Ecken,  und  jeder  Winkel  A  wii-d  duixh  den  Radius  seiner  Ecke  in  zwei  ungleiche  Teile  J.^  und  A^  (an  den 
Kanten  «^  imd  «j)  geteilt.^) 

Die  Polarfigur  eines  solchen  2M-ecks,  ein  ghichliantiges  (n -{- H)-eckiges  2n-Jcaiif,  wird  erhalten,  indem 
man   durch  jeden  Pimkt   zweier  Systeme  von  n  Punkten,  welche   die  Peripherie   eines  Ki-eises   in.  n  gleiche 

2  TT 

Teile  teilen,  und  von  denen  das  eine  aus  dem  andern  durch  Drehimg  um  6^  um  die  Mittelnormale  dieses 

Kreises  erhalten  wird,  einen  Hauptkreis  unter  demselben  Winkel  R,  also  senkrecht  zu  je  einem  Eckradius 
des  gleickeckigen  Polygons  legt.^)  Die  aufeinander  folgenden  Sclmittpunkte  je  zweier  Hauptkreise  bilden 
die  Eckpunkte  der  gleichen  Kanten  «'  des  2«-kants  mit  abwechselnd  gleichen  Winkeln  A/  und  A^'.  Jede 
Kante  a  wird  durch  den  Radius  P'  des  einbesclu-iebeneu  Kreises  in  zwei  ungleiche  Teile  «j'  und  a^'  geteilt, 
und  die  beiden  Arten  von  Ecken,  deren  Winkel  A^'  bez.  A^'  sind,  liegen  auf  konzentrischen  umbeschi'iebenen 
Kreisen  mit  den  Radien  P/  bez.  R..'.    Diese  Grössen  stehen  mit  den  angeführten  des  gleicheckigen  2«-eeks  in 

den  Beziehungen:  P '  +  P  =  -^ ,  u'  -{-  A  =  jt ,  u^'  -\-  A^  =  ^ ,  «/  +  A  =  v >  ^i'  +  «i  =  ^«^ >  ^i  +  «»  =  ^ , 
Pj'  -f-  Pj  =  -^ ,  P/  -|-  P„  =  -^  •  Unter  Berücksichtigung  dieser  Gleichungen  leitet  num  leicht  durch  Betrach- 
tung der  in  den  gleicheckigen  und  gleichkantigen  Polygonen  auftretenden  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke, 
die  durch  die  Radien  der  ein-  und  umbeschriebenen  Kreise  gebildet  werden,  die  Relationen^)  ab: 


1)  Vergl.  Nr.  15  über  die  ebenen  regelmässigen  n-ecke. 

2)  Dasselbe  2n-eck  wird  auch  als  Kombination  zweier  regulärer  «-ecke  erhalten,  von  denen  das  eine  durch  seine 
Kanten  die  Ecken  des  andern  gleichmässig  imA  gerade  abstumpft.    Vergl.  das  für  die  ebenen  2n-ecke  in  Nr.  32  Gesagte. 

'A)  Oder:   Das   2«-kant  ist  eine   solche  Kombination    zweier  konzentrischen  regulären  «-ecke,  bei  der  die    Eck- 
punkte des  einen  auf  den  gleichmässig  verlängerten  nach  den  Kantenmitten  des  andern  gehenden  Radien  liegen.   Vergl.  Nr.  36. 
4)  S.  Hess  II,  S,  13. 


38.  Die  halbregulären  sphärischen  Polygone.     39.    Geschichtliche  Bemerkungen.    Rückblick  und  Ausblick.  43 

sin  -^  =  COS  —r-  ^  sin  i?  •  sin  0  — ,  cot  A.  =  tan  a,'  =  cos  R  ■  tan  0— , 

22  n  '■  n  ' 

sin  —  ^  cos  — r-  =  sin  E  •  sin  (1  —  ö)  — ,     cot  A,  =  tan  «.,'  ^  cos  R  ■  tan  (1  —  (?)  — , 
2  2  ^  ■    n  '  -  -  ^  '    n  ' 

cos  a  —  =  cos  V  si"  ^1  =  sin  ^  cos  «,'  ^  cot  iJ  •  tan  Pj  =  tan  P  ■  cot  jR/, 
cosfl — ff)—  ^  cos  -f  sin  A,  =  sin  -7-  cos  «/  =  cot  iv  ■  tan  F.,  =  tan  P  •  cot  R.,'. 

Für  6  =  "s"  ergeben  sich  die  Formeln  für  das  reguläre  2H-eck.    Für  E  =  ^  sind  das  gleicheckige  und  das 

ihm  polare  gleichkantige  Polygon  demselben  Kreise  bez.  ein-  und  umbeschrieben. 

Die  gleicheckigen,  sowie  die  gleichkantigen  sphärischen  Polygone  höherer  Art  werden  aus  denen 
erster  Art  in  derselben  Weise  erhalten,  wie  die  ebenen  Polygone  höherer  Art  aus  denen  erster  Ai-t  abgeleitet 
wurden.  Es  giebt  von  ihnen  je  so  viel  kontinuierliche  Arten,  als  es  Primzahlen  zu  n  von  1  bis  n  —  1 
giebt.  Für  bestimmte  Werte  der  Grösse  6  können  diese  Polygone  auch  nicht  konvex  werden  und  Flächen- 
teile mit  negativen  Zellenkoeffizienten  aufweisen.  Es  ist  nicht  schwer,  die  für  die  ebenen  Polygone 
angestellten  Untersuchungen  auf  die  Kugel  zu  übertragen. 

39.  Geschichtliclie  Bemerkuugeu.  Kückblick  nud  Ansblick.  Mit  den  Betrachtungen,  die  über  die 
geradlinigen  ebenen  Gebilde,  soweit  diese  unter  den  Begriff  des  Vielecks  fallen,  in  den  vorhergehenden  Nummern 
angestellt  worden  sind,  ist  deren  Theorie  in  den  Elementen  abgeschlossen,  die  für  das  Verständnis  des  Folgenden 
erforderlich  sind.  Von  besonderer  Wichtigkeit  fanden  vriv  den  Begriff  der  Ai-t  a  des  Vielecks,  die  von  seiner 
Gestalt,  d.  h.  der  Grösse  seiner  Winkel  (Ecken)  abhängig  erkannt  wurde.  Ein  Einblick  in  den  Reichtum  der  Formen 
ergab  sich  namentlich  dui-ch  Berücksichtigung  des  Dualismus,  der  in  der  polar-reziproken  Verwandtschaft  der  Figuren 
sich  aussprach.  Mit  den  bisher  betrachteten  besonderen  Vielecken,  den  regulären,  den  gleieheckigen  und  den  gleich- 
kantigen Polygonen'),  ist  aber  ihr  Gestaltem-eichtum  noch  bei  weitem  nicht  erschöpft.  So  sind  Untersuchungen 
über  die  Synunetrie  der  ebenen  Figuren,  als  fm-  die  fernem  Zwecke  nicht  wesentlich,  nicht  berücksichtigt  worden. 
Doch  auch  in  der  Eichtung  des  Fortschreitens  von  den  regulären  zu  den  halbregulären  Polygonen  ist  noch 
ein  weiterer  Schritt  möglich  zu  Polygonen  mit  mehr  als  zwei  verschiedenen  Arten  von  Kanten  und  Ecken,  die 
sich  wieder  aus  den  gleicheckigen  bez.  gleichkantigen  Figuren  in  analoger  Weise  ableiten  lassen,  wie  diese  aus  den 
regulären  Vielecken.  Die  Untersuchungen  auf  diesem  Gebiete  sind  aber  erst  begonnen  worden  und  zwar  ebenfalls 
von  Hess,  der  solche  Vielecke  höherer  Ai-t  als  Begrenzungsflächen  gewisser  komplizierter  Vielflache  (den  gleicheckig- 
gleichflächigen  Polyedern)  entdeckte  und  kennen  lehrte.  Wir  werden  deshalb  erst  an  dem  betr.  Orte  auf  sie 
zu  sprechen  kommen.  —  Es  ist  nicht  uninteressant  zu  bemerken,  dass  überhaupt  in  neuerer  Zeit  die  Untersuchungen 
der  ebenen  Vielecke  besonderer  Art  vielfach  parallel  laufen  mit  denen  der  Vielflache  besonderen  Charakters,  ja  dass 
oft  die  ersteren  wesentlich  durch  die  letzteren  hervorgerufen  zu  sein  scheinen.  Die  Lehre  von  den  einfachen  regel- 
mässigen Vielecken  ist  ebenso  alt,  wie  die  von  den  einfachen  regelmässigen  Vielflachen;  beide  gehören  bereits  dem 
Altertume  an.  Nach  den  Untersuchungen  Hesseis  über  halbregelmässige,  d.  h.  gleicheckige  oder  gleichflächige 
Polyeder  erster  Art  hat  man  sich  dem  genaueren  Studium  der  halbregulären  Polygone  gewidmet;  die  Kenntnis  dieser 
regte  zur  Behandlung  der  entsprechenden  räumlichen  Gebilde,  der  halbregulären  Sternpol\'eder,  an,  und  zur  Beachtung 
noch  speziellerer  Vielecke,  wie  wir  sie  oben  erwähnten,  wurde  man  bei  Lösung  des  Problems  geführt,  die  gleich- 
eckigen und  zugleich  gleichflächigen  Polyeder  zu  finden.  Die  wichtigsten  hierher  gehörigen  Arbeiten  sind  Hess  zu 
verdanken  und  kommen,  so  weit  sie  noch  nicht  erwähnt  sind,  fernerhin  zur  Sprache.  Es  geht  in  der  That  der 
Fortschritt  auf  dem  Gebiete  der  rämnlichen  Figuren  Hand  in  Hand  mit  dem  der  ebenen.  Die  füi'  die  Betrachtung 
der  ebenen  Figuren  aufgestellten  Definitionen  (Art  der  Figur,  Reziprozität  u.  a.)  werden  dabei  für  das  räumliche 
Gebiet  erweitert.  Es  ist  aber  selbstverständlich,  dass  die  Untersuchung  der  Raumgebilde,  deren  Reichtum  an  Formen, 
verglichen  mit  dem  der  ebenen  Figuren,  ein  weitaus  grösserer  ist,  eine  bedeutende  Anzahl  neuer  Definitionen,  neuer 
Begriffe  bedingt.  Diese  sind  in  den  folgenden  Nummern  zu  geben,  wobei  der  allgemeine  Gang  der  Darstellung, 
soweit  möglich,  parallel  mit  dem  fmheren  laufen  soll.  Der  Reichhaltigkeit  des  Stofles  entsprechend  wird  der  Lehre 
von  den  räumlichen  Gebilden   ein   breiterer  Raum   für  die  Darstellung  zu  widmen  sein. 


1)  Die  der  ersten  Ai't  wurden  von  Hessel  gelegentlich  bei  kiystallographischen  Untersuchungen  definiert.  Vergl.  den 
Artikel  „Krystall"  in  Gehlers  physikalischem  Wörterbuch,  1830,  Bd.  V,  S.  104C.  Das  gleicheckige  2>i-eck  wird  dort  als 
2XM-eck  bezeiclmet.  Später  von  demselben  auch  als  (M  +  n)-eck  in  der  Abhandlung:  übersieht  der  gleicheckigen  Polyeder, 
Marburg  1871,  S.  4.  (Vergl.  Nr.  112  dieses  Buches.)  Die  vollständige  Theorie  der  gleicheckigen  und  gleichkantigen  Vielecke 
gab  Hess  in  der  wiederholt  angeführten  Schrift. 
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C.   Allgemeine  Theorie  der  Yielflaelie. 

40.  Das  vollständige  ränmliclie  «-eck  nud  »-flach.  (Diagonale,  Kautendiagoualpnukt  nnd  -ebene, 
Hauptdiagonalpnnkt  nnd  -ebene.)  Ein  vollständiges  n-eck  im  Baume  besteht  aus  n  Punkten  (Eckpunkten), 
von  denen  im  allgemeinen  keine  vier  in  einerlei  Ebene  liegen,  den  Geraden  (Kanten),  deren  jede  zwei,  und 
den  Ebenen  (Flächen\   deren  jede  drei  von  den  n  Punkten  verbindet.     In  jedem  Eckjiunkte  scbneiden  sieb 

also  n  —  1  Kanten,  in  jeder  Kante  n  —  2  Flächen,  daher  die  Anzahl  aller  Kanten  — ^— ^ — '  und  die  Anzahl 
aller  Flächen  "        ^    T  ~       ist.  —  Ein  vollständiges  n- flach  besteht  aus  n  Ebenen  (Flächen),  von  welchen 

im  allgemeinen  keine  vier  durch  ein  und  denselben  Punkt  gehen,  den  Geraden  (Kanten),  in  deren  jeder 
zwei,  und  den  Punkten  (Eckpunkten),  in  deren  jedem  drei  von  den  n  Ebenen  sich  schneiden.    In  jeder  Fläche 

liegen   darnach  n  —  1  Kanten,   in  jeder  Kante  n  —  2  Eckpunkte,  daher  die   Anzahl   aller  Kanten — - 

und  die  Anzahl  aller  Eclqjunkte  .,    .''' — -  ist.*)     Die  Schnittgeraden  zweier  Ebenen  des  vollständigen 

w-ecks  und  die  Verbindvingsgeraden  zweier  Ecken  des  vollständigen  «-flachs,  welche  nicht  Kanten  des  Gebildes 
sind,  heissen  Diagonalen.  Dabei  ist  eine  Diagonale  erster  Onhiung  des  vollständigen  w-ecks  der  Schnitt  zweier 
diu-ch  dieselbe  Ecke  gehenden,  sich  nicht  in  einer  Kante  schneidenden  Ebenen;  eine  Diagonale  zweiter  Ord- 
nung der  Schnitt  zweier  Ebenen,  welche  keine  Ecke  gemein  haben.  Eine  Diagotwle  erster  Ordnung  des  voll- 
ständigen «-flachs  ist  die  Verbindungslinie  zweier  Ecken,  welche  auf  derselben  Ebene  liegen,  aber  nicht  auf 
einer  Kante;  eine  Diagonale  ziveiter  Ordnung  die  Verbindungslinie  zweier  Ecken,  welche  nicht  auf  derselben 
Ebene  liegen.  Diagonalen  erster  Ordnung  treten  für  n'^ö,  Diagonalen  zweiter  Ordnung  für  « ^  6  auf, 
denn  es  sind  mindestens  sechs  Ecken  [Ebenen]  nötig,  um  zwei  Ebenen  [Ecken]  zu  erzeugen,  welche  keine 
der  n  =  6  Ecken  [Ebenen]  gemeinsam  haben. 

T,.„,n,        T^-  1  ,        ^   1  I  beim    vollständigen     n  -  eck    1      .  ,      .        „ 

Die     Zahl     der     Diagonalen     erster    Ordnung        ,    .  „...,.  n    i   i      ist     in     Summa 

"  [  beim     vollständigen     n  -  flach  J 

1      /  ,N/  -.^  •  o-  /  (A      1  f  gehen]     i   ,  ,,,         ^.  ,         „,  ,  ,.    ( durch  eine  Ecke; 

-nin-l)in-2)in-S){n-Ay,  davon  {f^^^^^j   _(„  -  1)  («  -  2)(«  -  3)  («  -  4)  {^^  ^^^^^  j^bene; 

eg  n  ^  _  ,    —  2    ,  ^  —  4m,     '       .      T-,  ,      •    Die  Zahl  der  Diagonalen  zweiter  Ordnung  ist  (bei  beiden 
es  gehen J    2^  -'^  -    [durch  eme  Ecke)  °  ^         ^ 

^i.-ii     N     1      /  ■.^/         o\/         Q\  •  i\r         -\  ]  (liegen    beim    vollständigen   «-eck   je    [ 

Gebilden)    _  ,^(„  _  !)(„  _  2)(«  -  3)  («  -  4)  («  -  o%    und    es    j^^»^^    ,^^.^    voUständigen    «-flach   je) 

—  f«  —  3)(w  —  4)(m  —  5)  ]  ,  '  .  -r-,  ,  }•  Die  Summe  sämtlicher  Diagonalen  des  voUstänchgen  »-ecks 
6  ^  -^  ^  ^  ^  -^    [  durch  eine  Ecke ) 

wie  des  voUständigen  «-flachs  ist  also  —  («  -|-  4)  « («  —  1)  («  —  2)  («  —  3)  («  —  4). 

Ein  Kantendiagonalpunkt  des  vollständigen  «-ecks  ist  der  Schnittpunkt  einer  Kante  mit  einer  nicht 
durch  sie  gehenden  Ebene,  somit,  da  die  erstere  durch  zwei,  die  letztere  durch  drei  Ecken  des  «-ecks  bestimmt 
ist,  nur  möglich  für  «^5.  Eine  Kantendiago)talehcne  des  vollständigen  «-flachs  ist  eine  Ebene  durch  eine  Kante 

und  eine  nicht  auf  ihr  liegende  Ecke.     Das  vollständige   |     n    ,      besitzt  j^«(^« — 1)(«  —  2)(«  —  3)(h  —  4) 

(Kantendiagonalpunkte.     Durch    einen   Kantendiagonalpunkt   des    vollständigen    «-ecks    gehen [      . 
\ Kantendiagonalebenen.     In  einer  Kantendiagonalebene   des   vollständigen    «-flachs    liegen       ) 

n —  1  I T?  t        (>  "  —  ^  Diagonalen,  wovon  drei  erster,  die  übrigen  «  —  b  zweiter  Ordnung  sind.    Es  liegen 

nämlich  in  einer  Kantendiagonalebene  des  vollständigen  «-flachs  diejenigen  n  —  2  Ecken,  welche  auf  einer 
Kante  liegen  und  auf  dieser   durch   die  n  —  2,   die  Kante  nicht  erzeugenden   übrigen  Ebenen  des  «-flachs 

1)  V.  Staudt,  Geom.  der  Lage,  S.  38. 
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gebildet  sind,  und  überdies  diejenige  Ecke,  welche  mit  der  Kante  zusammen  die  Diagonalebene  bestimmt, 
d.  h.  in  Summe  n  —  1  Ecken.  (Eine  entsprechende  Betrachtung  gilt  für  die  n  —  1  Ebenen  durch  einen 
Kantendiagonalpunkt  des  ToUständigen  w-ecks.)  Bilden  die  Ebenen  E  und  E'  des  vollständigen  «-flachs  die 
Kante  (EE'),  die  Ebenen  Ei,  Eu,  Em.  die  Ecke  (EiEnEm),  und  legt  man  die  Kantendiagonalebene  durch 
diese  Ecke  und  Kante,  so  schneiden  die  drei  Ebenen  Ei,  Eu,  Em  die  Kante  (EE')  in  drei  Punkten,  deren 
Verbindungslinien  mit  der  Ecke  {EiEuEm)  die  drei  Diagonalen  erster  Ordnung  sind,  die  in  der  Kanten- 
diagonalebene  liegen.  Die  übrigen  n  —  5  Ebenen  des  w-flachs  schneiden  die  Hauptdiagonalebene  in  Diago- 
nalen zweiter  Ordnung.  —  Ist  dem  entsprechend  beim  vollständigen  w-eck  ein  Kantendiagonalpunkt  x  der 
Schnitt  der  Kante  ee'  mit  der  Ebene  eienem  (wo  die  e  fünf  Ecken  des  «-ecks  sind),  so  gehen  durch  die 
Kante  ee'  die  drei  Ebenen  ee'ci,  ee'cu,  ee'em,  welche  die  Ebene  eien^m  in  den  drei  Diagonalen  erster 
Ordnung  xci,  xe-a,  xe-m.  schneiden  u.  s.  w.  —  Ein  HmqMiagonalpimlit  des  vollständigen  M-ecks  ist  der 
Schnittpunkt  von  drei  nicht  durch  ein  und  dieselbe  Ecke  gehenden  Ebenen,  von  denen  je  zwei  keine 
Kante  gemein  haben;  in  ihm  schneiden  sich  drei  Diagonalen.  Sind  von  diesen  drei  Diagonalen  3,  2,  1,  0 
erster  Ordnung,  die  übrigen  0,  1,  2,  3  zweiter  Ordnung,  so  heisst  der  Hauptchagonalpimkt  von  der  ersten, 
zweiten,  dritten,  bez.  vierten  Ordnung.  Die  drei  Ebenen  eciCn,  e'eieii,  e'ci'eü  durch  je  drei  von  neun  Eck- 
punkten des  vollständigen  »t-ecks  ergeben  als  Schnitt  drei  Gerade  und  einen  Punkt,  nämlich  den  Haupt- 
diagonalpimkt.  Jede  der  drei  Geraden  ist  der  Schnitt  zweier  Ebenen,  die  keine  Ecke  gemein  haben, 
also  eine  Diagonale  zweiter  Ordnung;  der  Hauptdiagonalpunkt  ist  vierter  Oriluuug.  Ein  solcher  ist  also  nur 
für  w^9  möglich.  Ist  en  identisch  mit  e',  so  schneidet  die  Ebene  eeie'  die  Ebene  e'eieii  in  einer  Geraden 
durch  e',  d.  h.  einer  Diagonale  erster  Ordnung,  während  die  beiden  andern  Diagonalen  von  der  zweiten 
Ordnung  bleiben;  der  Hauptdiagonalpunkt  ist  von  der  dritten  Ordnung  imd  tritt  zuerst  beim  vollständigen 
Achteck  auf.  Wird  ferner  Cn  mit  e"  identisch,  so  wird  auch  die  Diagonale,  welche  Schnittgerade  der  Ebenen 
e'eie"  imd  e"ei"en  ist,  zu  einer  solchen  erster  Ordnimg;  der  Hauptdiagonalpunkt,  der  von  der  zweiten 
Ordnung  ist,  tritt  zunächst  beim  vollständigen  Siebeneck  auf.  Fällt  schliesslich  eü  mit  e  zusammen,  so 
ergeben  die  drei  Ebenen  eeie',  e'eie"  und  e"e'{e  drei  Diagonalen  erster  Ordnimg,  die  sich  in  einem 
Hauptdiagonalpunkt  erster  Ordnung  schneiden,  der  somit  bereits  im  vollständigen  Sechseck  zu  finden  ist.    Die 

Zahl  der  Hauptdiagonalpunkte  erster  Ordnimg  des  vollständigen  H-ecks  ist  -—«(«  — l)(»i—2)(M  —  3)(«—4)(w  — 5), 
die  zweiter  Ordnung  -—  m(h  —  1)  .  .  .  (m  —  6),  dritter  Ordnung  —  >«(« —  1)  .  .  .  (n —  7)  und  vierter  Ordnung 
^«(w-1)...(h  — 8). 

Eine  Hauptdmjowüehene  des  vollständigen  «-flachs  ist  eine  Ebene  durch  cb-ei  Eckpunkte,  von  denen 
keine  zwei  in  ein  und  derselben  von  den  n  Ebenen  liegen  (denn  sonst  lägen  sie  auf  einer  Kante).  Auf  ihr 
liegen  drei  Diagonalen,  deren  Ordnung  wiederum  vier  Ordnungen  von  Hauptdiagonalebenen  unterscheiden 
lässt.  Die  Anzahl  dieser  ist  identisch  mit  der  eben  angeführten  der  Hauptdiagonalpunkte  entsprechender 
Or^nimg  des  vollständigen  w-ecks.^)  Die  Beweise  für  die  Richtigkeit  der  angeführten  Zahlenwerte  ergeben 
sich  leicht  auf  kombinatorischem  Wege.  Es  liegt  überdies  offen  zu  Tage,  wie  die  angestellten  Betrachtimgen 
für  das  vollständige  w-eck  imd  «-flach  sich  dualistisch  entsprechen:  Ecken  und  Flächen  des  einen  entsprechen 
Flächen  und  Ecken  des  andern,  während  die  Kanten  des  einen  den  Kauten  des  andern  zugeordnet  sind,  da 
zwei  Punkte  (Ecken)  ebensowohl  eine  Verbindungsgerade  (Kaute)  besitzen,  wie  zwei  Ebenen  sich  in  einer 
Geraden  (Kante)  schneiden. 

41.  Das  (einfache)  räninliche  w-eck  niul  »-flach.  Defliiitioneu.  (Fliicheinvinkel;  Ben:i'iff  vou  kouvex; 
Noi'inalecke;  allf^emeines  niid  siiijüjnläres  Vielflach:  Ti'in:oiial|)olyedei'.)    In  derselben  Weise,  wie  man  in  der 

Ebene  vom  vollständigen  «eck  bez.  «-seit  zum  einfachen  >;  eck  iU)urgiug,  welches  zugleich  einfaches  «seit 
war  (da  die  Zahl  der  Kanten  mit  der  der  Ecken  übereinstimmte)    (vergl.   Nr.  1),    köimte  mau   nun   auch 


1)  Weiteres  hierüber  s.  Hertzer,  Über  Vielecke,  Vielseitc  und  Vielflache.    Ztschr,  f.  Math.  u.  Phvs.  von  Schlüuiilch- 
Cantor,  11.  Jahrg.,  1866.  S.  244. 
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Tersuchen,  im  Räume  vom  vollständigeu  w-eck  und  «-flach  zum  eiufacliea  «-eck  und  w-flach  überzugehen. 
Aber  diese  beiden  Gebilde  sind  zwar  gestaltlich  gleichartig,  aber  nicht  identisch,  da  die  Zahl  der  Flächen 
im  allgemeinen  (ausgenommen  ist  nur  n  =  4)  vou  der  Zahl  der  Ecken  verschieden  ist.  Man  wird  sich  also 
entscheiden  müssen,  ob  man  die  Zahl  der  Ecken  oder  die  der  Flächen  zum  Ausgangspunkt  (zum  Beuennungs- 
prinzip)  wählen  wiU.  Hier  soll  zunächst  das  letztere  geschehen,  indem  die  Definition  an  die  Spitze  gestellt 
wird:  Ein  (einfaches)  Vielflach,  n- flach  oder  Polt/cder  ist  die  Gesamtheit  von  n  ebenen  Vielecken,  von.  denen 
jedes  jede  seiner  Kanten  mit  einer  Kante  eines  andern  Vielecks  gemein  hat.  Die  Gesamtheit  der  Vielecke 
büdet  eine  zusammenhängende  Fläche,  die  Oberfläche  des  Yielflachs;  jedes  einzelne  Vieleck  heisst  eine  Seiten- 
fläche (Grenzfläche,  kurz:  Fläche)  desselben.  Die  beiden  Endpunkte  (Ecken)  jeder  Kaute  hat  diese  mit 
mindestens  zwei  weiteren  Kanten  gemein,  da  erst  drei  ebene  Flächen  eine  köi-perliche  Ecke  büden  können. 
Jede  körperliche  Ecke  hat  ebenso  viel  Kanten  wie  Flächen.  Die  (Innen-)  Winkel  der  Vielecke  heissen  die 
ebenen  Winkel  oder  die  Kantenwinkel  des  Vielflachs.  Je  zwei  Vielecke  büden  an  ihrer  gemeinsamen  Kante 
zwei  sich  zu  2;r  ergänzende  Flächenwinkel  mit  einander,  deren  Schenkel  die  auf  einem  Punkte  der 
Kante  errichteten,  in  die  Ebenen  der  beiden  Vielecke  fallenden  Senkrechten  sind.  Bildet  man  das  Netz  des 
Vielflachs,  indem  man  dieses  nach  einer  Reihe  von  Kanten  öffnet  und  um  die  andern  Kauten  alle  Seiten- 
flächen der  Reihe  nach  in  die  Ebene  einer  solchen  umklappt;  imterscheidet  man  dann  die  beiden  Seiten  dieser 
Ebene  etwa  durch  weiss  und  schwarz,  und  bildet  dann  wieder  durch  Zurückbiegen  das  Vielflach,  so  sind 
seüie  Flächemcinkel  (Keile)  diejenigen,  welche  von  dei'selben  Seite  jeuer  Ebene,  entweder  der  weissen  oder 
der  schwarzen,  gebildet  werden.^)  Gemeiniglich  beachtet  man  bei  einem  gewöhnlichen  Vielflach  (man  nehme 
z.  B.  ein  beliebiges  Prisma)  die  von  den  Innenseiten  der  Seitenflächen  gebildeten  Flächenwinkel.  Ein  Vielflach 
heisst  konvex,  weiui  jeder  seiner  Flächenwinkel  kleiner  als  n-  ist  (die  Ergänzungswinkel  also  sämtlich  grösser 
als  7t),  nicht  konvex,  wenn  auch  nur  ein  Flächenwinkel  überstumpf  ist.  Ein  nicht  konvexes  Vielflach  kann 
überstumpfe  Kantenwiukel  besitzen,  doch  ist  dies  nicht  notwendig.  Die  Verlängerungen  der  eine  Ecke 
bildenden  Kanten  und  Flächen  über  diese  Ecke  hinaus  bilden  deren  Scheiteleckc.  Die  Ecke  und  ihre  Scheitel- 
ecke sind  symmetrisch^),  d.  h.  sie  stimmen  der  Reihe  nach  in  allen  einzelnen  Teilen  (Kanten,  Winkeln,  Flächeu- 
winkeln)  überein,  ohne  gleich  (kongi-uent)  zu  sein.  Fällt  man  aus  einem  Punkte  im  Innern  einer  Ecke  die 
Normalen  auf  deren  Flächen  und  legt  durch  je  zwei  auf  einander  folgende  Normalen  Ebenen,  so  bilden 
diese  die  Polare^ke  der  ursprünglichen  Ecke. 

Ein  Vielflach,  welches  nur  dreiseitige  Ecken  hat,  d.  h.  dessen  sämtliche  Ecken  nur  durch  drei 
Flächen  begrenzt  sind,  heisse  (dlycmcin;  wird  auch  nur  eine  Ecke  durch  mehr  als  drei  Flächen  gebildet,  so 
heisse  das  Vielflach  singulär.   Ein  Vielflach,  welches  nur  Dreiecke  zu  Grenzflächen  hat,  heisse  Trigonalpohjeder.^) 

42.  Üher  die  Teilung  des  Ranmes  durch  die  Ebeueu  des  vollständigen  >j -flachs.*)  Der  unbegrenzte 
Raum    wird   durch  n  Ebenen,   von   denen   keine   drei   durch   ein    und    dieselbe   Gerade   und   keine   vier  durch 

ein  und  denselben  Punkt  gehen,  in  n -\ — — ~~ —  Teile  geteilt.    Ist  h>3,  so  ist  jeder  der  Raumteile 

ein  Polyeder,  das  lauter  ausspringende  Winkel  und  lauter  tkeikantige  Ecken  hat  und  durch  keine  der 
n  Ebenen  selbst  wieder  geteilt  wii-d.  Jede  Ecke  eines  jeden  dieser  Polyeder  ist  von  einer  Ecke  eines  andern 
die  Scheitelecke.    Um  sich  zu  überzeugen,  dass  für  jeden  AVert  von  n  die  Anzahl  der  Raumteile  der  Anzahl 


1)  Wiener,  S.  16.  (Es  wird  später  nicht  unbemerkt  bleiben,  dass  diese  Definition  mir  Gültigkeit  für  zweiseitige 
Polyeder  hat.    Vergl.  Nr.  56.) 

2)  Im  Sinne  von  Legendre,  fildments  de  Geometrie,  livre  V,  proposition  XXIU,  8.  edit,  Paris  1809,  p.  155.  Die 
zweite  Ecke  wird  als  Spiegelbild  der  ersten  gegen  irgend  eine  ihrer  Ebenen  erhalten. 

3)  Der  Name  Viel/lach  für  Polyeder  scheint  von  H.  Wolf  herzurühren  (vergl.  Handbuch  der  Mathematik  etc.  1809, 
Bd.  I,  S.  239)  und  ist  bes.  durch  Wiener  (a.  a.  0.  S.  17)  eingebürgert  worden,  fn  der  Krystallographie  und  sonst  (z.  B.  bei 
Hessel)  ist  auch  Vielflächner  gebräuchlich.  Wir  verwenden  Vielflach  neben  Polyeder.  Weitere  Unterscheidungen  (nach  Wiener, 
Hessel  u.  a.)  kommen  erst  bei  Betrachtung  der  besonderen  Vielflache  zur  Sprache.  Allgemeines  und  singuläres  Polyeder 
findet  sich  bei  Eberhard,  Zur  Morphologie  der  Polyeder,  1891,  S.  19;  Trigonalpolyeder  bei  Möbius;  ein  deutsches  Wort 
hierfür  (Dreiecksvielüach?)  ist  noch  nicht  im  Gebrauche.  4)  v.  Stau  dt,  Geometrie  d.  Lage,  S.  108  ft". 


41.  Das  (einf  )räum].  n-eck  u.  «-flach.  Definitionen.  42.Über  d.Teilg.  d. Raumes  durch  d. Ebenen.  43.  D.  vollst.  Vier-  u.Fünf flach.     47 

der  Ebenen   vermehrt   um   die  Anzahl  ihrer  Schnittpimkte  gleich  sei,  darf  man  nur  bemerken,  dass  dies  für 
n  ^  4  der  Fall  ist  ^),  und  dass,  wenn  zu  m  Ebenen  noch  eine  hinzukommt,  dadui-ch  die  Anzahl  der  Ebenen 

um    1,    die    Anzahl    ihrer    Schnittpunkte    um    - — und    die    Anzahl    der    Raumteile    um    die    Svimme 


1  + 


m  (m  —  1) 


sich  vermehrt,  indem   die  letzte  Ebene ^)   durch   die  Spuren   der  ni  ersteren  in  1  -(- 


»« (/« 


2 

Teile   geteilt  wird,  deren  jeder  einen  der  vorigen  Raumteile   selbst  wieder  in  zwei  Teile  teilt.')  —  Durch 
n  -\-  1  Ebenen,  von  denen  keine  drei   durch  eine  und  dieselbe  Gerade  und  keine  vier  durch  ein  und  den- 


selben Punkt  gehen,  wird  also  der  Raum  in  n  -\-  1  -\- 


(n  -I-  1)  .  M  .  (n  —  1)         m(»«  +  5) 


-f  1  Teile  geteilt.     Ist 


2.3  6 

unter  den  Ebenen  die  unendlich  ferne  Ebene,  so   dass  also  n  die  Anzahl  der  übrigen,  bezeichnet,  so  ist  die 
Anzahl   der    ins  Unendliche    gehenden  Raumteile    gleich    »j(w  —  1)  +  2    und    also    die    Zahl    der  endlichen 

,   .  ,     (M  —  1)  (w  —  2)  (n  —  3) 

gleich  ^ ''a.3     " 

43.  Das  vollständige  Vier-  nnd  Füiifflach.  Die  g;ewöliiilichen  nnd  anssergewölinliehen  (eiufacheu) 
Vier-  und  Fünfflache.  Um  das  Vorhergehende  auf  Beispiele  anzuwenden,  um  überdies  zu  zeigen,  welche 
einfachen  Vielflache  wenigstens  in  den  vollständigen  Vielflachen  geringster  Ebenenzahl  enthalten  sind,  und 
um  schliesslich  weitere  Definitionen  anzufügen,  möge  der  Fall  von  vier  und  fünf  Ebenen  im  Räume  betrachtet 
werden.  Wird  die  von  drei  Ebenen  gebildete  Ecke  von  einer  vierten  Ebene  geschnitten,  die  mit  keiner 
der  vorhergehenden  parallel  läuft,  so  wird  der  Raum  in  acht  Vierflache  (Tetraeder)  zerlegt,  von  denen  eins 
mit  sämtlichen  vier  Ecken,  sechs  Kanten  imd  vier  Flächen 
im  Endlichen  gelegen  ist  imd  gemeiniglich  schlechtliin  als 
Vierflach  bezeichnet  wird.  Ausserdem  bilden  die  vier  Ebenen 
noch  vier  Tetraeder  der  Form,  wie  sie  Fig.  33  andeutet,  bei 
denen  die  vier  Ecken  zu  (3 -f-  1)  im  Endlichen  liegen,  drei 
der  Kanten  aber  diu'ch  das  Unendlichweite  gehen,  imd  ch-ei 
Tetraeder  der  Form  Fig.  34  mit  den  vier  Ecken  zu  (2  +  2) 
und  zwei  Kanten  im  Endlichen,  während  vier  Kanten  durch 
das  Unendlichweite  laufen.*)  Es  wird  in  den  folgenden 
Nummern  des  Buches,  wenn  nicht  ausdrücklich  anderes  be- 
merkt ist,  von  allen  solchen  räumlichen  Figuren,  welche 
das  Unendlichweite  enthalten,  abgesehen  werden.  In  diesem  Sinne  existiert  nur  ein  Vierflach  (sich  selbst 
zugleich  als  räumliches  Viereck  dual  zugeordnet)  mit  /'^  4  Flächen,  Jc  =  6  Kanten,  e^4  Ecken.  Die  Flächen 
sind  sämtlich  Dreiecke,  die  Ecken  alle  di-eikantig;  das  Vierflach  ist  gleichzeitig  ein  allgemeines  Vielflach  und 
ein  Trigoiialpolyeder.  —  Es  trete  nun  zu  den  bisher  festgelegten  vier  Ebenen  eine,  im  allgemeinen  mit  keiner 
der  vorigen  parallele,  fünfte  Ebene  hinzu,  mit  jenen  das  vollständige  Fünfflach  bildend.  Das  dm-ch  die  vier 
ersten  Ebenen  gebildete  endliche  Tetraeder  habe  die  Ecken  Ä,  B,  C,  D  (Fig.  35,  S.  48)  imd  die  fünfte  Ebene 
schneide  die  sechs  Kanten  AB,  AC,  AD,  BC,  BD  und  CD  in  den  Punkten  E,  F,  G,  E,  J  imd  K. 
Auf  jeder  Kante  liegen  drei  Ecken;  durch  jede  Ecke  gehen  di-ei  Kanten,  deren  im  ganzen  zehn  vorhanden 
sind.  In  jeder  Ebene  bilden  die  Spuren  der  vier  andern  Ebenen  ein  vollständiges  Vierseit,  dessen  di-ei  Diagonalen 

1)  Hier  wird,  analog  der  Betrachtung  über  die  Teilung  der  Ebene  (vergl.  Nr.  2)  vorausgesetzt,  dass  eine  Ebene  den 
(projektivisch  gedachten)  Raum  noch  nicht  teilt.  Zwei  Ebenen  teüen  ihn  in  zwei  Teile,  drei  Ebenen  in  vier  Teile,  vier 
Ebenen  in  acht  Teile,  von  denen  einer  ganz  im  Endlichen  liegen  kann.  Drei  Ebenen  bilden  noch  keine  im  Endliehen 
geschlossene  Zelle,  sondern  nur  eine  Ecke,  wenn  ilire  Schnittgeraden  nicht  parallel  laufen. 

2)  Vergl.  Nr.  2,  über  die  Teilung  der  Ebene  durch  Gerade. 


rig.  34. 


3)  Es  ist  m  der  That:    m  -\ ^^ jj-^-j -f-  1  -|-  -  ^ 


'«  +  1  + 


(»j  -f  1)  .  m  .  (»I  —  1) 


(Schluss  von 


2.3  '         '  2  ••-    1    -    1  23 

m  auf  m  -\-  1). 

4)  Haben  die  vier  Ebenen  des  vollständigen  Vierflachs   noch  speziellere  (parallele)   Lage,    so  entstehen  entartete 
Tetraeder,  auf  die  hier  nicht  weiter  eingegangen  wird. 
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C.    Allcfemeiue  Theorie  der  Vielflache. 


die  drei  Diagonalen  erster  Ordnung  sind,  die  in  der  betr.  Ebene  liegen;  z.  B.  in  der  Ebene  ABC  die 
Diagonalen  AH,  CE  und  BF,  also  füi-  sämtliche  Ebenen  fünfzehn  Diagonalen.  Durch  jede  Kante  geht  eine 
Kantendiagonalebene,  deren  es  demnach  im  ganzen  zehn  giebt;  z.  B.  durch  ^B  die  Ebene  ABK,  denn  K 
ist  die  einzige  Ecke,  die  nicht  auf  den  längs  der  Kante  AB  sich  schneidenden  Ebenen  liegt.  lu  jeder 
Kantendiagonalebeue  liegen  vier  Ecken  (in  ABK  ausser  A,  B  und  K  die  Ecke  E)  und  di-ei  Diagonalen  erster 

Ordnung  (in  ABK  die  Diagonalen  AK,  BK  und  EK).  Die  Zahl  der 
geschlossenen  Räume,  welche  durch  die  Ebenen  des  vollständigen  Fünf- 
flachs abgegrenzt  werden,  beträgt  vier.  Davon  sind  zwei  Fünf  flache 
(Pentaeder),  begrenzt  von  zwei  Dreiecken  und  drei  Vierecken,  imd  zwei 
Vierflache,  die  sich  an  eine  Seite  je  eines  Fttnfflachs  anfügen:  Die 
beiden  Fünfflache  %i  =  BCDGEF  und  ^  =  CRFGJD  und  die  Vier- 
flache (S  =  GEFA  und  S  ^  GDJK.  Die  Fünfflache  5(  und  58  haben 
das  Viereck  BDGF  gemein,  während  die  beiden  andern  Vierecksflächen 
je  in  die  Ebenen  der  Dreiecksfiächen  des  andern  fallen.  Die  beiden 
Fünfflache  sind  morjjhologisch  nicht  von  einander  verschieden,  d.  h.  die 
Art  und  Anorchuuig  ihi-er  Grenzflächen  ist  dieselbe;  beide  sind  konvex. 
Es  sollen  nun  zur  Begrenzung  eines  Vielflachs  auch  nicht  konvexe 
gewöhnliche  und  aussergewöhnliche  Vielecke  (vergl.  Nr.  6)  zugelassen 
werden.  Für  die  Begrenzung  des  Fünfflachs  kommen  darnach  ausser  dem 
gewöhnlichen  Viereck  7Fo,i  (s.  Taf  I)  das  nicht  konvexe  Viereck  zweiter  Art  mit  einem  überstumj^fen 
Winkel  IVi «  und  das  überschlagene  Viereck  JF»,»  mit  zwei  überstumpfen  Winkeln  und  einem  Doppeljjunkt 
in  Frage.  Jedes  Vielflach,  das  unter  seinen  Begrensungsfläclten  anssergew'öhnliche  VieIccJce  hat,  heisst  selbst  ein 
aussergcwöhnliches  Vielflacli'^);  seine  Oberfläche  schneidet  sich  selbst.  Um  derartige  weitere  möglichen 
Fünfflache  in  dem  vollständigen  Fünfflach  zu  finden,  füge  man  zwei  bez.  (kei  der  geschlossenen  Räume 
zusammen.  Es  ergeben  sich  Fünfflache  durch  folgende  Zusammenfüguugen-):  1)  St  -(-  2),  ein  Fünfflach  mit 
zwei  Vierecken  IV«,2,  BCKJ  und  EFKJ  und  einem  Viereck  /Fo,i,  BCFE;  seine  Oberfläche  schneidet  sich 
längs  der  Geraden  GD,  die  nicht  Kante  des  Fünfflachs  ist  (Taf.  I,  Fig.  26).  Morphologisch  dasselbe 
Fünfflach  ergiebt  sich  in  23 -f  6.  2)  ß -f  2),  em  Füufflach  mit  drei  Vierecken  JFs.s,  AEJD,  AFKD 
und  EFKJ.  In  G,  welches  keine  Ecke  des  Fünfflachs  ist,  sondern  ein  Doppelpunkt,  schneiden  sich  die 
Kanten  und  Ebenen  (Taf.  I,  Fig.  27).  3)  5(  +  23  +  C£,  ein  gewöhnliches  nicht  konvexes  Fünfflach  mit  zwei 
Vierecken  /Fi,2,  ABHF  und  ABJG  und  einem  Viereck  7Fo  i,  FGJH.  Die  Ecken  F  und  G  sind  nicht 
konvex  (Taf.  I,  Fig.  28).  4)  2t  -f  S  -f  S),  ein  Fünfflach  mit 'zwei  Vierecken  /Fi,«,  ABJG  und  ACKG 
und  einem  Viereck  /F2, 2,  BCKJ.  Die  Ecke  G  ist  nicht  konvex;  die  beiden  Vierecke  /Fi,  2  schneiden  sich 
längs  der  Geraden  GD,  die  keine  Kante  des  Fünfflachs  ist  (Taf.  I,  Fig.  29).  Mit  diesem  Fünfflach  sind 
die  Fünfflache  2t  +  93  +  2)  und  S8  -j-  6  +  2)  morphologisch  gleich.  Die  bisher  aufgeführten  Fünfflache 
sind  allgemeine  Vielflache,  da  jede  Ecke  ckeikautig  ist.  Erhält  die  fünfte  Ebene  des  vollstäudigen  Fünfflachs 
besondere  Lage,  z.  B.  durch  die  Ecke  A  des  Vierflachs  ABCD,  so  köunen  noch  drei  morphologisch  ver- 
schiedene singulare  Fünfflache  entstehen,  begrenzt  von  vier  Dreiecken,  die  eine  vierkantige  Ecke  bildeu, 
und  einem  Viereck,  welches  ein  /Fo,  1,  /Fi,  2  oder  /F2,2  sein  kann  (Taf.  I,  Fig.  30,  31,  32).  Es  sind  also 
in  Summa  acht  morphologisch  vcrscliiedene  (endliche)  Fünfflache  möglich,  fünf  mit  drei  Vierecken  und  zwei 
Dreiecken,  di-ei  mit  einem  Viereck  imd  vier  Dreiecken.  Je  ein  Fünfflach  jeder  Gruppe  ist  konvex,  ebenso 
je  eins  jeder  Gruppe  gewöhnlich  nicht  konvex;  sämtliche  übrigen  sind  aussergewöhnliche  Fünfflache.  Die 
Zahl  der  Ecken  und  Kanten  ist  bei  allen  dieselbe. 


1)  Nach  A.  F.  Mübius,  Über  die  Bestimmung  des  Juhaltes  eines  Polyeders,  18ö5,  §  2.     Gesammelte  Werke,  Bd.  U, 
S.  473 £F.     Diese  Abhandlung  wird  künftig  als  Möbius  I  zitiert. 

2)  In  den  Fig.  25 — 32  der  Taf.  I  sind  sämtliche  Fünfflache,  die  folgenden  mit  der  Buchstabenbezeichnung  der  Figur 
des  Textes,  nur  z.  T.  anders  gelegen,  gezeichnet. 


44.  Einf.  u.  mehrf.  zusammenh.  berandete  Flächen.  Definition  v.  Querschn.  Die  Grundzahl  e. Fläche.  45.  Beziehg.  d.Zahlu.s.w.     49 


In  derselben  Weise,  wie  hier  geschehen,  kann  man  weiterhin  aus  dem  vollständigen  Sechsflach  die 
möglichen  einfachen  Sechsflache  ableiten  und  erhält,  wenn  man  die  grosse  Anzahl  der  morphologisch  ver- 
schiedeneu ebenen  Fünfecke  beachtet,  eine  kaum  mehr  zu  übersehende  Zahl  räumlicher  Figuren,  weshalb  von 
der  weiteren  Untersuchung  hier  abgesehen  wird.  Es  leuchtet  jedenfalls  ein,  dass  sich  fort  und  fort  jede  neue 
Ebene  des  vollständigen  Vielflachs  so  annehmen  lässt,  dass  unter  allen  in  ihm  enthaltenen  Polyedern  stets 
mindestens  ein  gewöhnliches  «-flach  ist,  dessen  n  Begrenzungsflächen  von  allen  n  Ebenen  des  vollständigen 
Vielflachs  gebildet  werden,  derart,  dass  sämtliche  n  Begrenzungsflächen  gewöhnliche  Vielecke  sind.  Es  wird 
später  gezeigt  werden,  wie  man  alle  möglichen  einfachen  (allgemeinen  und  singulären)  w-flache  aus  den  {n  —  1  )- 
flachen  durch  Zufügung  der  w""'  Ebene  ableitet. 


44. 


Einfach  nnd  mehrfach  zasammenhängeude  berandete  Flächen. 


Defluitiou  des  Querschnitts.  Die 
Grundzahl  einer  Fläche.  Eine  ringsum  begrenzte,  d.  h.  berandete  Fläche  heisst  einfach  zusammenhängend, 
wenn  jede  in  ihr  gezogene  Linie,  die  zwei  Punkte  des  Randes  verbindet,  ein  sogenannter  Querschnitt  der 
Fläche,  sie  in  zwei  Teile  zerlegt,  aus  deren  einem  man  auf  keinem  Wege  in  den  andern  (selbstverständ- 
lich nur  in  der  Fläche  fortschi-eiteud)  gelangen  kann,  ohne  den  Querschnitt  zu  überschreiten.')  Beispiele 
hierfür  sind:  eine  ebene  Ki'eisfläche,  ein  gewöhnliches  Polygon  mit  seiner  Innenebene,  die  Oberfläche  einer 
Kugelhaube  u.  s.  w.  Die  folgenden  Definitionen  sind  mit  cUeser  ersten  gleichwertig:  Eine  Fläche  heisst 
einfach  zusammenhängend,  wenn  sie  durch  stetige  Umformung  (also  bloss  durch  Dehnungen  imd  Biegungen, 
ohne  Zerreissmigen  und  Zusammenheftungen)  in  ein  ebenes,  nur  von  einer  einzigen  Randkurve  begi-enztes 
Flächenstück  verwandelbar  ist"),  oder:  Eine  Fläche  heisst  einfach  zusammenhängend,  wenn  jedwede  auf  ihr 
konstruierte  geschlossene  Kurve  mittels  einer  auf  der  Fläche  stetig  fortschreitenden  Gestaltsveränderung  in 
einen  unendlich  kleineu  Kreis  d.  h.  einen  Punkt  verwandelbar  ist.')  Eine  berandete  Fläche  heisst  zweifach 
zusammenhängend,  wenn  sie  durch  einen  geeigneten  Querschnitt,  d.  h.  die  Verbindungslinie  zweier  Rand- 
pimkte,  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt  werden  kann. 
Ein  Beispiel  ist  die  ebene  Fläche  zwischen  zwei  konzentrischen 
Kreisen;  ein  Querschnitt,  der  einen  Punkt  des  Innern  mit  einem 
Punkte  des  äussern  Kreises  verbindet,  verwandelt  die  Fläche  in  eine 
einfach  zusammenliängende,  die  durch  jeden  weitei'n  Querschnitt  zer- 
stückelt wird.  Dass  der  Kreisriug  nicht  einfach  zusammenliängeud 
ist,  ersieht  man  auch  daraus,  dass  er  der  obigen  dritten  Definition 
einer  solchen  Fläche  nicht  genügt,  denn  eine  auf  ihm  konzentrisch 
mit  den  Rändern  verlaufende  Kreislinie  lässt  sich  nicht  durch  Zu- 
sammenziehen in  einen  unendlich  kleinen  Kreis  verwandeln.  —  Eine 
berandete  Fläche  heisst  n-fäch  zusammenhängend,  wenn  n  —  1  auf  ein- 
ander folgende  Querschnitte  erforderlich  sind,  um  sie  in  eine  einfach 
zusammenhängende  Fläche  zu  verwandeln.  Die  Zahl  n  wird  der  Grad 
des  Zusammenhanges  oder  kurz  die  Grundzahl  der  Fläche  genannt. 
Ein  Beispiel  dafür  ist  eine  beliebige,  einfach  begrenzte  Figur,  aus  der  n  —  1  ebensolche  ausgeschnitten  sind. 
Vergl.  Fig.  3G  («^4);  die  drei  Querschnitte  fh,  q^,  q^  verwandeln  die  Fläche  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende mit  einem  Rande  (in  der  Figur  durch  Punktiei-ung  angedeutet).  Ein  w-fach  zusammenhängendes 
ebenes  Polygon  besteht  aus  einem  äusseren  Perimeter  und  n  —  1  innerhalb  desselben  unter  sich  getrennt 
gelegenen  Perimetern. 

45.   Beziehung  der  Zahl  der  Räuder  zur  (iruudzahl  einer  beraudeten  Fläche.     Die  Räuder  einer 
berandeten   Fläche    sind   Linien,    die    im    allgemeinen   nur   mit   einer   Seite   (Ufer)   an    die   Fläche    austosseu. 

1)  B.  Riemann,   Grundhigen   für   eine   allgemeine  Theorie  der  Funktionen  einer  veränderliehen  komplexen  Grösse. 
(Dissert.  1851.)    Ges.  Werke,  S.  3. 

2)  C.  Neumann,  Riemanns  Theorie  der  Abelschen  Integrale,  2.  Aufl.,  1884,  S.  146. 

3)  C.  Neumann,  Beiträge  zu  einzelnen  Teilen  der  math.  Physik,  1893,  S.  14. 
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Fig.  36. 
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Fig    37 


Legt  man  die  Quersclinitte,  um  allmählicli  die  Fläche  der  Gruudzalil  n  in  eine  einfach  zusammenhängende 
zu  verwandebi,  so  bemerkt  man,  dass  beide  Seiten  derselben  der  Berandung  angehören  (vergl.  Fig.  36). 
Geht  man  mm  von  einem  Punkte  eines  Randes  längs  desselben  fort,  so  muss  man  schliessKch  wieder  zum 
Ausgangspunkt  zurückkehren,  imd  man  nennt  dann  das  durchlaufene  Stück  der  Begrenzung  der  Fläche  einen 
selbständigen  Begrenzungsteil  oder  einen  Hand  schlechthin.  Die  Zahl  der  Ränder  einer  Fläche  der  Grund- 
zahl n   sei  mit  r  bezeichnet.     Für  n  =  1  ist  sicher  auch  r  =  1.     Denn  wäre  r  =  2,  so  könnte  man  beide 

selbständigen  Ränder  durch  einen  Querschnitt  in  Verbindung  setzen 
und  dann  mit  den  beiden  Seiten  des  Querschnitts  in  einem  Zuge 
durchlaufen;  die  Fläche  wäre  also  durch  einen  Querschnitt  nicht 
zerstückelt  worden,  also  nicht  einfach  zusammenhängend  gewesen.^) 
Um  mm  eine  Beziehung  zwischen  r  und  n  für  beliebige  berandete 
Flächen  zu  finden,  veranschauliche  man  sich  das  folgende  au  Fig.  37, 
die  eine  Fläche  der  Grundzahl  4  mit  zwei  Rändern  darstellt.-)  Jeder 
Querschnitt,  der  zwei  Punkte  desselben  Randes  verbindet,  erhöht  (allein 
ausgeführt)  die  Zahl  der  Ränder  um  eins,  z.  B.  q^  oder  q.^  (für  q^ 
sind  die  beiden  neuen  Räuder  punktiert).  Jeder  Querschnitt,  der 
zwei  Punkte  verschiedener  Ränder  verbindet,  vermindert  die  Zahl 
der  Ränder  um  eins,  z.  B.  der  Querschnitt  q^.  (Die  gesamte  Fläche 
erhält  bei  alleinigem  Durchschneiden  längs  q^  einen  einzigen  Rand.) 
Unter  den  n  —  1  Querschnitten,  welche  die  Fläche  der  Grundzahl  n 
einfach  zusammenhängend  machen,  seien  ni  der  ersten  Art,  welche 
die  Zahl  der  Ränder  um  eins  erhöhen,  also  n  —  1  —  m  der  zweiten  Art,  welche  die  Zahl  der  Ränder  um 
eins  vermindern;  da  die  schliesslich  einfach  zusammenhängende  Fläche  nm-  einen  Rand  besitzen  kamt,  so  ist 
r  -j-  m  —  ()2  —  1  —  m)  =  1 ,  d.  h. : 

r  =  n  —  2  ni  (»i  ^0,1...), 

d.  i.  in  Worten:  Die  Zahl  der  Eänder  einer  Fläche  ist  tan  eine  gerade  Zahl  kleiner  als  ilire  Gruntlzahl.  Eine 
Fläche  von  gerader  [ungerader]  Grundzalil  besitzt  also  auch  stets  eine  gerade  [ungerade]  Anzahl  von  Rändern. 

46.  Die  geschlossene  Fläche  und  ihre  Grundzahl.  Zweiseitige  Fläche.  Um  auf  eine  ringsum 
geschlossene,  d.  h.  imberandete,  Fläche  die  vorigen  Betrachtungen  anwenden  zu  können,  verwandle  man  sie 
in  eine  berandete  Fläche  dadmxh,  dass  mau  aus  ihr  ein  beliebig  kleines,  einfach  zusammenhängendes,  einfach 
berandetes  Flächenstück  ausschneidet,  das  man  sich  auch  in  einen  Punkt  zusammengeschrumpft  denken 
kann.  Die  neue  einfach  berandete  Fläche  hat  dann  noch  denselben  Zusammenhang,  d.  h.  dieselbe 
Grundzahl,  wie  die  unbegrenzte  Fläche.  Da  aber  eine  berandete  Fläche  mit  nur  einem  Rande  die  Grund- 
zahl n  =  2»j  +  1  hat,  so  heisst  dies:  Die  Grundzahl  einer  nirgends  begrenzten  Fläche  ist  immer  ungerade. 
Ein  Beispiel  für  « =  1  ist  die  Kugelfläche,  die  dm'ch  jeden  von  einem  Punkte  (dem  unendlich  kleinen 
Rande)  ausgehenden  und  in  ihn  zurückkehrenden  „Querschnitt"  zerstückelt  wird.  Ein  Ring  (Wulst,  torus) 
hat  die  Grundzahl  «  =  3;  denn  es  sind  zwei  Querschnitte  nötig,  um  seine  Fläche  einfach  zusammenliängeud 
zu  machen,  nämlich  ein  vom  Punkte  F  der  Fläche  ausgehender,  in  diesen  Punkt  zurücklaufender,  etwa  den 
innem  Umkreis  umziehender  Querschnitt  und  dann  ein  um  den  Ring  geschlungener,  zwei  Punkte  jenes 
ersten  Querschnittes  (Randes)  verbindender  Querschnitt.  Als  allgemeine  Form  einer  Fläche  der  Grundzahl 
»j  =  2w  +  1  kann  ein  »«-facher  Ring  (Fig.  38,  S.  .öl,  j«  =  3)  gelten,  den  man  durch  folgende  Quer- 
schnitte in  eine  einfach  berandete  Fläche  verwandelt.  Man  lege  zunächst  von  einem  Punkte  P  aus  einen  in 
sich  zurückkehrenden  Querschnitt  a  um  alle  „Öffnungen"  des  Ringes,  dann  m  —  1  Querschnitte  h^,  K,  ■  ■  ., 
die  in  a  beginnen  und  endigen,  um  alle  „Offnungen"  bis  auf  eine,  und  schliesslich  die  m  Querschnitte 
c, ,  C2,  Cg,  .  .  .,    die,    von   Punkten    von   a   ausgehend,    in    diese   zurückkehren.     Die   zerschnittene    Fläche    hat 


1)  Vergl.  hierzu  Rausenberger,  Die  Elementargeometrie  etc.,  S.  200  ff. 

2)  In  der  Mitte  der  Figur  verläuft  ein  Teil  der  Fläche  über  dem  andern. 
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Fig.  38. 


dann  nur  einen  (den  punktierten)  Rand  und  ist  einfach  zusammenhängend.  Man  kaim  diese  Fläche,  ohne 
ihren  morphologischen  Charakter,  d.  h.  ihre  Grundzahl  zu  ändern,  beliebig  durch  Dehnung  und  Biegung 
umgestalten,  unter  anderem  so,  dass  die  die  Querschnitte  Cj ,  c^ . . .  tragenden  Teile  an  Grösse  beträchtlich  gegen 
den  mittleren  Teil  zurücktreten,  das  Ganze  also,  wie  man  sich  leicht 
veranschaulicht,  die  Gestalt  einer  Kugel  mit  m  Henkeln  (welche  die 
Querschnitte  Cj ,  e^ . . .  tragen)  annimmt.  Diese  Form  der  Flächen  legen 
u.  a.  Möbius,  F.  Klein  und  C.  Neumann  ihren  Betrachtungen  zu 
Grunde.  Von  letzterem,  der  vom  Kreisring  (w  =  3)  ausgeht,  welcher 
iu  Gestalt  zweier  durch  zwei  Röhren  verbundenen  Kugeln  sich  dar- 
stellen lässt,  wird  noch  gezeigt,  dass  jede  zusammenhängende  Fläche 
der  oben  geschilderten  Art  in  ein  System  von  Kugebi  umgestaltet 
werden  kann,  die  durch  eine  gewisse  Anzahl  von  Röhren  mit  einander 
(oder  sich  selbst)  verbunden  sind.  Solche  Flächen  werden  von  ihm 
sphärotische  Flächen  genannt.  Verbindet  man  z.  B.  zwei  Kugehi  durch 
vier  Röhren,  so  erhält  man  eine,  der  in  Fig.  38  abgebildeten  gestalt- 
lich gleichwertige,  sphärotische  Fläche,  deren  Grundzahl  7  ist.')  — 
Es  leuchtet  nun  aus  der  Anschauung  ein,  dass  jede  solche  geschlossene 
Fläche  einen  bestimmten  Teil  des  Raumes  vom  Gesamtraum  abtrennt, 
derart,  dass  man  nicht  von  einem  Funkte  des  Aussenraumes  zu  einem 

Punkte  jenes  Inuenraumes  gelangen  kann,  ohne  die  Fläche  zu  durchdringen.-)  Denkt  man  sich  eine  in  einem 
Punkte  der  Fläche  nach  aussen  errichtete  (kleine)  Normale  längs  der  Fläche  nach  allen  ihi-en  Punkten  fort- 
bewegt, so  wird  sie  nie  in  den  Innenraum  gelangen.  Die  Fläche  hat  zivei  Seifert,  die  man  vielleicht  durch 
schwarze  und  weisse  Färbung  unterscheiden  könnte.     Man  nennt  alle  solche  Flächen  zweiseitig. 

47.  Der  Satz  e  —  k,-\-f=-\  für  elue  einfach  znsammenhäuseiide.  beraudete,  zweiseitige  [xdyedrische 
Fläche.  Es  ist  wohl  leicht  ersichtlich,  dass  die  bisher  angestellten  Betrachtungen  über  den  Zusammenhang 
der  Flächen  unabhängig  davon  galten,  ob  das  Flächenstück  in  seineu  einzelnen  Teilen  eben  oder  geki-ümmt 
war^),  wenn  nur  diese  einzelnen  Teile  lückenlos  mit  einander  verbunden  erschienen.  Setzt  man  also  irgend 
beliebige  einfache,  ebene  Polygone  zu  einer  polnedrischen  Oberfläche  zusammen,  derart,  dass  immer  eine  Kante 
eines  Polygons  an  eine  mid  nur  eine  Kante  eines  andern  Polygons  grenzt,  so  erhält  man  eine  zusammen- 
hängende Fläche,  die  hinsichtlich  ihi-er  Grundzahl  und  der  Zahl  ihrer  Ränder  den  vorhergehenden  Sätzen 
gehorcht.  Es  sei  nun  zunächst  ein  einfach  zusammenhängendes  polyedrisches  Flächenstück,  das  natürlich 
einfach  l)erandet  ist  [der  Rand  wird  von  einer  gewissen  Anzahl  Kanten  gebildet  und  besitzt  ebensoviel 
Ecken  wie  Kanten],  mit  e  Ecken,  k  Kauten  und  /'  Flächen  (Vielecken)  vorgelegt,  und  es  werde  nach  dem 
Werte  der  Grösse  c  —  k  -\-  f  gefragt.  Man  setze  das  polyedrische  Flächenstück  der  Reihe  nach  aus  seinen 
Einzeltiächen  zusammen.  Für  eine  erste,  etwa  ein  »i-eck,  ist  e  =  »h,  h  =  7n,  /"=!,  also  e  —  Jc-{-f=l. 
Setzt  man  an  deren  Kante  ein  zweites  Vieleck,  etwa  ein  »w'-eck  an,  so  kommen  eine  Fläche,  m' —  2  Ecken 
und  »»' — 1  Kanten  neu  hinzu,  es  bleibt  also  e  —  Je -\- f  =  l .  Setzt  man  eine  dritte  Fläche  an,  sei  es  mit 
einer  oder  mit  zwei  Kanten,  so   kommt  wieder  eine  Kante  mehr  hinzu  als  Ecken,   so   dass  e  —  Ä. ■  + /=  1 


1)  C.  Neumann,  Beiträge  etc.,  S.  297:  „Man  mag  irgend  welche  geschlossene  und  sich  selber  nicht  durchsetzende 
Fläche  von  sonst  beliebiger  Gestalt  sich  ausdenken,  immer  wird  man  finden,  dass  dieselbe  durch  stetige  Umformung  in  eine 
sphärotische  Fläche  verwandelbar  ist.  Diese  Verwandelbarkeit  werde  ich  fortan  als  ein  Axiom  ansehen,  als  einen  Satz,  der 
so  lange  festzuhalten  ist,  bis  etwa  an  irgend  einem  Beispiel  seine  Unhaltbarkeit  zu  Tage  treten  sollte.  Übi'igens  ist  solches 
kaum  zu  befürchten.  Denn  eine  geschlossene  und  sich  selber  nicht  durchsetzende  Fläche  ist  nichts  anderes  als  die  Ober- 
fläche irgend  eines  Köi-pers." 

2)  Über  den  sog.  Zusammenhang  dos  liaunios  soll  hier  nichts  bemerkt  werden.  Vergl.  u.  a.  hierzu  Eausenbcrger, 
Die  Elementargeometrie  etc.,  S.  198. 

3)  In  der  That  gelten  die  weiterhin  abzuleitenden  Sätze  eben  zunächst  auch  für  Gebietseinteilungen  gekrümmter 
Flächen  durch  ein  auf  ihnen  verlaufendes,  keine  freien  Enden  aufweisendes  Kurvensystem  (Linearkonfigurationen). 

7* 


52  C.    Allgemeine  Theorie  der  Vielflache. 

bleibt.  Auch  weiterhin  übertriiFt  immer  die  Zalil  der  hinzutretenden  Kanten  die  der  hinzutretenden  Ecken 
um  eins,  wenn  man  nur  die  Fläche  einfach  zusammenhängend  bleiben  lässt.  Es  gilt  oho  für  die  Anzahl  der 
Eclcen,  Kanten  und  Flächen  einer  einfach  zusammenhängenden,  berandeten,  zweiseitigen  pol yedri sehen.  Oberfläche 
die  Gleichung:  ^ ^^.   i   ^•__  j  ^ 

48.  Die  entspreeheude  (ileichnng  für  eine  mehrfach  znsamnieuhängeude.  zweiseitige,  beraudete 
polyedrische  Fläche.  Eine  solche  Fläche  ist  von  der  Gestalt,  wie  sie  in  den  Nrn.  45  imd  46  beschrieben  ist, 
und  wird,  wenn  ihre  Grundzahl  n  ist,  durch  n  —  1  Querschnitte  zu  einer  einfach  zusammenhängenden,  einfach 
berandeten  Fläche.  Die  Zahl  der  Ränder  der  ursprünglichen  Fläche  ist  für  das  folgende  zimächst  gleich- 
gültig. Es  seien  nun  e,  l;  f  die  Zahlen  für  die  Menge  der  Ecken,  Kanten  und  (einfach  zusammenhängenden) 
Vielecke  der  ursprünglichen  polyedrischen  Fläche,  und  es  mögen  die  Querschnitte  von  einer  Ecke  eines 
Randes  längs  eines  Kantenzuges  zu  einer  Ecke  eines  andern  (oder  desselben)  Randes  geführt  werden. 
Dm-ch  Zerschneiden  längs  eines  Querschnittes  wächst  für  das  neue  Gebilde  dann  stets  die  Zahl  der  Ecken 
um  eins  mehr  als  die  Zahl  der  Kanten;  es  wächst  also  der  Ausdruck  e  —  ^  +  /"  für*  jeden  Querschnitt  um 
eins.  (Genau  dasselbe  tritt  übrigens  ein,  auch  wenn  der  Querschnitt  nicht  längs  Kanten,  sondern  beliebig 
durch  Vielecke  hindurch  gelegt  wird.  Figur !)  Da  nach  Zerschneidung  längs  sämtlicher  n  —  1  Quer- 
schnitte für  die  entstandene  einfach  zusammenhängende  Fläche  der  Wert  des  Ausdrucks  eins  ist,  d.  h.: 
(e-\-n  —  1)  —  k-^f^l,  so  erhält  man  den  Satz:  Zwischen  den  Zahlen  e,  l;  f  für  eine  berandete,  polyedrische 
stceiseitige  Fläche  der  GrundzaM  n  besteht  die  Gleichung: 

e  —  k-^f=-2  —  n. 

49.  Der  Eulersche  Satz.  Zweite  Ableitnug  der  Oleichnug  der  vorigen  Nummer.  Aus  einer  emfach 
ziisammenhängenden,  ringsum  geschlossenen  polyedrischen  Fläche,  d.  h.  also  einem  einfachen  Vielflach  (nach 
Nr.  41),  gleichviel  ob  es  konvex  ist  oder  nicht,  wenn  nur  seine  sämtlichen  Einzelflächen  einfach  zusammen- 
hängende sind,  werde  eine  Begrenzungsfläche  ausgeschnitten.  Für  das  Restpolyeder,  das  von  dem  Typus 
einer  einfach  zusammenhängenden  Fläche  mit  einem  Rande  ist,  gilt  nach  Nr.  48  die  Gleichung  e  —  Jc-\-f^l. 
Durch  Wiedereinfügung  der  ausgeschnittenen  Fläche  wächst  niu-  /'  um  1,  es  ergiebt  sich  also  der  Satz 
(Eulerscher  Satz):  Bezeichnet  man  die  Zahl  der  Ecken,  Kanten  und  Flächen  eines  einfach  zusammenhängenden 
(zweiseitigen)  Vielflaches  mit  nur  einfach  zusammenhängenden  Einzelflächen  mit  e,  k,  f,  so  gilt: 

Diese  Gleichung  wurde  von  L.  Euler  1752  gefunden  (s.  die  folgenden  historischen  Bemerkungen)  und  die 
eben  genauer  definierten  Vielflache  von  I^essel  Eulersche  Polyeder  genannt.')  Man  kann  sie  auch,  da  sie  als 
einfach  zusammenhängende  Flächen  den  Typus  der  Kugel  haben,  als  kugelarfige  Polyeder  bezeichnen.*)  — 
Es  mögen  mm  aus  einem  solchen  Eul  er  sehen  Polyeder  n  einfach  berandete,  polyedrische  Flächenstücke  aus- 
geschnitten werden.  Das  übrigbleibende  Flächenstück  ist  dann  nichts  andres,  als  eine  mit  n  Rändern  ver- 
sehena  Fläche  der  Grundzahl  n,  die  sich  leicht  in  die  am  Ende  von  Nr.  45  beschriebene  Gestalt  bringen  lässt. 
Nim  galt  für  das  imzerschnittene  kugelartige  Polyeder  e' — k'-{-f'=2,  für  jedes  ausgeschnittene  polyedrische 
Flächenstück  e,  —  ki-\-fi=\  (i  =  l,  2  ...n),  demnach  ist  für  die  von  7i  Polygonen  berandete  «fach  zusammen- 
hängende polyedrische  Fläche  e  —  it-j-/'=2  —  n.^)  Das  ist  dieselbe  Gleichung  wie  in  Nr.  49,  nur  für  den 
besonderen  Fall  abgeleitet,  dass  die  «-fach  zusammenhängende  Fläche  auch  n  Ränder  besitzt,  während  die  frühere 
Ableitung  davon  unabhängig  war,  wie  die  Gleichmig  in  der  Tliat  die  Zahl  der  Räuder  nicht  enthält. 

50.  Der  er^veiterte  Eulersche  Satz  liir  mehrfach  zusammeniiäugeude  Vielflache.  Es  sei  endlich 
eine    geschlossene   polyedrische    Fläche    beliebiger    Grundzahl  n    (das    nach    früherem    stets    eine    ungerade 


1)  Denselben  Namen  (polyfedres  eulöriens  ou  polyfedres  simples)  führt  Camille  Jordan  für  diese  Vielflache  ein,  auf 
S.  35  der  Abhandlung:  Recherches  sur  les  polyedres,  Borchardts  Journal,  66.  Bd.,  1866,  S.  22 — 85. 

2)  Diese  Benennung  braucht  Möbius.  Mitteilungen  aus  seinem  Nachlass,  Ges.  Werke,  Bd.  II,  S.  624. 

3)  Vergl.  Eberhard,  Zur  Morphologie  der  Polyeder,  Lpzg.  1891,  S.  53.  Künftig  unter  Eberhard ,  Morphologie,  zitiert. 
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Zahl  ist)  oder,  was  dasselbe  sagt,  ein  melirfacli  zusammenliängendes  Vielflacli  der  Grundzahl  n,  dessen  Seiten- 
flächen aber  sämtlich  einfach  zusammenhängend  siiid,  vorgelegt  und  e,  Z',  /"  die  betr.  Zahlen  dieses  Gebildes. 
Scheidet  man  eine  einzelne  Fläche  aus  ihm  aus,  so  bleibt  n  imgeändert,  aber  die  nun  erhaltene  Fläche 
besitzt  einen  Rand,  und  es  lässt  sich  auf  sie  die  Formel  in  Nr.  49  anwenden,  wonach  e  —  A-  +  /"  den 
"Wert  2  —  n  hat.  Demnach  gilt  nach  Wiedereiufügung  dieser  ausgeschnittenen  Einzelfläche,  wodurch  nur  f 
um  1  wächst,  für  das  (zweiseitige)  Viclflach  der  Grundzahl  n  die  Gleichung^)  zwischen  e,  Je  und  f: 

e  — Ä-  +  /=:3  — i<. 

Es  ist  also  die  Grösse  e  —  A  +  Z'  für  ein  zweiseitiges  Vielflach,  da  n  ungerade  sein  muss,  stets  eine  gerade 
Zalä  (wenn  keine  mehrfach  zusammenhängenden  Einzelflächen  vorkommen). 

51.  Vielflache  mit  mehrfach  znsanimeiihäugeiideii  Einzelflächeii.  Besitzt  ein  mehrfach  zusammen- 
hängendes Vielflach  eine  gewisse  Anzahl  Einzelflächen  von  mehi-fachem  Zusammenhange,  die,  weil  sie  eben 
sein  müssen,  ebensoviel  Ränder  besitzen,  als  ihre  Grundzahl  beträgt  (vergl.  Nr.  45  am  Ende),  so  mache 
man  sämtliche  Einzelflächen  durch  Ziehen  von  Querschnitten  einfach  zusammenhängend.  Diu-ch  das  Anlegen 
eines  Querschnittes  wird  aber  immer  eine  Kante  mehr  erzeugt,  als  Ecken  hinzukommen.  Führt  man  den 
Querschnitt  nämlich  zwischen  zwei  Ecken  gerade,  so  tritt  eine  Kante,  aber  keine  Ecke  hinzu.  Stösst  der 
Querschnitt  an  eine  Kante  an,  so  erzeugt  er  an  dieser  Stelle  eine  Ecke,  zerlegt  aber  jene  Kante  in  zwei  u.  s.  w. 
Immer  nimmt  durch  Ziehen  eines  Querschnittes  die  Grösse  e  —  A  -j-  /^  für  das  Vielflach  um  1  <ib.  Sind 
sämtliche  Eiuzelflächen  durch  insgesamt  q  Querschnitte  einfach  zusammeniiängeud  gemacht,  so  hat  die  Grösse 
e  —  Ic-^f  -am  q  abgenommen  und  für  das  nun  entstandene  Polyeder,  dessen  Gesamtzusammenhang  immer  noch 
n  ist,  gilt  die  Gleichung  der  vorigen  Nummer,  also  gilt  für  das  ursprüngliche  Polyeder,  d.  h.  für  ein  (zweiseitiges) 
Vielflach  der  Grundzahl  n,  dessen  einzelne  Seitenflächen  durch  q  Querschnitte  einfach  zusammenhängend  werden:-) 

e  —  k-\-f=^  —  n-\-tj[. 

Es  ist  z.  B.  für  das  in  Fig.  39  dargestellte,  aus  zwei  in  einer  Fläche  zusammenstossendeu  Tetraedern  erzeugte 
Achtflach  ß  =  8,  7;  =  12,  /'=  7,  also  e  —  A;  +  /'=  3,  da  hier  n  =  \  und  q  =  \  ist;  denn  es  genügt  der 
Querschnitt  CC,  um  die  ringförmige  Einzelfläche,  deren  Ränder  BCD  und  B'C'D'  sind,  einfach  zusammen- 
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Kig.  41. 


hängend  zu  machen.  —  Es  mag  hier  auch  darauf  hingewiesen  werden,  dass  die  Gleichung  e  —  /.•  +  /' =2 
wohl  für  Eulersche  Polyeder  gültig  ist,  dass  aber  nicht  umgekehrt  das  Bestehen  dieser  Gleichung  für 
ein  Vielflach  es  als  Eulersches  (kugelförmiges)  charakterisiert.  Denn  dieser  Gleichung  genügen  die 
Zahlen  der  Begrenzungsstücke  aller  Polyeder,  für  die  3  —  «  +  (/  =  2,  d.  h.  n  —  2  =  ^  i^*--  ^f^^eu  den 
Eulerschcn  Polyedern  (h  =  1,  3  =  0)  kann  man  sich  beliebig  viel  andre  Vielflache  konstruieren,  welche  die 
Bedingung  n  —  q^\  erfüllen.  Wenn  man  z.  B.  einem  Parallelepiped  m  Durchbrechungen  giebt  (Fig.  40, 
m  =  3),  so  hat  das   entstehende  Violflach  vom   Typus   eines   »(-fachen  Ringes   (vergl.  Nr.  47)   die   Grund- 


1)  Vergl.  u.  a.:  Godt,  Untersvichungen  über  Polyeder  von  mehrfachem  Zusammenhang.     Progr.     Lübeck  1881,  S. 

2)  Bausenberger,  Elementargeometrie  etc.,  S.  204.    F.  Lippich,  Zvu-  Theorie  der  Polyeder.    Wiener  Ber.  84. 
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Fig.  42a. 


zahl  2>n  +  1.    Es  ist  q  =  2m,  da  die  obere  und  imtere  Deckfläche  je  m  Querschnitte  Cj^,c^,  .  .  .  brauchen, 
um  einfach  zusanimenhäugeud  zu  werden,  also  ist  e  —  k-\-f^3  —  (2m -\-  l)  -\-  2m  =  2,  obgleich  das  Vielflach 

kein   Euler sches    ist.     Setzt    man   ferner    auf   ein 

Parallelepiped  /;  „Henkel"  auf  (in  Fig.  41,  S.  53,  ist 

h  =  2),  so  ist  die  Grundzahl  des  entstehenden  Viel- 

fiachs    »«^2/;  +  !;    "^ü^  Zahl    q    der  Querschnitte 

q,Cj',  c,,cj,  .  .  .,  welche  die  eine  Deckfläche  einfach 

zusammenhängend  machen,    ist  2h,   also  wiederum 

e  —  lc-\-f^2  u.  s.  w.    Es  lassen  sich  leicht  immer 

Fig.  .lab.  zwei  auf  den  ersten  Anblick  sehr  ähnliche  Polyeder 

neben    einander    stellen,    von    denen   das   eine  dem 

Euler  sehen  Satze  genügt,  das  andre  nicht.    Es  ist  z.  B.  aus  leicht  ersichtlichen  Gründen^)  für  das  Polyeder 

Fig.  42  a  der  Wert  der  Grösse  e  —  A-  +  /'  gleich  2,  dagegen  für  das  Polyeder  Fig.  42  b  gleich  Null. 

52.  Diskoiitiiinierliche  Vielflache.  Es  war  bisher  immer  vorausgesetzt  und  der  ursprünglichen 
Definition  entsprechend,  dass  die  der  Untersuchimg  unterworfenen  Vielflache  kontinuierlich,  d.  h.  so  beschaflen 
waren,  dass  man  jeden  ihrer  Eckpimkte  mit  einem  beliebigen  anderen  durch  einen  zusammenhängenden 
Kantenzug  verbinden  konnte,  oder,  was  dasselbe  sagt,  dass  ein  Punkt  von  jedem  Vieleck,  ohne  die  Oberfläche 
des  Polyeders  zu  verlassen,  auf  jedes  andre  Vieleck  gelangen  konnte.  Besteht  das  Vielflach  aber  aus 
mehreren  getrennten  polyedi'ischen  Oberflächen,  so  heisst  es  di.sJcontinuierlich.  Hierher  gehören  die  Vielflache 
mit  inneren  Höhlungen  (wenn  man  an  den  Begrifl'  des  Körpers  anknüpft)  und  die  Durchdringungen  mehrerer 
Polyeder.  Es  bestehe  nun  das  Vielflach  aus  /  Einzelpolyedern  mit  den  Zahlen  e,-,  A,,  /",  von  Ecken,  Kanten 
und  Flächen,  so  dass  e,- —  A-,  + /",  =  o  — «,-  ist,  wenn  das  1'"  Polyeder  die  Grundzahl  w,  hat.  Durch 
Summation  über  alle  i  findet  sich,  weim  e,  k,  f  die  betr.  Zahlen  des  Gesamtvielflachs  bezeichnen,  und  wenn 
überdies  insgesamt  q  Querschnitte  nötig  sind,  um  mehrfach  zusammenhängende  Einzelflächen  einfach  zusammen- 
hängend zu  machen  die  Formel 


k  +  f=ii 


^".+5- 


Ist  von  den  i  Polyedern  eins  von  der  Grundzahl  n,  die  übrigen  /  —  1  (als  Höhlungen)  jedes  vom  Zusammen- 
hange 1,  imd  hat  q  die  vorige  Bedeutung,  so  ist  e  —  k  +  /"=  3/  —  (m  -\-  i  —  \)  -\-  q,  oder 

e  —  k-\-f=:'ii  —  n  +  l  +q. 

53.  Die  eiuseitigeu  Flächen.  Die  bisher  betrachteten  polyedrischeu,  nichtgeschlossenen  oder  geschlossenen 
Flächen  waren  durchweg  zweiseitig.  Die  folgenden  Untersuchungen  beziehen  sich  auf  Flächengebilde,  bei 
denen  es  gleichgültig  ist,  ob  sie  schon  polyedrisch  sind,  d.  h.  ob  sich  an  ihnen  Ecken,  Kanten  und  Einzel- 
flächen, die  stets  als  einfach  zusammenhängend  vorausgesetzt  werden,  unterscheiden  lassen.  Ist  ÄBCD  ein 
rechteckiger  (biegsamer,  dehnbarer)  Streifen,  so  entsteht,  wenn  man  seine  Kanten  AB  und  CD  derart  an 
einander  fügt,  dass  C  mit  B,  D  mit  A  zusammenfällt,  eine  zweiseitige  Fläche  der  Grundzahl  n  =  2  mit 
zwei  Rändern;  denn  ein  Querschnitt  (eben  CD  :^  AB)  genügt,  um  die  Fläche  einfach  zusammenhängend  zu 
machen.  Ein  in  sich  selbst  zurücklaufender,  parallel  den  Rändern  geführter  Schnitt  zerstückelt  die  Fläche 
in  zwei  wieder  zweifach  berandete,  zweiseitige  Flächenstücke  der  Grundzahl  2.  Di-eht  man  aber  das  Ende  CD 
des  rechteckigen  Streifens  im  Räume,  ehe  es  an  AB  gefügt  wird,  um  180",  d.  li.  tordicrt  man  den  Streifen 
einmal  und  heftet  dann  zusammen,  so  dass  C  auf  A,  D  auf  B  fällt,  so  entsteht  eine  Fläche  mit  nur  einem 
Rande  und  der  Grimdzahl  »i  =  2;  denn  der  Querschnitt  AB  (vergl.  Fig.  43,  S.  55)  verwandelt  die  Fläche 
wieder   in    eine    einfach  zusammenhängende.     Diese  Fläche    ist  aber  einseitig  (Möbiussches  Blatt*));    denn 


1)  Solche   Polyeder  betrachtet   He s sei,    Nachtrag   zu    dem   Eul ersehen   Lehrsatze    von    den    Polyedern.     Grelles 
Journal  Bd.  8,  S,  13. 

2)  Die  Entdeckung  der  einseitigen  Flächen  ist  Möbius  zuzuschreiben  uud  füllt  in  das  letzte  Viertel  des  Jahres  1858. 
Über  das  eben  beschriebene  sog.  Möbiussche  Blatt  vergl.  Möbius,  Ges.  Werke,  Bd.  11,  S.  Sl'J. 
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Fig.  43. 


wenn  man  in  irgend  einem  ihrer  Punkte  P  eine  (kleine)  Normale  PN  errichtet,  so  kann  mau,  indem 
man  P  auf  der  Fläche  fortbewegt,  nach  einmaligem  Umlaufen  der  bandförmigen  Fläche  die  Normale  PN, 
entgesengesetzt  gerichtet,  nach  dem  Punkte  P  zurückbringen,  so  dass  sie 
in  P  auf  der  andern  Seite  der  Fläche,  die  aber  mit  der  ersten  identisch 
blieb,  erscheint.  Nach  zweimaligem  Umlaufen  des  Bandes  kehrt  die  Normale 
erst  in  ihre  ursprüngliche  Richtung  zurück.  Ein  längs  des  einen  Randes  (etwa 
in  der  Mitte  der  Fläche)  von  P  nach  P  zurückgeführter  Schnitt  zerstückelt  aber 
die  Fläche  nicht,  sondern  es  entsteht  eine  zweiseitige  Fläche  der  Grundzahl  m  =  2 
mit  zwei  Rändern.*)  Ein  solcher  Rückkehrschnitt  heisse  auf  der  polyedrisch 
gedachten  Fläche,  da  man  sich  ihn  aus  Kanten  bilden  kann,  ein  Kantenrüclilceltr- 
polygon.  Die  polyedrische  einseitige  Fläche,  die  durch  ein  solches  Polygon  mcht 
zerstückelt  wird,  enthält  eine  einseitige  Zone.  Eine  Zone  auf  einem  Polyeder 
oder  einem  polyedrischen  Flächenstück  ist  hier  eine  in  sich  zurücklaufende  Reihe 
von  Einzelflächen  —  Vielecken  — ,  von  denen  jedes  folgende  mit  dem  vorher- 
gehenden eine  Kante  gemein  hat.  Ist  eine  solche  Zone  zweiseitig,  so  hat  sie 
zwei  Ränder;  ist  sie  einseitig,  so  hat  sie  nur  einen  Rand.  Jede  Kante,  die 
eine  Einzelfläche  mit  der  vorhergehenden  oder  folgenden  gemein  hat,  ist  ein  Querschnitt  der  Zone.  Eine 
einseitige  Zone  ist  selbst  von  dem  Ty]3us  des  Möbiusschen  Blattes.  Keine  polyediüsche  Fläche  von  diesem 
Typus  kann  zwei  sich  nicht  schneidende  einseitige  Zonen  enthalten,  denn  man  könnte  sonst  durch  dieselben 
zwei  Rückkehrpolygone  führen,  die  keinen  Punkt  gemeinsam  haben.  Dies  ist  aber  unmöglich.  Denn 
bewegt  sich  ein  Punkt  längs  eines  Ufers  eines  solchen  Polygons  (vergl.  Fig.  43),  so  ist  er  nach  einem 
Umlaufe  auf  dem  andern  Ufer,  muss  also,  um  seinen  Ausgangsort  zu  erreichen,  das  Polygon  überschreiten. 

Statt  des  oben  geschilderten  Bandes  kann  mau  zu  der  beschriebenen  Operation,  welche  die  einseitige 
Fläche  entstehen  lässt,  natürlich  auch  eine  ringförmige  Fläche  der  Grundzahl  w  =  2  mit  zwei  Rändern 
verwenden,  wenn  man  die  Torsion  nach  Durchschneidung  längs  eines  Querschnittes  ausführt  und  nachher 
längs  des  Querschnittes  wieder  die  Enden  aneinanderfügt. 

Es  sei  nun  eine  zweiseitige  Fläche  der  Gnmdzahl  n  mit  r  Rändern  vorgelegt;  Fig.  37,  n  =  4, 
r  =  2.  Tordiert  man  längs  eines  Querschnittes,  der  Punkte  desselben  Randes  verbindet,  z.  B.  längs  q^, 
so  bleibt  die  Grundzahl  n  und  ebenso  die  Zahl  r  der  Rändei-  ungeändert,  aber  die  neue  Fläche  ist  einseitig. 
Es  existieren  also,  da  für  eine  zweiseitige  Fläche  der  Grundzahl  n  die  Zahl  r  der  Ränder  stets  um  eine 
gerade  Zahl  2m  kleiner  war  als  n,  auch  einseitige  Flächen  derselben 
Zahlenrelation,  vorausgesetzt,  dass  die  zweiseitige  Fläche  Querschnitte  q 
zwischen  ein  und  demselben  Rande  ziüiess,  welche  die  Fläche  nicht 
zerstückelten.  Da  für  die  betrachtete  Fläche  schon  der  Querschnitt  q^ 
genügt,  um  sie  wieder  zweiseitig  zu  machen,  so  existiert  auf  ihr  nur 
ein  Kantenrückkehrpolygon.  —  Es  werde  nun  bei  einer  zweiseitigen 
Fläche  der  Grundzahl  n  mit  r  Räudern  längs  eines  Querschnittes, 
welcher  Punkte  zweier  verschiedener  Ränder  verbindet,  tordiert,  z.  B. 
in  Fig.  37  längs  q^.  Es  ergiebt  sich  eine  einseitige  Fläche  der 
Grundzahl  n  mit  r — 1  Rändern,  für  die  also  r  =  11  ^  2ni  —  1  ist. 
Während  demnach  eine  zweiseitige  Fläche  mit  einer  geraden  [ungeraden] 
Gnmdzahl  eine  gerade  [ungerade]  Anzahl  von  Rändern  besitzen  muss, 
giebt  es  —  die  vorigen  Betraclitungen   mit  berücksichtigt  —  einseitige 

Flächen  mit  beliebiger,  gerader  oder  ungerader  Anzahl  von  Rändern,  gleichviel  ob  n  gerade  oder  ungerade 
ist.  Hat  die  ursprüngliche  zweiseitige  Fläche  der  Grundzahl  n  ebensoviel,  d.  h.  r  =  n  Ränder  (vergl.  Fig.  36), 
so  ergiebt  sich  nach  Torsion  längs  sämtlicher  Querschnitte  qi,  qo,  . . .  q„~i  eine  einseitige  Fläche  mit  nur  einem 


l'-ig    u 


1)  Vergl.  F.  Dingeldey,  Topologische  Studien,  Leipzig  1890,  S.  20  ff. 
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Rande  und  n  —  1  einseitigen,  sich  nicht  durchsetzenden  Zonen.  Aus  Fig.  36  z.  B.  entsteht  Fig.  44,  S.  55, 
mit  di-ei  Rückkehrpolvgonen  bez.  Zonen  z^^,  z^,  z^,  d.  h.  es  gilt  der  Satz:  ^'me  einfach  berandete,  einseitige, 
polyedrische  Flächeder  Grundzahl  n  Jcann  im  Maximum  n  —  1  sich  nicht  schneidende  KantenrücMehrpolygone, 
d.  h.  n  —  1  einseitige  sicJi  nicht  durchsetzende  Zonen  aufweisen. 

54.  Der  Eulei'sche  Satz  frir  einseitige  Polyeder.  Um  ihn  abzuleiten,  genügt  es,  die  zuletzt 
betrachtete  einseitige  Fläche  der  Grundzahl  n  mit  einem  Rande  und  der  Maximalaahl  der  einseitigen  Zonen 
vorauszusetzen.  Ist  die  Fläche  polyedrisch  und  hat  e'  Ecken,  h'  Kanten  und  /"  Flächen,  so  gilt  wie  fi-üher 
für  die  entsprechende  zweiseitige  Fläche,  aus  der  sie  durch  n  —  1  Torsionen  längs  der  Querschnitte 
9i)  22;  •  •  ■  !?i— i  entstanden  ist,  e' — h' -\- f  ^  2 — n,  wo  n  gerade  oder  imgerade  ist.  Dies  leuchtet  sofort 
ein,  wenn  mau  die  Querschnitte  g  längs  Kanten  von  einer  Ecke  zu  einer  andern  Ecke  des  Randes  verlaufen 
lässt,  da  dann  nur  die  Torsionen  aufgehoben  werden  und  man  dasselbe  Gebilde  erhält  wie  durch  Zerschneiden 
der  zweiseitigen  Fläche  mit  n  Rändern  längs  der  QuerUnien  q,  nämlich  eine  zweiseitige  Fläche  einfachen 
Zusammenhanges  mit  einem  Rande.  Es  habe  nun  das  einzige  Randpolygon  der  einseitigen  Fläche  x  Kanten; 
dann  hat  es  auch  .r  Ecken.  Man  kann  nun  die  polyedrische  Fläche  zu  einer  geschlossenen  machen,  indem 
man  ihi'  ein  einfach  zusammenhängendes  zweiseitiges  Flächenstück  zufügt,  dessen  einziger  Rand  identisch 
mit  dem  der  einseitigen  Fläche  ist.  Die  Möglichkeit  dieser  Konstruktion  erhellt  z.  B.  daraus,  dass  man 
sämtliche  .r  Ecken  des  Randes  dui-ch  Gerade  mit  einem  Punkt  P  ausserhalb  der  einseitigen  Fläche  ver- 
binden und  durch  jede  der  x  Kanten  des  Randes  imd  je  zwei  auf  einander  folgende  dieser  Geraden  eine 
Ebene  legen  kann.  Dadurch  fügt  man  dem  Gebilde  eine  neue  Ecke  (den  Punkt  P)  und  ebensoviel  Kanten 
als  Flächen  (nämlich  ./)  zu,  so  dass  e'  —  A' '  +  /'  lun  1  wächst.  Es  ist  also  für  das  geschlossene  einseitige 
Polyeder  e  —  k-\-f='i  —  »,  wo  aber  n  gerade  oder  imgerade  sein  kann.  Daraus  folgt:  Für  ein  ein- 
seitiges Polyeder  mit  nm*  einfach  zusammenhängenden  Einzelflächeu  kann  die  Grösse  e  —  ^  -{-  f  ungerade 
oder  gerade  sein,  während  sie  für  ein  zivei seifiges  Polyeder  (ebenfalls  ohne  mehrfach  zusammenhängende 
Einzelflächen)  stets  gerade  war.  Es  gilt  also  der  Satz:  Ist  für  ein  beliebig  vorgelegtes  Viel  flach,  da^scn  Einzel- 
flächen durch  Querschnitte  sämtlich  einfach  zusammenhängend  gemacht  sind,  nach  dieser  Operation  die  Grösse 
e  —  Jc-\-f=()  ungerade,  so  ist  das  Vielflach  einseitig  und  Jcann  im  Maximum  2  —  ö  einseitige,  sich  nicht  durch- 
setzende Zonen  aufweisen.  Für  einseitige  Polyeder  kann  6  ^  1,  0,  —  1,  —  2,  —  3,  . . .,  für  zweiseitige  Polyeder 
(j  =  2,  0,  —  2,  —  4,  —  6...  sein,  da  für  einseitige  Polyeder  w  ^  2  (gerade  oder  ungerade),  für  zweiseitige 
w  >  1  (aber  stets  imgerade)  seLu  muss. 

Andi-e  Kriterien  für  einseitige  Polyeder,  die  in  jedem  Falle  deren  Charakter  als  solcher  erkennen 
lassen,  auch  für  den  Fall,  dass  ß  gerade  ist,  werden  später  angegeben.  Es  ist  selbstverständlich,  dass  bei 
allen  diesen  Polyedern  die  Oberfläche  sich  selbst  schneidet.  Das  Gleiche  ist  aber  bei  den  zweiseitigen  Polyedern 
beliebiger  Grundzahl  statthaft,  wenn  nur  bemerkt  wird,  dass  die  Schnittgeraden  der  betroS'enen  Flächen 
nicht  als  Kanten  zählen;  ein  auf  dem  Polyeder  wandernder  Punkt  durch  sie  also  nicht  aus  einer  Fläche  in 
die  sie  schneidende  übergehen  kann.  —  Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  bisher  immer  einfach  zusammen- 
gesetzte Ecken  vorausgesetzt  wurden,  ebenso  wie  an  jede  Kante  nur  zwei  Flächen  grenzen  durften.  Sind 
mehrfache  Ecken  vorhanden,  so  rücke  man  deren  Scheitelpimkte  aus  einander,  so  dass  eine  »«-fache  Ecke 
für  tn  einfache  zu  zählen  ist,  worauf  die  angestellten  Betrachtungen  ihre  Geltung  behalten.') 

55.  Einige  Beispiele  einseitiger  Polyeder  znr  vorstehenden  Theorie.  Um  das  in  Nr.  54  betrachtete 
einseitige  Band  von  Möbius  polyedrisch  herzustellen,  sind  mindestens  fünf  Dreiecke  nötig:  ABC,  BCD, 
CDE,  DEA,  EAB,  von  denen  jedes  folgende  mit  dem  vorhergehenden  eine  Kante  gemein  hat  imd  das 
letzte  mit  dem  ersten  die  Kante  AB.  Durch  Zusammenfügen  längs  dieser  Kante  entsteht  das  in  Fig.  45,  S.  57, 
dargestellte  Gebilde.  Der  eine  Rand  dieser  polyedi-ischen  einseitigen  Zone  ist  das  windschiefe  Fünfeck  J.CJ5JSD  .4. 


1)  Auf  die  Abänderungen,  die  an  der  Euler.schen  Formel  anzubringen  sind,  wenn  das  Vielflacli  mehrfache 
Ecken  oder  Kanten  besitzt,  macht  u.  a.  M.  Raschig  aufmerksam:  Zum  Eulerschen  Theorem  der  Polyedrometrie ,  S.  20. 
(Festschrift  d.  Gymn.  Schneeberg,  1891.) 


54.    Der  Eulersche  Satz  für  einseitige  Polyeder.     55.    Einige  Beispiele  einseitiger  Polyeder  zur  vorstehenden  Theorie.     57 

Schliesst  man  nun  die  Zone  längs  dieses  Randes  durch  die  fünfseitige  Pyramide  aus  den  Dreiecken  ACF, 
CEF,  EBF,  BDF,  DAF,  so  entsteht  ein  einseitiges  Polyeder  mit  e  =  6  Ecken,  /,•  =  15  Kanten,  /==  10 
Flächen,  so  dass  e  —  l-\-f=l  ist.  Dasselbe  wird  durch  das  Kantenrückkehrpolygon  AGFA  nicht  zer- 
stückelt, denn  das  von  diesem  gebildete  Dreieck  ACE  ist  keine  Grenzfläche  des  Polyeders.  Dieses  Möbiussche 
Dekaeder  ist  das  einseitige  Trigonalpolyeder  geringster  Flächenzahl,  denn  ohne 
Hinzufügung  der  sechsten  Ecke  F  lässt  sich  die  polyedi-ische  Fläche  längs  des  fünf- 
kantigen Randes  nicht  schliessen,  weil  unter  den  drei  Dreiecken,  die  man  erhält,  wenn 
man  irgend  eine  Ecke  des  Randes  mit  den  vier  übrigen  verbindet,  sich  stets  ein 
Dreieck  befindet,  das  bereits  der  m-sprünglichen  polyedrischen  Fläche  angehört. 
Das  Polyeder  besitzt  eine  Ali  von  Symmetrie,  indem  in  allen  sechs  Ecken  fünf  Drei- 
ecke zusammenstossen,  während  die  jedesmal  fünf  übrigen  Dreiecke  eine  einseitige 
Zone  bilden.  Fasst  man  z.  B.  A  als  die  sechste  Ecke  auf,  so  bilden  die  übrigen 
die  Zone  BDC,  DCE,  CEF,  EFB,  EBB,  die  sich  natürlich  mit  jeder  der  andern 
fünf  einseitigen  Zonen  schneidet,  wie  sie  z.  B.  die  oben  angegebene  in  den  Drei- 
ecken BBC  und  BCE,  die  sie  mit  ihr  gemein  hat,  durchsetzt.^) 

Als    zweites  Beispiel    diene    das    von  C.  Reinhardt^)    gefundene   einseitige 
Polyeder   mit   e  =  6  Ecken,  /'=  7   Flächen,   wovon   vier   gleichseitige  Dreiecke   und 

drei  Quadrate  sind,  imd  /;  =  12  Kanten,  wonach  wieder  e  —  /^ -|- /  ==  1  ist.  Es  soll  gezeigt  werden,  wie 
auch  dieses  Polyeder  durch  Einfügung  einer  einfach  zusammenhängenden  zweiseitigen  polyedrischen  Fläche 
längs  des  einen  Randes  einer  einseitigen  polyedi'ischen  Zone  entsteht.  Die  drei  Vierecke  des  Polyeders  seien 
die  di-ei  quadratischen  Diagonalebenen  eines  regelmässigen  Oktaeders,  denen  man  diejenigen  vier  Dreiecke 
des  Oktaeders  hinzufügt,  von  denen  keines  mit  dem  andern  eine  Kante,  jedes  aber 
mit  den  di-ei  andern  je  eine  Ecke  gemein  hat.  Die  Ecken  imd  Kanten  des  ent- 
standenen einseitigen  Polyeders  sind  die  des  Oktaeders.  Mit  Rücksicht  auf  die 
Fig.  46  sind  seine  Flächen  die  Dreiecke  ABE,  BFC,  CDF,  ADE  und  die 
Vierecke  ABCB,  FCEA,  BEB  F.')  Die  vier  Flächen  ABE,  BEBE,  BFC, 
FCEA,  von  denen  jede  folgende  mit  der  vorhergehenden  längs  einer  Kante,  die 
letzte  mit  der  ersten  längs  der  Kante  AE  zusammenhängt,  bilden  eine  einseitige 
Zone  mit  dem  einen  sechskantigen  Rande  ABCEDI A.  Setzt  man  nun  an 
ein  Quadi-at  ABCB  längs  der  Kanten  CD  und  DA  die  gleichseitigen  Dreiecke 
CDE  und  DAF  an,  so  entsteht  das  zweiseitige  polyedrische  Flächenstück 
ABCEDE A,  das,  längs  seines  eben  gescluiebenen  sechskantigen  Randes,  der  ein- 
seitigen   Zone   angefügt    das    geschlossene   einseitige    Siebenflach    ergiebt.     Dmxh 

das  Kantenrückkehrpolygon  EDECE  wird  dieses  Siebenflach  nicht  zerstückelt,  denn  der  Zusammenhang 
längs  der  Kante  CD  bleibt  gewahi't.  Bei  dem  dui'chaus  symmetrischen  Baue  des  Polyeders  ist  es  erklärlich, 
dass  auch  andre  Grenzflächen  wieder  zu  einseitigen  Zonen  zusammengefasst  werden  können;  es  ergiebt  sich 
aber  keine  solche  Zone,  die  die  erste  nicht  schnitte.  Ebenso  existieren  weitere  Kantenrückkehrpolygone,  aber 
keine,  die  das  erste  nicht  schneiden  (z.  B.  CEABC)  oder  Kauten  mit  ihm  gemein  haben  (z.  B.  BAECB) 
oder  in  zwei  Ecken  mit  ihm  zusammenstossen  (nämlich  das  Polygon  BEAFB),  so  dass  bei  gleichzeitigem 
Zerschneiden   der  Polyederoberfläche   längs   eines   dieser  Polygone  und  des  früheren  ein  Zerfallen  der  Fläche 


1)  Möbius,  Ges.  Werke,  Bd.  II,  S.  482. 

2)  C.  Reinhardt,  Zu  Möbius  Polyedertheorie.  Ber.  d.  math.-plns.  Kla.^ise  d.  Kgl.  Sachs.  Gesellsch.  d.  Wissen- 
schaften 1885,  S.  106. 

3)  Die  Geraden  AC,  BD,  EI<\  längs  deren  sicli  die  drei  Vierecke  durolidringen ,  sind  nicht  Kanten  des  Sieben- 
flachs. Führt  man  sie  mit  als  Kanton  ein,  so  dass  die  drei  Vierecke  je  in  zwei  Dreiecke  zerlegt  werden,  z.  B.  ABCD 
durch  BD,  FCEA  durch  AC,  BEDE  durch  EF,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  das  Gebilde  etwas  umgestaltet,  so  dass  die  je 
zwei  ursprünglich  ein  Viereck  bildenden  Dreiecke  nicht  mehr  in  eine  Ebene  fallen,  das  vorige  einseitige  Polyeder.  Vergl. 
C.  Reinhardt  a.  a.  0.  S.  112—114. 

Brückner,  Viclecku  und  Vielflache.  8 
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herbeigefükrt  wird.  —  Wollte  mau  bei  einem  der  besprochenen  einseitigen  Polyeder  wie  bei  den  zweiseitigen 
Tersuchen,  die  beiden  Seiten  jeder  Fläche  durch  Färbung  (schwarz  und  weiss)  zu  unterscheiden,  so  würde 
man  bald  bemerken,  dass  eine  Fläche  jederseits  beide  Färbvmgen  zu  erhalten  hat,  so  dass  eine  solche  Unter- 
scheidung unmöglich  wird.  Ebenso  verliert  dann  der  Begriff  des  äusseren  und  inneren  Flächenwinkels  an 
jeder  Kante  seine  Gültigkeit,  denn  jeder  Flächenwinkel  ist  zugleich  ein  äusserer  und  innerer. 

Es  möge,  drittens,  noch  ein  einseitiges  Polyeder  konstruiert  werden,  für  welches  e  —  k-\-f=0  ist. 
Zunächst  soUeu  die  fünf  Dreiecke  ABC,  BCD,  CDE,  DEA  und  EAB  dieselbe  einseitige  Zone  bilden 
wie  bei  dem  zuerst  beschi-iebeneu  Dekaeder.  An  die  beiden  Dreiecke  DEA  luid  DEC  seien  weiter  die 
Dreiecke  angefügt:  ECF,  CFG,  FGA  imd  GAD,  von  denen  das  letzte  die  Kante  AD  mit  dem  ersten 
Dreieck  DEA  gemein  hat,  so  dass  diese  sechs  Dreiecke  eine  zweiseitige  Zone  bilden.  Die  durch  das  eine 
siebenkantige  Polygon  ACGDBEFA  berandete  polyedrische  Fläche  ist  von  dem  in  Fig.  47   dargestellten 

Typus.  Ihi-e  Grundzahl  ist  n  =  3,  denn  die  Fläche  wird  durch  die 
Querschnitte  q^  ^  GF  und  q^  ^  AB  in  eine  einfach  zusammenhängende 
verwandelt.  Sie  hat  /"=  9  Dreiecke,  Ä-  =  17  Kanten  imd  e  =  1  Ecken. 
Durch  Hinzufügung  der  sieben  Dreiecke  HAC,  HCG,  HGD,  EBB, 
HBE,  HEF  und  UFA  entsteht  ein  geschlossenes  einseitiges  Polyeder 
mit  16  Flächen,  24  Kanten  und  8  Ecken.  Möbius,  der  dieses 
Polyeder  koustnüerte ') ,  bemerkte,  dass  es  unter  den  einseitigen, 
denen  auch  zweiseitige  Zonen  zukommen,  zu  den  einfachsten  gehören 
dürfte.  In  der  That  lassen  sich,  weim  nur  Dreiecke  als  Flächen 
auftreten,  bei  Konstruktion  einer  polyedrischen  Fläche  des  Typus  der 
Fig.  47  zur  Herstellung  der  einseitigen  Zone  nicht  weniger  als  fünf 
Dreiecke,  zur  Herstellung  der  zweiseitigen  Zone  nicht  weniger  als  sechs 
Dreiecke  verwenden.  Denn  bei  Yenvendimg  von  nur  vier  Dreiecken  (DEA,  DEC.  ECA,  CAD)  zur 
letzteren  würden  diese  für  sich  ein  geschlossenes  Tetraeder  bilden.  Auch  lässt  sich  aus  derselben  polyedi-ischen 
Fläche  kein  geschlossenes  einseitiges  Trigonalpolyeder  mit  weniger  als  16  Flächen  bilden,  wie  durch 
Betrachtungen  analog  denen  bei  dem  einseitigen  Dekaeder  erschlossen  wird. 

56.  Gescliichtliche  Bemei'kuiio;eu :  Beweise  des  Enlerscheu  Satzes  in  seiner  nrsprüuglichen  Form. 
(Euler,  Descartes,  Meister,  Lhuilier,  Steiuer,  Legeudre,  v.  Standt,  Caucliy  u.  a.)  Das  nach  Euler  benannte 
Theorem,  wonach  die  Summe  der  Zahl  der  Ecken  und  Flächen  eines  Polyeders  die  Summe  seiner  Kanten  um  zwei 
übertrifft,  darf  als  das  Fundamentaltheorem  der  Poljederlehre  mit  Eecht  bezeichnet  werden,  obgleich  schon  hier  nicht 
versehwiegen  werden  soll,  dass  die  allzu  ausschliesslich  von  diesem  Satze  ausgehenden  Betrachtimgen  über  die  mög- 
lichen Gestalten  der  Vielflache  füi-  die  Entwickelung  der  Morphologie  dieser  Gebilde  nicht  durchaus  günstig  gewesen 
sind.  In  der  That  erfolgten  die  grossen  Fortschi-itte,  welche  die  Lehi-e  von  den  Vielflachen  im  aUgemeinen,  also  ohne 
Eücksicht  auf  besondere,  reguläre  oder  halbreguläre  Polyedergestalten,  machte,  erst  dm'ch  die  Entdeckimg  der  ein- 
seitigen Polyeder  durch  ilöbius  imd  die  Moi-phologie  der  sogen.  Eulerschen  Polyeder  diu-ch  Eberhard,  ohne 
wesentliche  Berücksichtigung  des  Eulerschen  Theorems.  Bis  zu  diesen  neueren  Untersuchungen  fussten  auf  ihm  aber 
fast  allein  die  Grundsätze  fiii-  die  Klassifikation  der  möglichen  Formen  der  Vielflache  im  allgemeinen.  Es  hat  bis 
über  die  Mitte  unsres  Jahrhunderts  hinaus  das  besondere  Interesse  der  Mathematiker  gefunden,  die  sich  bemühten, 
es  sowohl  mit  immer  neuen  Beweisen  zu  versehen,  als  auch  zu  verallgemeiaern,  d.  h.  auf  die  Grenzen  seiner 
Gültigkeit  zu  untersuchen,  um  dann  mit  seiner  Hilfe  Ordnung  in  dem  scheinbaren  Chaos  der  dm-ch  Ebenen 
begrenzten  räumlichen  Gebilde  herzustellen.  So  kann  man  die  gesamte  ältere  allgemeine  Polyedertheorie  als  eine 
Zusammenstellung  der  Folgerungen  aus  dem  Eulerschen  Satze  bezeichnen.  Es  sei  als  Beispiel  hierfüi-  niu-  auf  die 
Arbeit  E.  Catalans:  „Memoire  sur  la  theorie  des  polyedres"")  hingewiesen,  die  dieser  als  Bewerbungsschrift  um 
den  „Grand  prix  de  Mathematiques"  1862  der  Pariser  Akademie  („Perfectionner,  en  quelque  point  important,  la 
theorie  geometrique  des  polyedres")  eim-eichte,  und  die  in  ihrem  aUgemeinen  Teile  (S.  2 — 25)  nur  die  Konsequenzen 
des  Eulerschen  Theorems  behandelt.    Wii-  werden  auf  diese  ebenfalls   später   einzugehen   haben;   hier   sprechen    wir 


1)  Möbius,  Nachlass.    Ges.  Werke  Bd.  11,  S.  521.     Die  einseitigen  Polyeder  bezeichnet  man  nach  ihrem  Entdecker 
als  „Mübiussche  Polyeder";  die  einseitigen  Flächen  werden  -von  F.  Klein  u.  a.  auch  „Doppelflächen"  genannt. 

2)  Journal  de  l'ecole  imperiale  polytechnique,  XLI""  cahier,  1865,  S.  1  —  71.     Künftig  kurz  als  Catalan  zitiert. 
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zunächst  über  das  ursprüngliche  Eulersche  Theorem  und  seine  Beweise,  um  in  einer  weiteren  Nummer  auf  dessen 
Erweiterungen  historisch  einzugehen.  — 

Euler  veröffentlichte  über  die  Polyederlehre  1758  zwei  Aufsätze  in  den  Memoiren  der  Petersburger  Akademie. 
Die  in  der  ersten  dieser  Abhandlungen  „Elementa  doctrinae  solidorum"  ^)  enthaltenen  Sätze  .sind  längst  in  die  Elemente 
aufgenommen"),  und  sollen  deshalb  hier  für  späteren  Gebrauch  nur  zusammengestellt  werden.  Der  erste  Satz  (S.  114) 
sagt  aus,  dass  in  jedem  Polyeder  die  Zahl  der  Kanten  die  Hälfte  der  Anzahl  der  ebenen  Winkel  (Kantenwinkel)  sei. 
Der  zweite  (S.  116)  bemerkt,  dass  allgemein  2A;^  3f  sein  muss,  weil  schon  füi-  den  Fall,  wo  alle  Gi-enzflächen  des 
Polyeders  Dreiecke  sind,  die  Zahl  der  ebenen  Winkel  3/"  ist;  der  dritte  giebt  die  ebenso  zu  beweisende  Gleichung 
bez.  Ungleichung  2)c^3c.  Der  vierte  Satz  (S.  119)  ist  der  den  Namen  Eulers  tragende:  „In  omni  solide  hedris 
planis  incluso  aggregatum  ex  numero  angulorum  solidorum  et  ex  numero  hedrarum  binario  exeedit  numerum  acierum". 
Er  wird  hier  zunächst  nui'  an  Beispielen  erhärtet,  da  Euler  selbst  ei'klärt,  er  habe  einen  Beweis  bis  dahin  nicht 
finden   können.    Im   weiteren   werden   dann  in  dieser  ersten  Abhandlung  Folgerungen   aus  diesem  Satze  gezogen,   so 

S.  127  die  Formeln  f -\-  4^2e  und  e-{-4-^2f,  woraus  geschlossen  wird,  dass  c  zwischen  den  Grenzen  -^f-\-2 

1  3 

und    2  /■  —  4 ,    sowie    f   zwischen   den    Grenzen   —  e  -|-  2    und    2  t'  —  4    liegt ,    und   dass    t^  f  ^Ji  ^  'if  —  6 ,    sowie 

3 
—  e<Ä;<3e  —  6    sein   muss.    S.  129  ff.    klassifiziert   dann  Euler   die  Polyeder   nach  der  Anzahl  der  Flächen  und 

Kanten.  S.  131  wii-d  geschlossen,  dass  kein  Polyeder  lediglich  von  Sechsecken  begi-enzt  sein  kann.')  Nim  leitet 
er  S.  132  füi-  die  Summe  «•  der  ebenen  Winkel  des  Polyeders  die  wichtige  Gleichung  «i'=(4fc — 4/')E  (^Rechte) 
ab*),  und  aus  dieser  durch  Verbindung  mit  seinem  Haupttheorem  folgert  er  noch  w  ^  (4e  —  8)R.  Es  ist  also 
die  Summe  der  ebenen  Winkel  eines  Polyeders  durch  die  Zahl  seiner  Ecken  bestimmt,  wie  dies  füi-  die  Summe 
der  Winkel  eines  ebenen  Polygons  gilt.'')  Daran  schliesst  sich  endlieh  bei  Euler  eine  Aufzählung,  genauer 
gesagt,  Benennung^)  der  möglichen  Vielflache  nach  den  Ecken  und  Flächen,  wobei  er  bemerkt,  dass  kein  Polyeder 
mit  sieben  Kanten  existiert. 

Die  zweite  Abhandlung')  enthält  den  noch  rückständigen  Beweis  seines  Haupttheorems,  der  füi'  viele  in 
der  Folgezeit  gegebene  Beweise  vorbildlich  geworden  ist.  Die  Idee  ist  diese.  Es  sei  A  eine  fi- kantige  Ecke  des 
Vielflachs  und  B,  C,  B  .  .  .  M  die  andern  Enden  der  ^  von  A  ausgehenden  Kanten.  Verbindet  man  diese  Ecken 
durch  Kanten  und  zieht  in  dem  entstandenen  im  allgemeinen  unebenen  ji^-eck  B  CD  .  .  .  M  die  ft  —  3  Diagonalen 
von  einer  Ecke  z.  B.  B  nach  allen  übrigen,  und  legt  die  Ebenen  BCD,  BDE,  BEF  .  .  .,  sowie  die  Ebenen,  durch 
A  und  die  gezogenen  Diagonalen,  so  kann  man  dm-ch  jene  fi  —  2  Ebenen  ft  —  2  Tetraeder  von  dem  Vielflach 
abschneiden,  die  eine  gemeinsame  Spitze  in  A  haben.  Das  übrigbleibende  Vielflach  besitzt,  wenn  c,  /i,  f  die  Zahlen 
der  Ecken,  Kanten  und  Flächen  des  ursprünglichen  Vielflachs  sind,  noch  e'^c  —  1  Ecken,  k' =  Je -\- ii  —  3 
Kanten  und  /■'=/'-(-  ft  —  2  Flächen,  wobei  als  allgemeinster  Fall  angenommen  ist,  dass  keine  der  Kanten  BC,  CD,  . . . 
bereits  dem  ursprünglichen  Vielflach  angehörte.  Es  ist  also  e' — k' -\- f" ^  e  —  k -\- f,  d.  h.  der  Wert  von  e  —  k -\- f 
ist  derselbe  füi-  ein  Polyeder,  das  eine  Ecke  weniger  hat.  Setzt  man  dieses  Abtrennen  von  Tetraedern  fort,  so  dass 
e  immer  um  eins  abnimmt,  so  gelangt  man  schliesslich  zu  dem  Vierflach  selbst,  füi*  welches  e  —  k -{- f  =  2  ist. 
Derselbe  Wert  kommt  also  dem  Ausdrucke  c  —  /.'  -f"  /   ^luc''  fiu-  das  ursprüngliche  Vielflach  zu.*) 


1)  Novi  Comment.  Acad.  scient.  imper.  Petropolitanae.    Tom.  IV  (ad  annum  1752  et  1753),  Petrop.  1758,  S.  109  ff. 

2)  Vergl,  ■/..  B.  Baltzer,  Elemente,  II,  1883,  S.  214—216  und  S.  222/23. 

3)  Es  handelt  sich  selbstverständlich  hier  stets  nur  um  „kugelartige"  Polyeder. 

n  1       " 

4)  (In  abgekürzter  Schreibweise:)  Ist  f^  die  Zahl  der  n-ccke  des  Polyeders,  so  ist  f='^f„  und  k=~ ^nf^,  weil 

3  "3 

n  « 

tc  =^^nf^  ist.     Nuu  ist  die  Summe  der  Winkel  eines  ebenen  »i-ecks   (2«  —  4)  ■  R,   also  w  =  ^/'^(2n  —  4)R;    da   aus  den 
s  3 

7t  n  n 

Werten   von   k   und  /'  aber    4/.-H  =  2  ^m/„  ■  R     und    4/'R  =  4  JV*/;  ■  R   folgt,    so   ist  (4A- —  4/*)  ■  R  =  ^/;,  1,2«  —  4)R  =  w. 

3  .•)  3 

Vergl.  Rauaenberger,  Die  Elementargeometrie  etc.,  S.  205. 

5)  Auf  diesen  merkwürdigen  I'arallelismus  weist  auch  Steiner  hin.     Ges.  Werke  Bd.  I,  S.  97. 

6;  So  bezeichnet  er  jedes  Polyeder  mit  acht  Ecken  und  sieben  Fläolien  als  Octogonum  heptaedrum  u.  s.  w. 

7)  Demonstratio  nonnullanim  insignium  proprietatum  quibus  solida  hedris  planis  iuclusa  sunt  praodita.    S.  140  des- 
selben Bandes  der  Comm.  der  Petersb.  Akademie.     Vergl.  Cantor  lU,  S.  538. 

8)  Ausführlich    findet   sich  Eulers   Beweis   wiedergegeben   in  einer   Abhandlung   von   Durege:    Über  Körper    von 
vier  Dimensionen,    Wiener  Berichte,  83.  Bd.,  2.  Abt.,  Jahrgang  1881,  S.  1110. 

8* 
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Man  hat  vermutet,  dass  das  Eulersche  Theorem  bereits  Archimedes  bekamit  gewesen  sei^),  weil  er 
die  Eeihe  der  halbregulären  Polyeder  yoUständig  anzugeben  vennochte.  Dies  mag  dahin  gestellt  bleiben;  sicher 
ist,  dass  vor  Euler  schon  Descartes  im  Besitze  des  Satzes  gewesen  ist.  „Aber  dass  Euler  davon  irgend  Kenntnis 
erhalten  haben  sollte,  ist  an  sich  kaum  anzimehmen  und  bei  der  über  jeden  Zweifel  erhabenen  Wahrheitsliebe 
Eulers  durch  seine  Erklärung,  es  handle  sich  um  einen  durchaus  neuen  Satz,  vollständig  ausgeschlossen."^) 
Descartes"  Niederschi-ift  seiner  Entdeckung  ist  nicht  mehr  vorhanden,  sondern  nur  eine  zwischen  1673  und  1676 
dm-eh  Leibniz  genommene  Abschi-ift  lückenhafter  Natur,  auf  die  Prouhet  die  Pariser  Akademie  am  23.  April  1860 
hinwies,  und  die  sich  in  den  Oeuvi-es  inedites  de  Descartes,  par  M.  le  C"  Foucher  de  Careil,  Paris  1860,  vol.  11, 
S.  214,  gedruckt  findet.^)  Darnach  geht  Descartes  von  dem  Satze  aus,  dass  die  Summe  der  Polygonwinkel  auf 
der  Oberfläche  eines  Polyeders  mit  e  Ecken  4  e  —  8  Rechte  beträgt,  dessen  Zusammenhang  mit  seinem  Haupttheorem 
auch  Euler,  wie  oben  bemerkt,  wohl  gekannt  hat.  Mit  der  andern  Gleichung  m'-|-4/'==2ä  fühi-t  um  dies  zu  dem 
Satze:*)  „Nimierus  veronmi  angulorum  planorum  est  2/"-|-  2e  —  4,  qui  non  debet  esse  major  quam  6e — 12...", 
der,  weU  tv  =  27.-  ist,  das  Eulersche  Theorem  enthält.  Dieser  Xame  darf  dem  Satze  mit  Recht  auch  in  Zukunft 
bleiben,  da  die  mathematische  Welt  erst  diu-ch  Eulers  Abhandlung  mit  der  Wahrheit  desselben  bekannt  geworden 
ist  imd  dieser  Umstand  die  Priorität  entscheidet. 

Es  mag  hier  noch  auf  eine,  ebenfalls  dem  vorigen  Jahi-hundert  angehörige  Ai-beit  von  Meister^)  hingewiesen 
werden,  die  die  Elemente  der  Polyederlehre,  allerdings  ohne  Rücksicht  auf  den  Eul  er  sehen  Satz,  in  origineller  Weise 
giebt.  So  wird  S.  21  der  imten  zitierten  Abhandlung  der  Satz,  dass  ein  nur  von  4  +  2w  Dreiecken  begi-enzter 
Körper  A  -\-  n  Ecken  hat,  durch  Zusammensetzung  des  Köi-pers  aus  dreiseitigen  Pyramiden  (Tetraedern)  bewiesen 
und  darauf  die  weitere  Theorie  aufgebaut,  die  sich  besonders  mit  den  später  näher  zu  betrachtenden  reziproken 
Köi-pem  (diese  Benennung  fähi-t  Meister  ein)  beschäftigt.  Die  Abhandlung  scheint  aber  wenig  beachtet  worden  zu 
sein,  denn  die  in  ihr  niedergelegten  Resultate  werden  verschiedentlich  später  von  anderen  als  neu  vorgetragen. 

Auch  in  den  Beweisen,  die  nach  Eul  er  für  dessen  Theorem  gegeben  werden,  kehi-en  dieselben  Gnmdideen 
immer  wieder,  ohne  dass  im  allgemeinen  eine  Abhängigkeit  der  einzelnen  Arbeiten  von  einander  angenommen  werden 
müsste.  Abgesehen  von  einigen  ganz  vereinzelt  stehenden  Beweisen^),  von  denen  manche  Hilfsmittel  benutzen,  die 
erst  später  zm-  Sprache  gebracht  werden  können,  und  deshalb  an  dem  betr.  Orte  erwähnt  werden  sollen,  kann 
man  vier  tcesentlich  verschiedene  Beiceisarten  unter  scheidet^.  Zunächst  die  der  Methode  Eulers  verwandte  der  Zer- 
legung des  Vielflachs  in  Pyramiden  (Tetraeder)  bez.  Zusammensetzimg  desselben  aus  solchen,  wobei  also  auf  die 
körperliche  Natui-  des  Gebildes  Rücksicht  genommen  ist.  Diese  Beweisart  hat  den  Vorzug  grosser  Anschaulichkeit 
und  ist  deshalb  mannigfach  in  die  Elemente  aufgenonmien  worden.')  Sie  ist  gültig  füi-  jedes  konvexe  Polyeder, 
weil  sich  ein  solches  stets  von  einem  Punkte  im  Innern  aus  in  Pyi-amiden  zerlegen  lässt,  kann  aber  auch  leicht  für 
nicht  konvexe  Polyeder  verallgemeinert  werden.  Die  Zerlegimg  des  Vielflachs  in  Pyramiden,  die  ihre  gemeinsame" 
Spitze  in  einem  Punkte  innerhalb  des  Körpers  haben,  die  allmähliche  Wiederzusammensetzung  des  Vielflachs  aus 
diesen  Pyramiden  imd  die  Beobachtimg  der  Wertänderung  von  c  —  fc  +  /"  bei  den  verschiedenen  Möglichkeiten  für 
Ansetzimg  einer  neuen  Pyi-amide  an  das  bis  da  erhaltene  Vielflach  fühi-t  zu  dem  gewünschten  Ziele.  Mit  diesem 
Beweis,  den  in  der  angedeuteten  Fonn  zuerst  Lhuilier  im  Eingang  der  unten  zitierten,  von  Gergonne  im  Auszug 
mitgeteilten  Abhandlung*)  gab,   stimmt  in  den  wesentlichen  Zügen  der  von  Seidelin ^)   überein,   während   der   von 


1)  Baltzer,  Elemente  ü.  S  213,  Anm.  Günther  a.a.O.  S.  53.  Auch  wird  hier  daraufhingewiesen,  dass  Cardanus 
Aufgaben  behandelte,  die  „fast  unbedingt"  die  Kenntnis  des  Eul  er  sehen  Satzes  zu  ihrer  Lösung  benötigen,  und  daher 
die  Frage  aufgeworfen,  ob  vielleicht  schon  Cardanus  mit  dem  Theorem  bekannt  gewesen  sei. 

2)  Cantor  lU,  S.  537. 

3)  Vergl.  Baltzer,  Zur  Geschichte  des  Eulerschen  Satzes  von  den  Polyedern.  Monatsber.  d.  Berlin.  Akad.  18G1 
(2.  Hälfte,  Juli  — Dez.),  Berlin  1862,  S.  1043.  Mehrere  Artikel  von  de  Jonquieres  in  den  Comptes  Rendus  hebd.  des  seances 
de  l'Acad.  d.  Sciences,  tome  CX,  Paris  1890,  S.  261,  315  und  677.  Derselbe,  Bibliotheca  mathematica,  herausg.  v.  Eneström, 
1890,  S.  43. 

4)  Descartes'  Bezeichnung  ist  in  die  heutige  abgeändert. 

5)  A.  L.  F.  Meisteri  commentatio  de  solidis  geometricis  etc.  Commentationes  soe.  reg.  scient.  Gottingensis  classis 
mathematicae,  tom.  VII,  1785. 

6)  Z.  B.  dem  Beweise  von  Hessel  in  Quaestiones  stereometricae ,  potissimum  ad  theorema  Euleri  de  numeris 
planorum  superficialium,  canthonmi  et  acuminum  in  polyedris  spectantes,  Marburg.  1831. 

7)  Vergl.  van  Swindens  Elemente  der  Geometrie,  deutseh  von  Jacobi,  Jena  1834,  S.  437.  Reidt,  Elemente  d. 
Mathematik,  HI,  1884,  S.  109, 

8)  Memoire  sur  la  polyedromdtrie,  contenant  une  demonstration  directe  du  Th(5oreme  d'Euler  sur  les  polyfedres,  et 
un  examen  des  diverses  exceptions  auxquelles  ce  theor&me  est  assujetti,  par  Lhuilier;  Eztrait  par  Gergonne.  Annales 
de  Math,  pures  et  appliqut's,  red.  p.  J.  D.  Gergonne.    Tome  lU,  1812  et  13,  S.  169. 

U)  Seidelin,  Bewis  for  cn  Satning  af  Stereometrien,  Tychsen  Tidsskr.  (2)  VI,  22,  1870. 
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de  Jonquieres'j  identisch  mit  dem  Euler.s  ist,  wiewohl  jener  bemerkt,  die  zweite  Abhandlung  Eulers  nicht 
gekannt  zu  haben.  Auf  eine  originelle  Weise,  wenn  auch  ximständlich ,  beweist  Kirkmann^)  das  Theorem,  indem 
er  zeigt,  wie  jedes  kugelartige  Polyeder  aus  einem  prismatischen  Körper  durch  bestimmte  Schnitte  erhalten  werden 
kanu,  während  deren  Ausführung  die  Vermehrung  der  Kanten  mit  der  Vermehrung  der  Ecken  und  Flächen  zusammen 
gleichen  Schritt  hält.  Hier  ist  auch  der  Satz  Hessels^j  anzuführen,  wonach  zwei  Eul ersehe  Polyeder  zusaimnen- 
gefügt  wieder  ein  solches  geben,  wenn  die  Verbindungsweise  derart  ist,  dass  die  Summe  der  Zahl  der  duj-ch  die 
Verbindung  verschwundenen  Ecken  und  Flächen  beider  gleich  ist  der  um  zwei  vermehrten  Zahl  der  verschwundenen 
Kanten,  denn  er  enthält  den  Grundgedanken  für-  die  obigen  Beweise. 

Eine  zweite  Mdhode,  die  Wahrheit  des  Eul  ersehen  Satzes  zu  erhärten,  findet  sich  zuerst  bei  Lhuilier  in 
der  bereits  zitierten  Schrift  und  wurde  von  Steiner*)  ohne  Kenntnis  dieser  aufs  neue  angewandt.  Es  ist  folgende 
(Fig.  48).  Von  einem  Punkte,  der  in  keiner  Ebene  des  Polyeders  liegt,  projiziere  man  dasselbe  auf  eine  beliebige 
Ebene.  Das  entstehende  Netz  hat  dann  ebensoviel  Punkte  (^,  5,  C  .  .  .,  ö,  &,  c  .  .  ., 
a,  ^,  y  .  .  .),  als  das  Polyeder  Ecken,  so  viel  Gerade,  als  das  Polyeder  Kanten, 
ebensoviel  Vielecke  derselben  Art,  als  das  Polyeder  Flächen.  Es  lässt  sich  die 
Summe  w  aller  Winkel  in  den  Vielecken  der  Projektion  auf  zweierlei  Art  aus- 
drücken. Erstens  ist  die  Winkelsumme  eines  Vielecks  sovielmal  2  E,  als  es  Kanten  hat, 
vermindert  um  4  E.  Jede  Kante  des  Vielflachs  gehört  zu  zwei  Vielecken.  Dabei 
sind  so  oft  4E  abzuziehen,  als  Vielecke  da  sind;  also  ist  <o  =  2Ä:.2E  —  /'.4E. 
Zweitens  gilt:  Die  Winkel  an  den  Grenzpunkten  sind  zusammen  zweimal  die  Winkel 
des  Grenzvielecks  ABCD . . .,  d.  h.  sovielmal  4E,  als  Grenzpunkte  da  .sind,  minus  8E. 
Die  Winkel  um  a,b,c...,  a,ß,y...  betragen  je  4  E,  demnach  ist  die  Gesamtvrinkel- 
simime  gleich  4  E  mal  der  Zahl  aller  Punkte  vermindert  um  8E,  d.  h.  w  =  e.4E — 8E. 
Dm-ch  Gleichsetzung  der  beiden  für  ic  gefundenen  Werte  ergiebt  sich  der  Euler  sehe 
Satz.  Dieser  Beweis  lässt  sich  überdies  für  das  verallgemeinerte  Theorem  analog 
fühi-en,  wenn  man  die  «  =  (2m -)- l)-fach  zusammenhängende  Polyederoberfläche  in 
dem  Typus  eines  »»-fachen  Einges  (Fig.  38)  darstellt,  dessen  Projektion  in  die  Ebene  Pig.  48. 

als  Umi-isspolygone   ein  äusseres  nebst  m  innern  Polygonen  ergiebt.    Der  erste  obige 

Wert  füi-  tv  ist  derselbe.  Der  zweite  Wert  für  iv  setzt  sich  so  zusammen:  Die  Winkel  an  dem  äussern  Polj-gon 
betragen  sovielmal  4E,  als  Ecken  da  sind,  minus  BE;  die  Winkel  an  jedem  innern  Polygon  betragen,  da  die  nach 
aussen  liegende  Seite  der  Polygone  die  Winkelsunmie  liefert,  sovielmal  4  E  als  Ecken  da  sind,  vermehrt  um  8  E,  während 
jeder  Binnenpunkt  wieder  4E  beiträgt.  Also  ist  jetzt,  da  m  innere  Polygone  vorhanden  sind:  to  ==e.-iR  —  8E-|-m.8E; 
dies  ergiebt  mit  dem  vorigen  Werte  für  w  die  Gleichung  Ic  —  /"=  e  -(-  2«i  —  2  oder,  da  '2m  -|-  1  ^  "  ist: 
e  —  Jc-\-f=3  —  n. 

Eine  dritte,  zuerst  von  Legendre'')  befolgte  Methode,  die  sich  auch  bei  Meier  Hirsch^)  findet,  nimmt 
den  Satz  vom  Inhalte  sphärischer  Vielecke  zu  Hilfe  und  lässt  sich  daher  nicht  füi-  mehrfach  zusammenhängende 
Obeiflächen  verallgemeinern,  auch  nicht  in  die  Elemente  aufnehmen.  Man  projiziere  aus  einem  Punkte  innerhalb  des 
Vielflachs  die  Ecken  und  Kanten  auf  eine  dasselbe  völlig  umschliessende  Kugel,  deren  Centrum  jener  Punkt  ist.  Die 
Kanten  erscheinen  als  Teile  grösster  Kreise  und  die  Ecken  als  die  Schnittpunkte  dieser.  Es  wird  vorausgesetzt,  dass 
die  Kugel  überall  nm-  einfach,  aber  lückenlos  bedeckt  erscheint,  d.  h.  der  Beweis  ergiebt  die  Gültigkeit  des  Eulerschen 
Theorems  nur  für  konvexe  oder  nicht  konvexe  Polyeder,  die  dieser  Bedingung  genügen'),  wähi-end  es  doch  ganz 
gleichgültig  ist,  ob  das  Polyeder  beliebig  einspringende  Ecken  hat  oder  nicht,  wenn  es  nm-  von  einfachem  Zusammen- 
hange bleibt.  Es  sei  u\  die  Winkelsunmie  eines  w,-eckigen  sphärischen  Polygons  der  Kugel,  welches  die  Projektion 
eines  «,-ecks  des  Vielflachs  ist.  Nun  ist  der  Inhalt  der  Fläche  eines  solchen  sphärischen  Polygons  (vergl.  Nr.  37) 
M),-  —  (n.  —  2)  jt  0 
^s — •"^1  wo  &  die  Kugelfläche  bedeutet.    Also  ist  die  Gesamtsumme  aller  /'Flächen: 

1)  Note  sur  un  point  fondamcntal  de  la  thcoric  des  polycdres,  p,  de  .lonquieres.  Cotnptcs  Rendus  etc.,  t.  CX, 
Paris  1890,  S,  110. 

2)  Kirkmann,  On  the  Representation  and  Enumeration  of  Polyedra.  Mcmoivs  of  the  Literao'  and  Philosophical 
Society  of  Manchester,  2.  ser.,  vol.  XII,  1855,  S.  47. 

3)  Hessel,  Nachtrag  zu  dem  Eulerschen  Satze  von  den  Polyedern.     CrcllcH  Journal,  Bd.  8,  S.  19. 

4)  Grelles  .lournal,  Bd.  1,  S.  3G4,  und  Steiner,  Ges.  Werke,  Bd.  I,  S.  97.  Auch  dieser  Beweis  wurde  in  die  Elemente 
aut'gcnonimon;  vergl.  u.  a.  Henrici  und  Treutlcin,  Lehrbuch  d.  Elementargeometrie,  .3.  Teü,  1883,  S.  55.  Bork,  Math. 
Hauptsätze,  II.  Tl.,  1896,  S.  170.  Der  von  Hoppe,  Ergänzung  des  Eulerschen  Satzes  von  den  Polyedern,  Hoppes  Archiv  (. 
Math.  u.  Physik,  63.  Teil,  1879,  S.  100,  geführte  Beweis  ist  dem  Steiners  ähnlich. 

5)  Legendre,  fik-ments  de  Geometrie,  8.  ed.,  1809,  livre  VII,  propos.  XXV,  S.  228. 

6)  Meier  Hirsch,  Sammlung  geometrischer  Aufgaben,  2.  Teil,  Berlin  1807,  S.  93.     Vergl.  auch  Hess  II,  S.  19. 

7)  Auf  diese  Schwäche  des  Beweises  weist  auch  de  .Tonquicrcs  hin;  a.  a.  0.  Compt.  Rend.,  t.  CX,  S.  111. 
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2'- fe 1=0,  oder  2«V— 2'("'-2)«=47r. 

1  11 

/ 

Es  ist  aber    ^f  ic,-  =  r  •  L'rt,   denn    alle    Innenwinkel   der  sphärischen  Polygone  geben  zusammen  sovielmal  '2n,   als 

f 

Ecken  vorhanden  sind,  und    ^<  ii,  =-=  2/.-,   da  jede  Kante  der  f  Flächen,   als   zwei  benachbarten    zugehörig,   doppelt 

1 
gezählt   ist.     Also  wird  die  obige  Gleichung  zu  e  .  '2  7t  —  2/jjt  -(-  2/'«  ^  -Itt,   woraus  der  zu  beweisende  Satz  folgt. 

In  einer  vierten  Klasse  von  Beweisen  für  den  Euler  sehen  Satz  lassen  sich  alle  diejenigen  zusammenfassen, 
die  direkt  mit  der  Oberfläche  des  Vielflachs  und  ihren  Eigenschaften  bei  passender  Zerschneidung  etc.  derselben 
operieren,  wie  dies  für  den  Beweis  unsres  Textes  gilt,  der  sich  in  dieser  Form  zuerst  bei  Cauchy  1811  in  einer 
später  zu  zitierenden  Schrift  findet  und  der,  etwas  abgeändert,  auch  von  Grunert')  gegeben  wurde.  Abweichend  davon 
ist  der  Beweis  von  Thieme")  (1867)  und  der  von  Staudts^)  in  dessen  Geometrie  der  Lage  (_1847).  Der  letztere 
sei  hier  wiedergegeben.  Hat  der  Körper  e  Ecken,  so  sind  e  —  1  Kanten,  von  denen  die  erste  zwei  Eckpunkte 
unter  sich,  die  zweite  einen  derselben  mit  einem  dj-itten  u.  s.  w.  verbindet,  him-eichend,  um  von  jedem  Eckpunkte 
auf  jeden  andern  übergehen  zu  können.  Da  nun  in  einem  solchen  System  von  Kanten  keine  geschlossene  Linie  ent- 
halten ist,  jede  der  übrigen  (noch  freien)  Kanten  aber  mit  zwei  oder  mehreren  Kanten  des  Systems  eine  geschlossene 
Linie  bildet,  so  sind  die  übrigen  Kanten  hüu-eichend,  aber  auch  alle  erforderlich,  um  durch  sie  von  jeder  der  /'  Flächen 
des  Körpers  auf  jede  andre  übergehen  zu  können,  woraus  man  schUesst,  dass  die  Anzahl  der  übrigen  Kanten  /' — 1, 
mithin  die  Anzahl  aller  Kanten  e  -\-  f  —  2  und  demnach  e  -\~  f  =  J:  -\-  2  sei. 

Auf  weitere  Beweise,  die  in  eine  der  vier  eben  kurz  charakterisierten  Klassen  gehören,  wh-d  noch  bei 
Besprechung  derjenigen  Ai'beiten  hinzuweisen  sein,  die  sich  mit  der  Verallgemeinerung  des  Eul  er  sehen  Theorems 
auf  mehi-fach  zusanmienhängende  Polyederoberflächen  befassen. 

57.  Geschichtliche  Bemerkuugen,  Fortsetzuug:  Das  verallgemeiuerte  Enlersche  Theorem.  (Lhuilier, 
Canchy.  Listing,  Beckei',  Jordan,  Möbins  u.  a.)  Lhuilier  bezweifelte  die  allgemeine  Gültigkeit  des  Eulerschen 
Theorems  und  untersuchte  zuerst  die  Ausnalimetalle,  in  denen  es  nicht  gilt,  oder  mit  anderen  Worten,  er  stellte  für 
gevnsse  gleich  näher  zu  charakterisierende  polyedrische  Formen  ein  erweitei-tes  Gesetz  auf,  das  aber  der  Kritik  der 
Folgezeit  nicht  entging.  Die  Eesultate  seiner  Untersuchungen  finden  sich  im  zweiten  Teile  der  bereits  erwähnten 
von  Ger  gönne  herausgegebenen  Abhandlung.  Alle  Polyeder,  die,  in  un.srer  Sprache  zu  reden,  nicht  zu  den 
kontinuierlichen  kugelartigen,  d.  h.  von  einfachem  Zusammenhang  der  Gesamtoberfiäche  und  der  Einzelflächen  gehören, 
erscheinen  als  Ausnahmen.  Deren  sind  drei  zu  betrachten:  a)  Das  Polyeder  besteht  aus  mehreren  geschlossenen 
Flächen,  d.  h.  es  stellt  einen  Körper  mit  i  Höhlungen  dar,  die  stillschweigend  als  einfach  zusammenhängend  voraus- 
gesetzt sind,  b)  Das  Polyeder  besitzt  o  Durchbohrungen  oder  Kanäle.  Hierzu  bemerkt  Gergonne,  dass  er  diese 
beiden  Au.snahmen  schon  lange  gekannt  habe,  während  erst  Lhuilier  auf  die  di-itte  aufmerksam  gemacht  habe, 
nämlich  wenn  c)  exceptionelle  Flächen  auf  dem  Polyeder  vorkommen,  d.  h.  solche,  innerhalb  deren  wieder  Polygone, 
an  Zahlp,p'.  .  .,  liegen.    Dann  gelte,  wenn  die  drei  Ausnahmen  zusammen  vorkommen,  ganz  allgemein  die  Formel: 

e  -  A-  +  r=  2  (/  -  0  +  1)  +  Q;  +p'  +  ^/'+  .  .  .). 

Der  Beweis  erfolgt  durch  Zerfällung  des  mehrfach  zusammenhängenden  Polyeders  mittels  Ebenen  in  einfach  zusammen- 
hängende Polyeder  und  durch  Zerlegung  der  die  Polygone  jj  .  .  .  tragenden  Vielecke  mittels  Diagonalen  in  einfache 
Vielecke,  ohne  dass  natürlich  von  dem  BegiifF  des  Zusammenhangs  der  Flächen  bereits  Gebrauch  gemacht  wäre.*) 
Bei  den  Kritikern  dieses  verallgemeinerten  Satzes  in  Lhuiliers  Form  erregen  besonders  die  unter  b)  und  c)  gekenn- 
zeichneten Ausnahmefälle  berechtigte  Bedenken,  denen  zuerst  Listing  mehrfachen  Ausdruck  giebt.^)  Nach  Lhuiliers 
Auffassung  sollen  jedenfalls  die  einbeschriebenen  Polygone  auf  der  Fläche  des  umbeschriebenen  von  einander  getrennt  sein.*) 


1)  Grunert,  Beweis  des  Eulerschen  Polyedersatzes.  Crelles  .Journal  Jid.  2,  S.  3G7.  Es  werden  aus  dem  geschlossenen 
Polyeder  nach  einander  die  Einzelflächen  ausgeschnitten  und  es  wird  nach  Ausschneiden  jeder  solcher  Einzelfläche  die 
Änderung  der  Grösse  e  —  k  -\-  f  untersucht.  2)  Vergl.  Baltzer,  Elemente  II,  S.  213. 

3)  von  Staudt,  Geometrie  der  Lage,  1847,  §  4. 

4)  Lhuilier  weist  auf  Grund  seiner  Gleichung  auch  schon  auf  die  Polyeder  hin,  die,  ohne  Eulersche  zu  sein,  die 
Gleichung  e  —  fc  +  /■=■  2  befriedigen,  wie  dies  später  lies  sei  a.  a.  0.  wieder  gethan  hat. 

5)  In  der  Einleitung  zu  dem  Census  räumlicher  Komplexe.  Abliandlungen  der  math.  Kl.  d.  Gesellsch.  d.  W.  zu 
Göttingen,  X.  Bd.,  1861/62.  Femer  in  den  Göttinger  Nachrichten  1867,  Nr.  22:  Über  einige  Anwendungen  des  Censustheorems; 
wiederabgedruckt  im  Archiv  der  Math.  u.  Physik  v.  Grunert,  48.  Teil,  S.  186. 

6)  „Supposons  que  l'une  des  faces  du  polyedre  soit  comprise  entre  p  polygones  exterieurs  les  uns  aux  autres  et  un 
polygone  qui  les  renferme  tous." 
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Dies  entbehrt  aber  noch  der  Allgemeinheit.  Wie  ist  z.  B.  die  Zahl  p  zu  rechnen,  wenn  etwa  innerhalb  des 
umschliessenden  Polygons  zwei  Polygone  sich  befinden,  die  eine  Kante  gemein  haben?  Hier  ist  nicht  j>  =  2, 
sondern  jj  =  l,  d.h.  in  solchen  Fällen  bezeichnet  p  nicht  die  Zahl  der  Einzelpolygone ,  sondern  der  getrennten 
Polygongruppen,  was  aus  den  Betrachtungen  unsres  Textes  klar  hervorgeht,  denn  die  um  die  eine  Polygongi-uppe 
liegende  Polyedereinzelfläche  wird  bereits  durch  einen  Querschnitt  einfach  zusammenhängend.  Schwieriger  ist  in  b)  die 
Bestimmung  der  Anzahl  der  kanalartigen  Öflfnxmgen.  „Wie  viel  Dm-chbrechungen  zählen  wir  z.  B.  an  einem 
polyedrischen  Körper,  den  wir  erhalten,  wenn  wir  die  Kanten  eines  Wmfels  oder  Oktaeders  durch  ebenbegrenzte 
Stäbe  gleichsam  verköi-pern?  Die  Bestimmung  des  Wertes  von  o  mittels  blosser  Intuition  wie  in  einfachen 
Lhuilierschen  Fällen  scheint  in  diesen  komplizierten  Fällen  so  gut  wie  unausführbar,  indem  sich  die  Durch- 
brechungen solcher  gestellförmiger  polyedrischer  Körper  der  Subsumption  unter  den  Begriff  kanalartiger  Dui-chgänge 
entziehen."  Zur  Beseitigung  der  Schwierigkeit  der  Frage  verweist  Listing  auf  das  von  ihm  in  gi-össter  Allgemein- 
heit aufgestellte  Censtistlieorem,  das  es  nicht  bloss  mi^  Polyedern  irgend  welcher  Art  und  ihren  Zusammensetzungen 
zu  einer  oder  beliebig  vielen  ausser  oder  ineinander  bestehenden  Gruppen  zu  thun  hat,  sondern  mit  räumlichen 
Komplexen  überhaupt,  d.  h.  beliebigen  Aggi-egaten  von  Punkten,  Linien,  Flächen  und  räumlichen  Zellen,  die  völlig 
oder  teilweise  begrenzt  sind.  Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  auf  diese  weiteiTcichende  Schi-ift')  einzugehen,  da  die 
Schwierigkeit,  die  sich  ohne  Zweifel  in  der  ohne  Zuhülfenahme  des  Zusammenhangsbegi-iffes  zu  erfolgenden  Pest- 
setzung der  Zahl  o  findet,  eben  dm-ch  Einfülirung  dieses  Begrifi'es,  wie  es  im  T  xt  geschehen,  beseitigt  ist.  ^)  Doch 
findet  man  bei  späteren  Autoren  die  der  Anschauung  entnommene  Airffassung  eines  mehi-fach  zusanamenhängenden 
Polyeders  als  eines  von  Kanälen  durchzogenen  Körpers  wieder,  ohne  dass  die  Vorschriften  für  die  Bestimmung  der 
Anzahl  dieser  Kanäle  inmier  ganz  einwandsfreie  wären.  So  definiert  z.  B.  Hoppe*)  die  Anzahl  c  von  Kanälen 
dadurch,  dass  man  olinc  Zcrfälliimj  des  Körpers  c  umgrenzte  Schnitte  durch  sie  fähren  kann,  imd  giebt  füi-  ein  solches 
Polyeder  ohne  mehrfach  zusammenhängende  Einzelflächen  und  ohne  Höhlungen  die  Gleichung  e  —  Jc-\-f=2  —  2c. 
Die  Schwierigkeit  der  Pestsetzimg  von  c  in  jedem  Einzelfalle  wü-d  dabei  vom  Verfasser  nicht  in  Abrede  gestellt. 
Auf  die  Auffassung  von  Becker  kommen  wii-  zu  sprechen,  wenn  wir  die  originellen  Untersuchungen  dieses  Mathe- 
matikers im  Zusammenhange  würdigen.  Die  von  Listing  konstatierte  Schwierigkeit  der  Be.stimmung  der  Lhuilierschen 
Zahl  0,  dem  c  bei  Hoppe,  wird  von  Raschig  in  der  bereits  zitierten  Schrift,  die  ein  historisches  Referat  über  die 
Kritik  der  Lhuilierschen  Formel  darstellt,  dadurch  entfei-nt,  bez.  mngangen,  dass  dm-ch  eine  Methode,  die  vom 
Verfasser  als  stetige  Umhildung  eines  Polyeders  bezeichnet  wird,  Polyeder  von  jedem  gevränschten  Zusammenhange 
hergestellt  werden.  Ein  cylinderartig  gebildetes  Polyeder  von  genügender  Zahl  und  geeigneter  Anordnung  seiner 
Begrenzungsflächen,  unter  denen  zwei  hinreichend  getrennt  liegende  von  gleicher  Eckenzahl  sich  befinden,  kann  durch 
stetige  Umbildung  und  unter  Zusammenfallen  der  vorher  symmetrisch  -  kongruent  gemachten  beiden  Begrenzungs- 
flächen  gleicher  Eckenzahl  in  ein  ringfönniges  Polyeder  übergeführt  werden.*)  Füi-  dieses  gilt  dann,  da  die  Anzahl 
der  Ecken  imd  Kanten  gegen  diejenige  des  xu'sprünglichen  Körpers  je  van  gleichviel,  die  Anzahl  der  Begrenzungs- 
flächen hingegen  für  sich  allein  um  zwei  abgenommen  hat,  die  Relation  c -[-/'=  it.  Vereinigt  man  mit  diesem 
ringförmigen  Polyeder  ein  zweites  cylinderartig  gebildetes  wieder  unter  den  obigen  Voraussetzungen,  so  dass  zunächst 
mit  einer  Fläche  des  ersten  eine  symmetrisch -kongi-uente  des  zweiten  zusammenfällt,  und  hiernach  durch  stetige 
Umbildung  eines  oder  beider  Körper  eine  genügend  getrennt  liegende  zweite  Begrenzungsfläche  des  ange.setzten  Körpers 
mit  einer  symmetrisch-kongruenten  Fläche  der  ganzen  Kombination  zusammenfällt,  so  lässt  sich,  der  vorigen  Sehluss- 
weise  analog,  für  das  entstandene  Polyeder  vom  Typus  eines  zweifachen  Ringes  die  Richtigkeit  der  Gleichung 
e  -\-  f  ^  k  —  2  nachweisen.  So  fort  schliessend  gelangt  man  endlich  für-  ein  Polyeder,  füi-  welches  o  die  Anzahl 
der  zur  BUdung  von  Ringen  verwandten  Polyeder  von  einfachem  Zusammenhang  und  zugleich  die  Anzahl  der  zu 
zählenden  Öfl'nungen  ist,  zu  der  Formel  e -\- f  =  k  —  2  (o  —  1),  die  in  der  That  die  Lhuiliers  ist  für  denPall, 
dass  *  und  p  Null  sind.  Sie  stimmt  mit  der  Formel  in  Nr.  50  unsres  Textes  überein,  wie  sich  z.  B.  durch  Pi-üfung 
an  einem  Polyeder  vom   Zusammenhang  w  ==  7  vom  T3rpus  eines  o  ==  3 -fachen  Ringes  Fig.  38  ergiebt. 

Die  Abhandlung  Riemauns,  welche  die  Definition  des  Querschnittes  und  des  Zusammenhanges  einer  Fläche 
enthält,  gehört,  wie  friilier  bemerkt,  dem  Jahre  1851  an,  und  es  sind  diese  der  sog.  Analysis  situs  angehörenden 
Untersuchungen,  ebenso  \vie  die  sich  daran  anschliessenden  von  C.  Jordan  u.  a.  von  bedeutender  Tragweite  für  die 
Vereinfachung  der  Polyedersätze  geworden.  Ehe  wir  hierauf  kommen,  müssen  vnr  noch  einer  Arbeit  von  Cauchy, 
die  der  Zeit  nach  lange  vor  Listing  zu    setzen  ist,   gedenken;   auch   ist   die   erste  Arbeit  Beckers,   die    zwar   erst 

1)  Fast  gleichzeitig  mit  ihr  ist  zu  nennen:  Cayley,  On  the  Partitions  of  a  close,  1861.  The  London,  Edinb. 
and  Dublin  Philos.  Magazine,  vol.  ai,  S.  424  etc.  Die  Ausdehnung  des  Eulerschen  Satzes  bezieht  sich  hier  wesentlich  nur 
auf  Linear -Konfigurationen  in  der  Ebene  oder  auf  der  Kugel.  Ähnlich  bei  Perrin,  Sur  une  genöralisation  du  thdor&me 
d'Euler  relatif  aux  polyedrns.     Comptes  Uendus  T.  CX,  1890,  S.  27.3. 

2)  Mit  der  Kritik  der  Lhuilierschen  Formel  beschäftigt  »ich  auch  de  Jonquieres,  Note  sur  le  thäorfeme  d'Euler 
dans  la  thüorie  des  polyedres,  Coniptcs  Rcndus  T.  CX,  1890,  S.  169.  Von  Mathematikern,  die  sich  um  die  Erweiterung  des 
Eulerschen  Theorems  verdient  gemacht  haben,  sind  hier  ausser  Lhuilier  nur  Cauchy,   Poinsot  und  Jordan   angeführt. 

3)  Hoppe  a.  a.  0.     Archiv  f.  Math.  u.  Phys.  1879,  S.  100.  4)  Raschig  a.  a.  0.  S.  22. 
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nach   dem  Erscheinen  von  Listings   und  Jordans  Abhandlungen,   aber   ohne   deren  Kenntnis   verfasst  wui-de,   hier 

zu   würdigen.     Von  Cauchys   Arbeit'-)   kommt   für  jetzt   nur   der   zweite   TeU   in   Betracht,   der   das   folgende   neue 

Theorem  enthält: ")    Zerlegt  man  ein  Polyeder  durch  Flächen,  Kanten  imd  Ecken  in  seinem  Innern  in  P  polyedrische 

Zellen,  imd  sind  e,  k,  f  die  Zahlen  der  im  ganzen  polyedrischen  Komplexe  vorkommenden  Ecken,  Kanten  und  Flächen, 

so  besteht  die  Relation  e  —  A:  -)-  f  —  P  ==  1 . 

Zimächst  beweist  Cauchy  den  Satz  für  P=0,  d.  h.  für  ein  einfach  zusammenhängendes,  einfach  berandetes 

Flächenstück,  durch  Zerlegung  in  Dreiecke  und  erschliesst  daraus  in  bekannter  Weise  den  Eulerschen  Satz  in  seiner 

ursprünglichen  Foi-m.     Dann   giebt   er   den   bereits    erwähnten   Beweis   desselben  Satzes,   der   mit   dem   unsres  Textes 

übereiustimmt.     Alsdann   folgen   nach   Erläutening   an    Beispielen^)    zwei   Beweise   seines   neuen   Theorems,    zimächst 

umständlich  wieder  durch  Zerlegung  aller  vorkonmienden  Grenzflächen  in  Dreiecke   und   aller  Polyeder  in  dreiseitige 

Pyramiden,  ferner,  aber  unter  Voraussetzung  des  Eulerschen  Satzes,  folgendermassen.    Es  werde  der  Polyederkomplei 

der   Eeihe    nach    aus    seinen   Einzelpolyedern    erzeugt    vorausgesetzt.     Hat    das    erste    die   Zahlen   e^,  Ji\,  f^,    so    ist 

e^  —  k^-{-fi  =  2.     Sind   dann   e,,  Äv,  /}   die   Zahlen   für    die   Ecken,    Kanten    imd   Flächen,    die   das   r^   Polyeder 

beim  Ansetzen  an  den  jeweiligen  Komplex  der  vorhergehenden  nicht  mit  diesen  gemein  hat,  so  ist  e,-  —  k,  -{-/■,==  1 . 

p  p  p 

Addiert  man  diese  P  —  1  Gleichungen  zur  ersten  und  berücksichtigt,  dass    ^J  e,-  ==  e,    ^j  k,  =  k,    ^>  f,  =  f  ist, 
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so  kommt  e  —  k  -\-  t  =  '2  -\-  P  —  1 ,  d.  h.  die  zu  beweisende  Gleichung. 

J.  K.  Becker  beschäftigt  sich  in  mehreren  Abhandlungen,  die  sämtlich  in  der  Zeitschrift  füi*  Math.  u.  Physik 
von  Schlömilch - Cantor  erschienen  sind,  mit  dem  erweiterten  Eulerschen  Satze  und  besonders  den  Folgerungen 
aus  ihm,  auf  die  ^vir  später  zm-ückkommen.  Diese  Aufsätze  sind  höchst  beachtenswert  sowohl  in  den  Resultaten 
als  durch  die  scharfen  Begi-iffsbestimmungen  ihres  Verfassers,  dem,  wie  erwähnt,  die  Ai'beiten  von  C.  Jordan  und 
Listing  und  selbst  die  Lhuiliers  nach  seiner  Aussage  bei  Abfassung  der  ersten  Abhandlung'')  noch  unbekannt 
gewesen  sind.  Li  der  zweiten  Abhandlung")  werden  dann  die  Ergebnisse  Jordans  den  ferneren  Betrachtungen 
zu  Grunde  gelegt  und  erfahi'en  nicht  unwesentliche  Erweiterungen,  die  in  einigen  folgenden  Aufsätzen^)  nochmals 
begründet  und  erläutert  werden.  Was  zunächst  die  erste  der  beiden  Hauptabhandlungen  betrifft,  so  ist  es  nicht 
uninteressant,  zu  bemerken,  dass  von  Becker  nicht  der  Eulersche  Satz  in  seiner  einfachen  bez.  erweiterten  Form 
als  fundamentalstes  Theorem  der  Polyederlehre  beti-achtet  wird,  dass  er  ihn  vielmehr  auf  einen  andern,  wie  er 
behauptet,  einfacheren  Satz  zurückführt,  wie  wir  dies  im  Grunde  ähnlich  bei  Descartes  und  auch  bei  Meister 
finden.  Übrigens  bemerkt  Becker  gelegentlich'),  dass  er  auf  seinen  Beweis  dmxh  Prouhets  Bemerkung  über 
Descartes  geführt  worden  sei,  welcher  wusste,  dass  die  Simmie  aller  Kantenwinkel  eines  Polyeders  von  e  Ecken 
4e — 8  Rechte  sei,  und  somit  nach  Prouhets  Schlüsse  die  Eulersche  Gleichung  gekannt  haben  müsse.  Diesem 
Schlüsse  Prouhets  glaubt  übrigens  Becker  nicht  beipflichten  zu  können;  doch  haben  neuere  Forschungen,  wie 
früher  gezeigt,  Beckers  Zweifel  nicht  bestätigt,  da  sich  bei  Descartes,  wenn  auch  in  eigentümlicher  Form, 
das  Eulersche  Theorem  selbst  direkt  ausgesprochen  findet,  wenngleich  er  Folgerungen  aus  ihm  nicht  gezogen  zu 
haben  scheint. 

Beckers  Satz  lautet,  zunächst  für  einfache  Vielflache:  Die  Zahl  A  der  Dreiecke,  in  die  sich  die  Ober- 
fläche eines  Vielflachs  durch  Diagonalen  zerlegen  lässt,  ist  doppelt  so  gi-oss,  wie  die  um  zwei  venninderte  Eckenzahl  ^), 
d.h.  J  =  l{e  —  2).  Verbindet  man  nämlich  die  Endpunkte  der  von  einer  Ecke  ausgehenden  s  Kanten  des  Polyeders 
durch  Strecken,  schaltet  diese  Ecke  aus  und  ersetzt  die  j  fortfallenden  Dreiecke  durch  diejenigen  s  —  2  Dreiecke, 
die  entstehen,  wenn  man  in  dem  gebrochenen  Polygon  jener  e  Strecken  von  einer  Ecke  aus  die  Diagonalen  zu 
den  übrigen  seiner  Ecken  zieht,  so  hat  das  neue  Polyeder  e  ^  1  Ecken  und  lässt  sich  in  .^  —  2  Dreiecke  zerlegen, 
wenn  sich  das  m'sprüngliche  Polyeder  in  J  Dreiecke  zerlegen  Hess.  So  fortfahi-end  ersieht  man,  dass  das  Polyeder 
von  e  —  e  Ecken  in  A  —  e'.  2  Dreiecke  sich  zerlegen  lässt.  Da  aber  ein  Tetraeder  mit  e  —  c'=  4  Ecken  auch 
vier  Dreiecke  zu  Flächen  hat,  so  ist  id  —  c'.  2  ^  4  oder  z/  ^  2  (e  —  2).  Becker  nennt  nun  ein  Polyeder  von 
der  n*^  Klasse,  wenn  n  durch  das  Innere  des  Polyeders  geführte'  G-renzflächcn  nötig  sind,  um  es  in  zwei  einfache 
(Eulersche)  Polyeder  zu  zerfallen  (z.  B.  ist  füi-  die  Kugel  «  =  1,  füi-  den  einfachen  Ring  «=2,  füi-  den  »»-fachen 
Ring  n  ^=  m  -f-  l),  und  beweist  für  die  mögliche  Zahl  A  der  Dreiecke,  in  welche  die  Oberfläche  eines  solchen 
Polyeders   durch   Diagonalen   geteilt   werden   kann,    die    Formel    J^2ic-{-'2ti  —  4),    die    auch    noch    gültig    ist, 

1)  Cauchy,  Recherches  sur  les  polyedres.     1°'  Memoire,  lu  ii  la  premiere  classe  de  l'institut,  en  fevrier    1811. 

2)  Ebenda,  S.  77.  3)  Ebenda,  S.  81. 

4)  J.  K.  Becker,  Über  Polyeder,  in  der  gen.  Zeitschrift,  14.  Jahrgang,  1869,  S.  65. 

5)  Derselbe,  Nachtrag  zu  dem  Aufsatze  über  Polyeder,  ebenda  S.  337. 

6)  Derselbe,  Zur  Lehre  von  den  Polyedern;  dieselbe  Zeitschr.,  18.  Jahrg.,  1873,  S.  328,  imd:  Neuer  Beweis  und 
Erweiterung  eines  Fundamentalsatzes  über  Polyederoberflächen;  dieselbe  Zeitschr.,  H).  J.ahrg.,  1874,  S.  469. 

7)  In  der  zweiten  Abhandlung.     Die  eingefügten  allgemeinen  kritischen  Betrachtungen  sind  heute  noch  lesenswert. 

8)  Das  ist  der  von  Meister  bereits  bewiesene  Satz. 
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wenn  mehrfach  zusammenhängende  Einzelflächen  an  dem  Polyeder  vorhanden  waren.  Diesen  Satz  bezeichnet  Becker 
als  Fundamentaltheorem  der  Polyederlehre. ^)  Ein  solches  Trigonalpolyeder  (der  Name  findet  sich  nicht  bei  Becker) 
von  c  Ecken  hat  also  immer  2{c  -\-  2n  —  4)  Flächen  und  damit  3  (<> -j-  2w  —  4)  Kanten,  und  es  besteht  demnach 
zwischen  e,  k  und  f  die  (erweiterte  Bulersche)  Relation  e  —  k  -}-  f  ^  i  —  2«. 

Inzwischen  war  Becker  auf  eine  Arbeit  von  Camille  Jordan  aufmerksam  geworden,  in  der  sich  für 
den  Zusammenhang  der  Flächen  und  deren  Art  Definitionen  finden,  durch  deren  Verwendung  seine  Resultate  noch 
allgemeinere  Gestalt  gewinnen.  Nach  C.  Jordan")  heisst  eine  Fläche  von  der  Art  (e.spece)  (ft,  v),  wenn  .sie  ft  Ränder 
besitzt  imd  sich  auf  ihr  v  geschlossene,  sich  selbst  und  gegenseitig  nicht  schneidende  Konturen  ziehen  lassen,  ohne 
sie  in  zwei  Teile  zu  teilen.^)  Eine  Fläche  der  Art  (fi,  v)  ist  (ft -}- 2i')-fach  zusammenhängend  im  Sinne  Riemanns, 
ausg"enommen  f*  =  0,  wo  der  Zusammenhang  nicht  2v-,  sondern  (ßv  -f-  l)-fach  ist.  Für  eine  berandete,  polyedrische 
Fläche  der  Art  (ft,  v)  gilt  nach  Jordan:*)  e  —  X" -}-/'=-  —  f^  —  -". 

In  seiner  zweiten  Abhandlung  beweist  nun  Becker,  angeregt  durch  die  eben  erwähnte  Arbeit  Jordans, 
sein  Dreieckstheorem  ganz  allgemein  für  die  von  jenem  eingefüln-ten  Flächen  und  giebt  den  Satz  in  der  Porm:^) 
Eine  durch  ft  geschlossene,  sich  selbst  und  einander  nicht  schneidende  gebrochene  Linien  begrenzte  Fläche,  die 
aus  beliebig  durch  gerade  Linien  begrenzten  ebenen  Flächenstücken  zusammengesetzt  ist  und  von  dem  Zusammeij- 
hange,  dass  sich  v  geschlossene,  .sich  selbst  und  einander  nicht  schneidende  Linien  auf  ihr  ziehen  lassen,  ohne  sie 
zu  zerstücken,  also  eine  Fläche  von  der  Art  (ft,  v),  besteht  entweder  aus  J  =  n  -\-  2i  -\-  2(2v-j-ft — 2j  Dreiecken, 
oder  lässt  sich  durch  Diagonalen  in  so  viele  Dreiecke  zerlegen,  wenn  a  die  Zahl  der  Eckpunkte  auf  den  Begi-enzungs- 
linien,  ('  die  der  Innern  Eckpunkte  bezeichnet.  Daraus  erschliesst  er  dann  den  allgemeinsten  Eulerschen  Satz:^) 
Bezeichnen  c,  /'  und  k  die  Anzahl  der  Ecken,  Flächen  und  Kanten  einer  Polyederfläche  der  Art  (ft,  v),  p  die 
Anzahl  der  Querschnitte,  die  erforderlich  sind,  um  alle  ebenen  Flächenstücke,  aus  denen  sie  zusarmnengesetzt  ist, 
einfach  zusammenhängend  zu  machen,  so  ist  e  —  k -\- f  =  p  —  Iv  —  ft -(-  2.  Schliesslich  bemerkt  Becker,  dass 
dieser  Satz  auch  gültig  ist,  wenn  die  Fläche  (ft,  v)  von  gekrümmten  Flächeustücken  begrenzt  i.st,  und  verweist  für 
weiteres  auf  Listings  Census  räumlicher  Komplexe.  In  seiner  letzten  Alihandlung  endlich  dehnt  Becker  den  Satz 
über   die  Zerlegung   einer  Polyederoberfläche   in  Dreiecke   auf  Sternpolyeder   aus,   worauf  hier   nicht   einzugehen   ist. 

Ganz  eigenartig  und  von  dem  bisher  Dargestellten  besonders  in  der  Methode  abweichend  ist  die  Polyeder- 
theorie von  Möbius"),  auch  soweit  sie  sich  auf  den  verallgemeinerten  Eulerschen  Satz  bezieht.  Eine  nicht  geschlossene 
Fläche  der  Grundzahl  n  mit  n  Rändern  heisst  bei  ihm  eine  Grundform  n''"''  Klasse.  (Fig.  36  des  Textes  ist  darnach 
eine  Grundform  vierter  Klasse.)  Püi-  die  Grundformen  erster,  zweiter,  dritter  Klasse  gebraucht  er  die  Bezeichnungen 
Union,  Binion,  Ternion.  Die  Grundform  «'"''  Klasse  lässt  sich  auch  in  der  Gestalt  einer  Kugelfläche  mit  n  Öfi'nungen  dar- 
stellen, da  sich  umgekehrt  eine  solche  (man  denke  sie  sich  dehnbar,  etwa  als  eine  Gummihaut)  in  die  Ebene  auf  eine 
Grundform  w""  Klasse  in  der  erst  geschilderten  Gestalt  ausbreiten  lässt.  Heftet  man  zwei  solche  kugelartige  Grimd- 
formen  n^"  Klasse  mit  ihren  entsprechenden  Rändern  an  einander,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  verbindet 
man  je  zwei  zugeordnete  Offnungen  beider  durch  röhrenförmige  Zwischenstücke,  so  entsteht  eine  Fläche  n'"'  Klasse. 
Eine  geschlossene  Fläche  heisst  also  von  der  «'*'''  Klasse,  wenn  sich  auf  ihr  n  —  1  geschlossen  sich  nicht  schneidende 
Linien  ziehen  lassen,  welche  die  Fläche  nicht  zerstückeln,  oder  wenn  sie  dm-ch  n  geschlossene  Linien  in  zwei  G-rund- 
formen  w'""'  Klasse  zerfällt.  (Für  die  Kugel  ist  also  n  =  1,  füi-  den  Ring  «  =  2.)  Je  zwei  geschlossene  Flächen 
derselben  Klasse  heisseu  elementar  verwandt.  Die  Zahlen  der  Ecken,  Kanten  und  Flächen  eines  Polyeders  der  w'°"  Klasse 
genügen  der  Gleichung  e  -\-  f  ^  k  —  2(w  —  2). 

Im  grossen  und  ganzen  scheint  es,  als  ob  in  der  neueren  Litteratur  über  die  hier  besprochene  Materie  die 
in  unsrem  Texte  zu  Grunde  gelegten,  auf  Riemann  zurückgehenden  Definitionen,  sowie  die  von  C.  Jordan  hinzu- 
gefügten, das  Feld  behaupteten,  wofür  auf  die  bereits  zitierten  Arbeiten  von  Godt,  Lippich,  Rausenberger  u.  a. 
nochmals  hingewiesen  sei.  Nicht  unerwähnt  .soll  jedoch  bleiben,  dass  F.  Klein**)  die  Maxunalzahl  p  von  einander 
nicht  treffenden  Rückkehrschnitten,   die    noch   kein   Zerfallen    einer  Fläche   herbeiführen,    aus    funktionentheoretischen 


1)  A.  a.  0.  S.  71. 

2)  Camille  Jordan,  Resume  de  recherches  sur  la  symetrie  des  polyedres  non  euleriens.  Borchardts  Journal 
CO.  Bd.,  1866,  S.  86.  Wir  ersetzen  das  bei  Jordan  sich  findende  Symbol  (»»,  n)  durch  (u,  v),  um  Verwechslungen  zu  ver- 
meiden, da  die  Buchstaben  m  und  n  schon  andre  Bedeutung  im  Texte  hatten. 

3)  Z.  B.  sind  die  Symbole  für  die  in  Figg.  ;1G,  37,  38  unsres  Textes  abgebildeten  Flächen  (4,0),  (2,1)  und  (0,3). 

4)  Setzt  mau  in  der  Gleichung  der  Nr.  48  des  Textes  n  =  r  -\-  'im,  so  wird  sie  e  — ■  k  -\-  f  =  i  —  r  —  2»«,  d.  h. 
die  Zahl  in  des  Textes  ist  die  jetzt  mit  v  bezeichnete,  nämlich  die  Zahl  der  Rückkehrschnitte,  welche  die  berandete  Fläche 
nicht  zerstückeln.  5)  A.  a.  0.  S.  342. 

6)  Diskontinuierliche  Polyeder  hat  Becker  von  Anfang  an  ausgeschlossen. 

7)  Möbius,  Theorie  der  elementaren  Verwandtschaft  Ber  der  math.-phys.  Hasse  der  Kgl.  sächs.  Gesellsch.  der 
Wissensch.  1863,  Bd.  15,  S.  18—67.     Ges   Werke  Bd.  11,  S.  433  ff. 

8)  In  seinen  Vorlesungen. 

Brückner,  Vielecke  und  Vielflache.  9 
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Gründen  das  Geschlecht  einer  Fläche  nennt,  wobei  der  allgemeine  Typus  einer  Fläche  vom  Gesehlechte  p  durch  eine 
Kugel  mit  p  Henkeln^)  dargestellt  wird  und  der  Eul ersehe  Satz  die  Form  e  —  Ä:  -|-  /' =  2  —  2p  annimmt. 

Alle  bisher  besprochenen  Untersuchungen  bezogen  sich,  wie  nicht  besonders  bemerkt  zu  werden  brauchte, 
auf  Flächen  und  Polyeder,  die,  wenn  sie  geschlossen  waren,  den  Kaum  in  zwei  gänzUch  von  einander  getrennte 
Gebiete  teilten,  nach  den  Betrachtungen  des  Testes  also  als  zweiseitig  zu  bezeichnen  waren.  Über  die  von  Möbius 
eingefühi-ten  einseitigen  Flächen  und  Polyeder  finden  sich  aber,  ausser  bei  diesem  selbst,  soweit  uns  bekannt,  keine 
Untersuchungen,  die  sich  auf  eine  Verallgemeinei"ung  des  Euler  sehen  Satzes  füi-  solche  Gebilde  bezögen.  Doch  wäre 
hier  vielleicht  der  Platz,  eine  Abhandlung  von  E.  Bortolotti^)  zu  ei-wähnen,  worin  wie  bei  Jordan  die  Art  einer 
Fläche  durch  (ft,  v)  dargestellt  wird  und  deren  Zusammenhang  dm-ch  ji  -\-  v  bezeichnet  ist,  „wodurch  der  Begriff 
der  Art  seine  Bedeutung  auch  für-  solche  Flächen  beibehält,  welche  die  Anwendung  der  Riemannschen  Theorie  des 
Zusammenhanges  nicht  zulassen,  wie  z.  B.  die  einseitigen  Flächen".') 

Durfte  das  Problem  der  Verallgemeinerung  des  Eulerschen  Satzes  von  den  Polyedern,  soweit  es  sich  auf 
die  bisher  charakterisierten  räumlichen  Gestalten  bezog,  durch  die  erwähnten  Arbeiten  von  Listing,  Becker, 
Jordan,  Möbius  u.  a.  als  erledigt  gelten,  so  sind  doch  auch  in  der  Folgezeit  noch  vereinzelt  Abhandlungen 
erschienen,  die  sich  mit  dem  Theorem  befassen,  von  denen  wir  nur  die  von  Crone*)  und  besonders  die  von  Röllner^) 
anführen,  da  die  letztere  eine  Reihe  eleganter  Sätze  giebt,  im  An.schluss  an  J.  C.  Becker,  die  das  bisher  Geleistete 
in  übersichtlicher  Foim  zusammenfassen  und  erweitern. 

58.  Legendres  Satz  über  die  Bestimmung  eines  Eulerscheu  Polyeders  durch  k  Stücke  (Gleichungen). 

Dieser  Satz  sagt  aus,  dass  eiu  Eulersches  Polyeder,  gleichviel  ob  es  konvex  oder  nicht  konvex  ist,  im 
allgemeinen  durch  Ic  Stücke  (Angaben,  Gleichungen),  wo  1;  die  Anzahl  seiner  Kanten  ist,  bestimmt  sei,  wenn 
die  Art  der  Zusammenfügimg  der  Einzelflächen,  d.  h.  das  Netz  des  Polyeders  gegeben  ist.  —  Da  ein  Punkt 
des  Raumes  durch  drei  Stücke  (Koordinaten,  Gleichimgen)  festgelegt  ist,  so  wird  die  Lage  aller  Ecken  des 
Polyeders  im  Räume  durch  3?  Gleichimgen  bestimmt.  Nim  ist  mit  dem  Netze  die  Anzahl  f„  der  »-ecke, 
die  imter  den  Grenzflächen  des  Polyeders  vorkommen,  gegeben.  Für  jedes  n-eck  müssen,  damit  seine 
n  Eckpimkte  in  einer  Ebene  liegen,  n  —  3  Gleichungen  erfüllt  sein.  Daher  sind  im  ganzen  ^ f„{n — 3) 
Gleichimgen  im  voraus  gegeben.  Nun  ist  ^nfn  =2  Je,  "Sfn  =  f,  ^Iso  ^f^  in  —  3)  ^  2fc  —  3/'.  Folghch 
bleiben,  um  diese  21c  —  3/'  Gleichungen  zur  geforderten  Zahl  3e  zu  ergänzen,  noch  3e  —  (2h  —  3/") 
=  3(e  —  ^"4-/)+  ^  Gleichimgen  aufzustellen,  d.h.  6 -f- Ä;  Gleichungen.  Da  nun  sechs  Gleichimgen  zur 
Bestimmung  der  Lage  des  Köi-pers  im  Räume  dienen,  so  wird  das  Polyeder  ohne  seine  Lage  durch  k  Gleichungen 
bestimmt.^)  Treten  beschränkende  Bestimmimgen  in  die  Definition  des  Polyeders  ein,  so  kann  diese  Zahl  h 
vermindert  werden;  sie  sinkt  z.  B.  für  ein  Prismatoid  auf  J;  —  2,  weil  zwei  von  dessen  Ebenen  die  spezielle 
Lage  von  parallelen  Ebenen  haben.  Es  ist  nach  dem  Gesagten  im  allgemeinen  ein  Eulersches  Vielflach 
durch  die  Angabe  seiner  Kantenlängen  (wenn  es  auch  nicht  konvex  sein  kann,  aber  mehrdeutig)  bestimmt. 
Ausnahmen  hiervon  treten  ein,  wenn  die  Kanten  von  einander  abhängig  sind.  Ein  Prisma  ist  z.  B.  nicht 
durch  seine  Kanten  bestimmt,  denn  es  ist  bei  unveränderten  Kanten  von  veränderhcher  Gestalt. 


1)  Vergl.  das  in  Nr.  46  zu  den  Arbeiten  von  F.  Klein  und  C.  Neumann  Bemerkte. 

2)  E.  Bortolotti,  Alcune  ossei-vazioni  sulla  definizione  di  connessione.  Bologna  Rend.  1889/90,  S.  132.  Diese 
Abhandlung  hat  dem  Verfasser,  ebenso  wie  die  Abhandlungen  von  Perrin  und  von  Crone,  nicht  vorgelegen. 

3)  Vergl,  Ohrtmanns  Jahrbuch  Bd.  22  (18»ü). 

4)  C.  Crone,  Om  Eulers  Siitning  om  Polyedre.  Zeuthen  T.  (5)  III,  44—47.  „Ist  .s-  und  t  die  Zahl  der  Quer- 
schnitte ,  welche  die  Seitenflächen  und  die  Gesamtfläche  eines  Polyeders  einfach  zusammenhängend  machen ,  so  ist 
e  +  Z"— it  =  2-fs  —  «." 

ö)  F.  Röllner,  Über  einfach  und  mehrfach  zusammenhängende  Polyederoberflächen.  Zschr.  f  d.  Realschulwesen 
V.  Jahrg.,  3.  Heft,  Wien  1880,  S.  133. 

6)  Der  in  dieser  Form  gegebene  Beweis  ist  von  Hoppe:  Eine  Anwendung  des  Eulerschen  Satzes  von  den  Polyedern, 
Gmnerts  Archiv,  Bd.  55,  S.  217.  Der  Satz  selbst  rührt  von  Legendre  her:  Ööments  de  Geometrie,  8.  6d.,  1809,  S.  309. 
Vergl.  auch  Rausenberger,  Die  Elementargeometrie  etc.,  S.  210.  Auf  mehrere  verschiedene  Weisen  wird  der  Satz  bewiesen 
von  Schubert,  Kalkül  der  abzählenden  Geometrie,  Leipzig  1879,  und  in  Grunerts  Archiv  Bd.  63,  S.  97  ff.  Durch  Kombination 
der  beiden  dort  erhaltenen  Werte  der  Konstantenzahl  c  des  Polyeders  (c  =  3e  +  3/' — '2k  und  c  =  ik  —  3e  —  3/"4- 12)  ,  die 
ohne  Zuhilfenahme  des  Eulerschen  Satzes  abgeleitet  werden,  ergiebt  sich  ein  weiterer  Beweis  dieses  Satzes.  Ausführlich 
behandelt  findet  sich  der  Legendresche  Satz  auch  bei  Catalan,  a.  a.  0.  S.  17. 


58.  Legendres  Satz  üb.  d.  Bestiming.  e.  Bulerschen  Polyed.  durch  k  Stücke  (Gleichgn.).  59.  Cauchys  Satz  üb.  d.  Bestimmg.  u.  s.  w.     67 

59.  Cauchys  Satz  über  die  Bestimmung  eines  konvexen  Eulersclien  Polyeders  durch  sein  Netz.^) 
Er  sagt  aus,  dass  ein  konvexes  Vielflach  durch  seine  Oberfläche,  d.  h.  sein  Netz,  eindeutig  bestimmt  ist,  wiewohl 
durch  dasselbe  Netz  auch  nichtkonvexe  Yielflache  mit  gegeben  sein  können.  Setzt  man  z.  B.  auf  die  vier 
Flächen  eines  regelmässigen  Tetraeders  flache,  gerade,  dreiseitige  Pyramiden  auf,  und  zwar  auf  4,  3, 2, 1, 0  Flächen 
nach  aussen,  auf  die  übrigen  nach  innen  gerichtet,  so  erhält  man  ein  konvexes  und  vier  nichtkonvexe  Zwölf- 
flache desselben  Netzes,  von  denen  das  konvexe  das  aus  der  Krystallogi-aphie  bekannte  Triakisteti-aeder  ist.  — 
Der  Beweis  des  Cauchyschen  Satzes  setzt  einige  Hilfsbetrachtungen  voraus.  Zunächst  gilt:  Bleiben  in  einer 
konvexen  Ecke  OABCD  .  .  .  alle  Seiten  ausser  AOB  und  alle  Winkel  ausser  den  beiden  anliegemlen  und  einem 
beliebigen  andern  s  (an  der  Kante  OE)  konstant,  so  nimmt  AOB  mit  e  zu  und  ab,  solange  die  Ecke  nicht 
den  Cliarakter  der  Konvexität  verliert.  Zum  Beweise  lege  man  die  Diagonalebenen  AOE  imd  BOE.  Dann 
shid  die  Seiten  AOE  und  BOE  fest  bestimmte,  unveränderliche  Grössen  imd  ebenso  die  beiden  äusseren 
von  den  drei  Teilen,  in  welche  £  zerlegt  wird;  die  Anderimg  des  inneren  Teiles  rj  ist  mit  derjenigen  von  £ 
identisch.  In  der  konvexen  dreiseitigen  Ecke  OABE  sind  also  die  beiden  Seiten  AOE  und  BOE  konstant, 
während  sich  AOB  und  der  gegenüberliegende  Winkel  n]  gleichzeitig  ändern,  d.  li.  AOB  nimmt  mit  t;,  also 
auch  mit  e  zu  oder  ab  (nach  dem  sphärischen  Kosinussatze).  —  Durch  wiederholte  Anwendung  derselben 
Schlussweise  gelangt  man  zu  dem  erweiterten  Resultate:  Wenn  in  der  konvexen  Ecke  OABCD...  alle  Seiten 
ausser  AOB  ungeändert  bleiben,  die  Winkel  aber,  ausser  den  beiden  anliegenden,  sämtlich  oder  teilweise 
zunehmen,  während  keiner  abnimmt,  so  wird  A  OB  grösser;  nehmen  die  genannten  Winkel  alle  oder  teilweise 
ab,  ohne  dass  einer  zunimmt,  so  nimmt  auch  AOB  ab;  alles  gültig,  solange  die  Ecke  konvex  bleibt. 
Weiter  werde  der  Satz  bewiesen:  Bleiben  die  Seifen  einer  mehr  als  dreiseitigen  konvexen  Ecke  ungeändert, 
während  sich  die  Winkel  beliebig  ändern,  ohne  dass  jedoch  einer  2R  ühcrschreitet,  und  bezeichnet  man  die  Kanten, 
deren  Winkel  eine  Vergrösserung  oder  eine  Verkleinerung  erlitten  haboi,  mit  -\-,  oder  — ,  während  man  die 
unverändert  gebliebenen  ausser  Betracht  lässt,  so  erhält  man  bei  einem  vollständigen  Umlauf  um  die  Ecke  mindestens 
einen  vierfachen  Zeichenwechsel.  Denn  da  man  von  -\-  ausgehend  nach  einem  vollständigen  Umlauf  wieder 
zu  -j-  gelangt,  so  muss  die  Zahl  der  Zeichen  Wechsel  gerade  sein.  Dass  nur  Vergrösseruugen  oder  nur 
Verkleinerungen  von  Winkeln  vorkommen,  ist  nicht  möglich;  denn  aus  dem  vorigen  Satze  ist  zu  schliessen, 
dass  sich  daim  mindestens  eine  Seite  vergrössern  oder  verkleinern  müsste.  Hierdurch  ist  ein  zweifacher 
Zeichenwechsel  nachgewiesen.  Gesetzt  mm,  es  kämen  keine  weiteren  Zeicheuwechsel  vor,  so  kömite  man  die 
Ecke  durch  eine  Diagonalebene  derart  in  zwei  zerlegen,  dass  die  Winkel  einer  jeden,  die  an  der  Diagonal- 
ebene anliegenden  ausgenommen,  nur  Vergi-össerungen  oder  nur  Verkleinerungen  erfahren.  Aus  dem  vorigen 
Satze  schliesst  man  dann,  dass  die  Diagonalebene  als  Seite  der  einen  Ecke  sich  vergrössern,  als  Seite  der 
andern  sich  verkleinern  müsste,  was  sich  widersjjricht.  Die  Zahl  der  Zeichenwechsel  ist  also  mindestens 
vier.  Es  folgt  nun  der  Beweis  des  Cauchyschen  Hauptsatzes.  Es  werde  imtersucht,  ob  ein  vorgelegtes 
konvexes  Polyeder  mit  bestimmter  Oberfläche  eine  Verschiebung  zulässt,  ohne  nichtkonvex  zu  werden. 
Bei  der  Verschiebung  können  alle  Ecken  oder  nur  ein  Teil  derselben  Auderimgen  erleiden;  zunächst 
werde  der  erste  Fall  untersucht.  Es  finden  dann  bei  jeder  Ecke  mindestens  vier  Zeichenwechsel  in  obigem 
Sinne  statt.    Die  Summe  Z  aller  Zeichenwechsel  beim  Umkreisen   der  einzelnen  Ecken  ist  also  Z>^Ac  oder 

2r^8-(-4/i;  —  4/'.    Da  nun,  wenn  /",  die  Anzahl  der  i-ecke  des  Polyeders  bezeiclinet,  2k  =  'df^-\-Af^-\-bfr^-\ 

mid  f  =  fi  -\-  fi  -\-  fi--  ■  ist,  so  nimmt  der  Ausdruck  die  Form  an  Z'^S  -\-  2f^  -)-  Af^  +  6/5  -(-■•• .  Statt 
die  Ecken  zu  umkreisen,  soll  jetzt  der  Umfang  irgend  einer  Fläche  vollständig  dui'chlaufen  und  die 
Zahl  der  Zeichenweclisel  bei  den  anliegenden  Flächenwinkelu  in  Betracht  gezogen  werden.  Bedenkt  man, 
dass  irgend  zwei  Flächeuwiukel,  die  in  einer  Ecke  auf  einander  folgen,  auch  in  einer  der  Flächen  neben 
einander  liegen  und  umgekehrt  (man  betrachte  die  Fläclu;  als  eine  der  Seitenflächen  jener  Ecke),  so  gelangt 
man  zu   dem   Resultate,   dass  die  Summe    aller  Zeichenwechsel,    die    man    beim   Durchlaufen    der  Umfange 

1;  Ihiser  Satz  von  Cauchy  und  die  dazu  nötigen  Hilfssätze  bilden  dun  Inhalt  seiner  zweiten  Abhandlung: 
n.  M{jmoire  sur  les  polygones  et  les  polyedres,  lu  a  la  premifere  classe  de  l'institut,  dans  la  aöance  du  20.  janvier  1812.  Die 
obige  Legendresche  Darstellung  ist  Rausenberger,  Die  Elementargeom.  etc,  S.  211—214,  entnommen. 
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sämtliclier  Flächen  des  Polyeders  erhält,  derjenigen  gleich  ist,  die  sich  beim  Umkreisen  sämtlicher  Ecken 
ergiebt.  Die  grösstmögliche  Zahl  von  Zeichenwechseln,  die  bei  einem  3-,  4-,  5-,  6-,  7-...  2n-,  (2n  +  l)-eck 
möglich  ist,  beträgt  2,  4,  4,  ß,  6,  .  .  .  2h,  2w,  da  eine  ungerade  Anzahl  nicht  vorkommen  kann.  Demnach  ist 
die  Gesamtsumme  Z  aller  Zeichenwechsel  ^  2/:.,  +  4/^  +  -ifl  -{-  6/g  +  f»/,  -f"  ■  "  "  •  Dieser  Grenzwert  ist  aber 
kleiner  als  der  oben  gefundene,  den  Z  übertreffen  soll,  was  ein  Widerspruch  ist;  ein  Variieren  sämtlicher 
Ecken  eines  konvexen  Polyeders  bei  bestimmter  Oberfläche  ist  daher  nicht  möglich.  —  Bei  Untersuchung 
der  Möglichkeit,  dass  nur-  ein  Teil  der  Ecken  variiert,  während  die  übrigen  festbleiben,  denke  man  sich 
sämtliche  Kanten,  an  denen  unveränderliche  Winkel  liegen,  und  alle  Ecken,  in  denen  nur  solche  Kantm 
zusammenstossen,  beseitigt,  so  dass  die  Polyederoberfäche  in  ein  Konglomerat  von  Einzelflächen  übergeht, 
die  nicht  mehr  eben  sind,  aber  aus  ebenen  Teilen  bestehen,  und  deren  Winkel  an  den  übrigbleibenden 
Kanten  sämtlich  variieren.  Für  diese  neue  Fläche  gilt  noch,  wenn  nicht  gerade  sämtliche  Flächen  sich 
in  eine  einzige  vereinigen,  was  natürlich  nicht  in  Betracht  kommt,  der  Eulersche  Satz.  Die  Betrachtungen 
des  vorigen  Falles  bleiben  daher  bei  der  neuen  Fläche  vollkommen  bestehen,  d.  h.  durch  die  gegebene  Ober- 
fläche  (Netz)  ist  ein  konvexes  Polyeder  eindeutig  bestimmt. 

60.  Das  Kantengesetz  von  Möbins;  zweites  Kriterium  für  einseitige  Vielflache.  Es  möge  ein 
Vielflach,  zimächst,  um  die  Betrachtung  zu  vereinfachen,  ein  Eulersches,  konvexes  Vielflach  aus  seinen 
Einzelflächen  (d.  h.  seinem  Netze)  zusammengefügt  werden.  An  jeder  Einzelfläche  unterscheidet  man  eine 
positive  und  eine  negative  Seite.  (Vergl.  Nr.  8.)  Die  Ebene  der  Seitenfläche  ABCD...  des  Vielflachs  teilt 
den  Raum  in  zwei  kongruente  Hälften.  Erscheint  nim  von  einem  Pimkte  P  ausserhalb  dieser  Ebene  der 
Perimeter  ABCD  .  .  .  entgegengesetzt  dem  Uhrzeigersinn  umschritten,  so  dass  ein  im  Perimeter  laufender 
Punkt  die  Fläche  des  Vielecks  zur  Linken  hat,  so  soll  die  dem  Punkte  P  zugewandte  Seite  des  Vielecks  als 
die  positive  gelten.^)  Von  der  andern  Seite  gesehen  erscheint  dann  die  (negative)  Fläche  im  entgegengesetzten 
Sinne  umlaufen.  Nun  setze  man  die  Flächen  des  Vielflachs  mit  ihren  Kauten  so  aneinander,  dass  man  beim 
Übergänge  von  der  imsitiveti  Seite  einer  Fläche  über  die  Kante  zur  Nachbarfläche  auf  die  positive  Seite  dieser 
gelangt.  Man  überzeugt  sich  dann  leicht,  dass  diese  trennende  Kante  als  solche  der  beiden  Flächen,  beim 
Umlauf  um  deren  Perimeter  in  entgegengesetztem  Sinne  durchschritten  erscheint,  d.  h.  „den  Perimetern  der 
ein  Polyeder  umgrenzenden  Flächen  Jcönnen  solcJie  Sinne  beigelegt  tverden,  dass  für  jede  Kante  des  Polyeders 
die  zwei  Richtungen,  die  ihr  als  der  gemeinsehaftliclien  Kante  zweier  Polyederfllkhen  infolge  der  Sinne 
dieser  zwei  Flächen  zuJcommen,  einander  entgegengesetzt  sind"'.  Dies  ist  das  Möbiussche  Kantengesetz.-)  Es  gilt 
nicht  nur  für  gewöhnliche  Polyeder,  sondern  auch  für  aussergewöhnliche,  solange  diese  zweiseitig  sind,  denn 
es  sagt  im  Grunde  nur  aus,  dass  man  von  der  positiven  [negativen]  Seite  einer  Fläche  über  die  Kante  zur 
nächsten  Fläche  übergehend,  auf  deren  positive  [negative]  Seite  gelangt,  d.  h.  auf  ein  und  derselben  Seite 
der  Obei-fläche  des  Vielflachs  verbleibt.  Durchschreitet  mau  also  die  aufeinanderfolgenden  Flächen  irgend  einer 
Zone,  so  wird  man  bei  Geltung  des  Kantengesetzes  von  der  positiven  Seite  der  letzten  Fläche  wieder  auf 
die  positive,  d.  h.  dieselbe  Seite  der  ersten  Fläche  gelangen.  Ist  aber  die  Zone  einseitig,  so  wird  sich  dies 
dadurch  zu  erkennen  geben,  dass  die  nämliche  Fläche,  von  deren  positiver  Seite  der  um  die  Zone  wandernde 
Punkt  ausging,  nach  Umschreiten  der  Zone  in  entgegengesetztem  Sinne  umlaufen  erscheint,  da  sich  ja  der 
wandernde  Punkt  nun  auf  der  andern  [negativen]  Seite  der  Fläche  befindet;  d.  h.  über  die  Kante,  welche 
die  erste  und  letzte  Fläche  der  Zone  trennt,  tritt  der  wandernde  Punkt  aus  einer  positiven  in  eine  negative 
Fläche  über,  imd  die  Kante  erscheint  dabei  zweimal,  aber  in  derselben  Richtung,  durchlaufen.  Mau  verfolge 
dies  an  der  Zone  Fig.  45,  die  als  einseitig  bekannt  ist,  indem  man  den  Sinn  jeder  folgenden  Fläche,  von 
einer  bestimmten,  z.  B.  ABC,  ausgehend,  zunächst  dem  Kantengesetz  gemäss  wählt.  Die  Flächen  sind  dann 
ABC,  CBI),  CBE,  EDA,  EAB.  Dabei  haben  die  Kanten  BC  imd  CB,  DC  und  CD  u.  s.  w.  entgegen- 
gesetzten Sinn,  als  Kante  der  vorhergehenden  und  folgenden  Fläche;  dagegen  erscheint  die  erste  [und  letzte] 
Kante  ^P  in  demselben  Sinne  als  Kante  der  Flächen  EAB  und  ABC;  es  gilt  also  hier  das  Kantengesetz  nicht. 
Würde  man  die  obige  Dreiecksreihe  dem  Kantengesetz  gemäss  über  die  Fläche  EAB  fortsetzen,  so  gelangte 


1)  Dies  ist  selbstverständlich  eine  willkürliche  Festsetzung.  2)  Möbius  I,  Ges.  Werke  Bd   IT,  S.  477. 
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man  nach  der  Fläche  BAU,  d.  h.  mau  befände  sich,  da  der  Umlaufssinn  entgegengesetzt  dem  ursprünglichen 
wäre,  auf  der  andern  Seite  dieser  Fläche.  —  Somit  ist  nun  ein  zweites  und  zwar  in  allen  Fällen  sicheres 
Kriterium  für  die  einseitigen  Vielflache  gewonnen:  Einseitig  sind  alle  Vielflache,  für  die  das  Möhiussehe 
KantengeMts  nicJd  gilt.  Durch  den  Umlaufssinn  einer  Fläche  eines  Polyeders  ist  der  Sinn  aller  Flächen 
bestimmt,  wenn  das  Kantengesetz  gilt:  In  der  That  ist  über  die  Aussenseite  oder  Innenseite  eines  ziceiseitigen 
Polyeders  entschieden,  wenn  von  einer  Fläche  bestimmt  ist,  welche  ihrer  Seiten  als  Aussen-  oder  Innenseite 
für  das  Vielflach  gelten  soU.  Hierdurch  erhellt  der  Zusammenhang  der  Gültigkeit  des  Kantengesetzes  mit 
dem  Charakter  des  Vielflaches  als  zweiseitigen. 

Um  bei  einem  vorgelegten  Vielflach  zu  entscheiden,  ob  es  ein-  oder  zweiseitig  ist,  hat  man  nach 
Bezeichnmig  sämtlicher  Ecken  durch  Buchstaben  die  aufeinander  folgenden,  sich  kantenden  Seitenflächen, 
deren  erster  man  einen  bestimmten  Sinn  beigelegt  hat,  so  hinzuschreiben,  dass  jede  Kante  in  zwei  entgegen- 
gesetzten Richtungen  erscheint,  wenn  sie  als  Kante  der  beiden  Nachbai-perimeter  aufgefasst  wird.  Findet  sich 
dann,  dass  es  unmöglich  ist,  das  Kantengesetz  zu  befriedigen,  so  ist  das  Vielflach  einseitig,  andernfalls  zwei- 
seitig. —  So  lassen  sich  die  Flächen  des  Fünfflachs  Fig.  32,  Taf  I,  in  demselben  Sinne  umlaufen,  schreiben 
ABC,  CBLM,  MLA,  ALB,  AC3I,  wobei  jede  Kante  zweimal,  und  zwar  in  entgegengesetztem  Sinne 
erscheint;  das  Fünfflach  ist  also  zwar  aussergewöhnlich,  aber  zweiseitig.  Das  Siebenflach  Fig.  46  (in  Nr.  55) 
hat  die  Flächen  ABCD,  BCE,  ECFA,  AFD;  es  kelirt  also  die  Kante  DA  in  dem  zuletzt  hingeschriebenen 
Dreiecke  in  demselben  Sinne  wieder  wie  beim  ersten  Viereck,  d.  h.  das  Kantengesetz  ist  nicht  erfüllbar,  das 
Siebenflach  ist  somit  einseitig. 

61.  Der  Inhalt  uud  die  Oberfläche  eines  zweiseitigen  Vielflaehes.  ^)  Es  darf  als  bekannt  voraus- 
gesetzt werden,  was  mau  unter  dem  Inhalte  (Volumen)  eiues  gewöhnlichen  Vielflaches  versteht,  wenn  als 
Mass  der  Würfel  gewählt  wird,  dessen  Kante  die  Längeneinheit  ist.  Ein  solches  Vielflach  mit  n  Seiten- 
flächen ist  die  Summe  derjenigen  n  Pyramiden,  deren  Grundflächen  diese  Seitenflächen  sind  uud  deren 
gemeinsame  Spitze  ein  im  Innenraum  des  Vielflaches  liegender  Punkt  ist.  Jede  dieser  Pyramiden  lässt  sich 
durch  Ebenen  durch  ihre  Spitze  und  die  von  einem  Punkte  der  Grundfläche  ausgehenden  Diagonalen  in 
m  —  2  Vierflache  (Tetraeder)  zerlegen,  wenn  diese  Grimdfläche  ein  >«-eck  ist,  wodurch  die  Berechuimg  des 
Inhaltes  des  Polyeders  auf  die  des  Vierflaches  zurückgeführt  ist.  Dessen  Inhalt  ist  aber  als  der  einer 
dreiseitigen  Pyramide  (gleich  %  Grundfläche  mal  Höhe)  sowie  auch  aus  den  sechs  Kanten  bestimmbar-), 
d.  h.  der  Rauminhalt  eines  gewöhnlichen  Polyeders  ist  algebraisch  ausdrückbar  durch  die  bestimmenden 
Strecken  (Kanten)-  —  Um  nun  auch  dem  Inhalte  der  aussergewöhnlichen  Polyeder  eine  Bedeutung  beilegen 
zu  können,  seien  folgeude  Festsetzimgen  vorausgeschickt.  Die  Oberfläche  des  Tetraeders  OAB(J  soU  auf 
dessen  Aussenseite  als  positiv  gelten.  Dann  ist  nach  voriger  Nummer  der  Umlaufssinn  des  Perimeters  der 
Fläche  ABC  auf  der  Aussenseite  des  Tetraeders  entgegengesetzt  dem  Uhi-zeigersiun  zu  wählen,  wonach 
infolge  der  Geltung  des  Kantengesetzes  auch  die  drei  übrigen  Flächen,  von  aussen  gesehen,  denselben  Sinn 
aufweisen.  Von  der  Ecke  0  aus  erscheint  dann  die  Fläche  ABC  negativ.  Dem  Tetraeder  komme  ein 
positiver  Inhalt  zu.  Daraus  folgt:  Soll  der  Inhalf  eines  Tetraeders  OABC  positiv  sein,  so  muss  von  einer 
seiner  Ecken  aus  die  gegeniihcrliegende  Fläche  negativ  erscheinen.  Tritt  das  Gegenteil  ein,  so  schreibt  man 
dem  Inhalte  einen  negativen  Wert  zu.  Diese  Festsetzung  stimmt  für  die  Berechuimg  des  Volumens  des  von 
einem  Iiuienpiuikte  aus  in  Tetraeder  zerlegten  gewöhnlichen  VielÜachs;  denn  von  diesem  Punkte  aus  erscheinen 
sämtliche  Flächen  des  Vielflachs  negativ,  wenn  ihi-e  Aussenseite  positiv  ist.  Bezeichnet  also  allgemein 
Oa,  eine  Pyramide  über  der  Grundfläche  a,  und  mit  der  Spitze  0,  wo  «,  eine  der  Seitenflächen  des  Polyeders 
bedeutet,  so  ist  das  Volumen  dieses  VielHachs  gleich  der  Summe  aller  Oa,.  Dass  dasselbe  für  ein  ausser- 
gewöluiliches  (zweiseitiges)  Polyeder  gilt,  ergiebt  sich  nach  Beweis  des  folgenden  Satses:    Errichtet  man  auf 

1)  Die  hier  anzustellenden  Betrachtungen  schliessen  sich  eng  an  die  der  Nr.  8  an  und  sind  ebenso  wie  jene  Möbius 
zu  verdanken.  Sic  sind  wie  das  von  ihm  entdeckte  Kanteugesetz  in  der  bereits  zitierten  Abhandlung  „Über  die  Bestinunung 
des  Inhaltes  eines  Polyeders"  enthalten.     Vergl.  Gesammelte  Werke  Bd.  II,  S.  475  'S. 

2)  Rausenberger,  Die  Elementargeometrie  etc.,  S.  217.  Baltzer,  Elemente  II,  S.  ;i4'.t.  (Die  Formel  von  .lungius 
und  Euler). 
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Fig.  49, 


den  FläcJmi  eines  Polyeders,  das  dem  Kantengesets  genügt,  Pyramiden,  welche  alle  die  gemeinsame  Spitze  0 
besitzen,  so  ist  die  algebraische  Summe  dieser  Pyramiden  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  0.')  Es  werde 
die    Summe    der   Pyramiden    für    zwei    verschiedene,    beliebig    gelegene    Punkte    0  und    0'   verglichen.     Die 

Fläche  ttj  sei  ABCI) ....  Ist  die  Gerade  00'  parallel  mit  der  Ebene 
von  «1,  so  ist  0«!  =  O'a^.  Andernfalls  schneidet  00'  die  Ebene 
«1  in  einem  Punkte  P  (Fig.  49).  Verbindet  man  P  mit  den  Ecken 
von  «j  durch  Gerade  PA,  PB  u.  s.  w.,  so  ist  nach  Nr.  8: 

u^  =  PAB  +  PBC  +  PCD  H , 

folglich : 

0«!  =  OPAB  +  OPBC  +  OPCB  -\ , 

und  ebenso: 

O'a,  =  O'PAB  +  O'PBO  +  O'PCD  H . 

Nun  ist  aber  offenbar: 

OPAB—  O'PAB  =  00' AB 
u.  s.  w.,  also  ergiebt  sich: 

Oa,  —  O'a,  =  00' AB  -\-  OO'BC  +  OO'CD  -{ . 

Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  bedeutet  jedes  Glied  ein  Tetraeder,  dessen  Grösse  und  Vorzeichen 
von  der  Grösse  und  Richtung  derjenigen  Kante  der  Fläche  «j  abhängt,  welche  in  ihm  vorkommt".  Büdet 
man  mm  die  entsprechenden  Differenzen  für  sämtliche  Flächen  a  und  addiert  diese  Differenzen,  so  erhält  man 
rechts  doppelt  so  viel  Glieder,  als  das  Vielflach  Kanten  hat,  denn  jede  Kante  erscheint  in  zwei  Tetraedern, 
nämlich  bei  Bildung  der  Differenzen  für  diejenigen  beiden  Flächen,  welche  die  betr.  Kante  gemein  haben. 
Gut  nun  das  Kantengesetz  für  das  vorgelegte  Vielflach,  so  ist  der  Sinn  der  Kante  in  den  beiden  Fällen 
entgegengesetzt,  d.  h.  die  beiden  betr.  Tetraeder,  z.  B.  0  0' AB  und  OO'BA  erscheinen  mit  entgegengesetztem 
Vorzeichen^);  je  zwei  Tetraeder  heben  sich  gegenseitig  auf,  die  Summe  aller  ist  Null,  d.  h.  es  ist 

0«!  +  Oc4,  +  Oßo  H (0'«,  +  0'«.,  +  O'a,  -\ )  =  0, 

womit  der  Satz,  dass  die  Summe  aller  Pyramiden  über  den  Seitenflächen  des  gegebenen  Vielflaches  unab- 
hängig von  der  Lage  des  Punktes  0  ist,  bewiesen  ist.  —  Da  nun  die  Summe  aller  Pyramiden  Ou  für  ein 
gewöhnliches  Vielflach  nichts  andres  als  dessen  Inhalt  ist,  wenn  0  innerhalb  des  Vielflachs  liegt,  so 
bezeichnet  man  für  jedes  Vielflach,  das  dem  Kantengesetze  genügt,  diese  von  der  Lage  von  0  unabhängige 
Summe  als  seinen  Inhalt. 

Betrachtet  man  die  Oberfläche  eines  gewöhnlichen  oder  aussergewöhnlichen,  aber  zweiseitigen  Vielflachs, 
so  ist  bei  ersterem  selbstverständlich,  was  unter  der  äussern  oder  der  innern  Seite  der  Oberfläche  zu  verstehen 
ist,  bei  letzterem  bedarf  es  einer  Festsetzung,  die  im  allgemeinen  willkürlich  ist.  Es  möge  die  äussere  Ober- 
fläche, als  positiv  bezeichnet,  beim  gewöhnlichen  Vielflach  durch  Färbung  von  der  innern  xmterschieden 
werden.^)  Beim  aussergewöhnlichen  Vielflach  bestimme  man  die  positive,  zu  färbende  Seite  einer  ersten 
Fläche  nach  der  Regel  der  vorigen  Nummer  und  setze  daim  diese  Färbung  der  FlächenzeUen  nach  den  in 
Nr.  8  erläuterten  Grundsätzen  fort.  Die  ganze  selbe  Seite  eines  solchen  Vielflachs  erscheint  dann  entweder 
aus  positiven  und  negativen  Flächenzellen  zusammengesetzt  (gefärbten  und  ungefärbten  Zellen)  oder  lediglich 
aus  positiven,  wobei  die  Zellen  beider  Arten  noch  verschiedene  Koeffizienten  haben  können,  was  durch  den 
Grad  (Intensität)  der  Färbung  auszudrücken  ist.  Die  algebraische  Summe  aller  Flächenzellen  der  Oberfläche 
des  Vielflachs  heisst  daim  schlechthin  die  Oberfläche  desselben,    und  es  leuchtet  ein,  dass   diese  bei   einem 


1)  Möbius  a.  a.  0.  S.  494.     Rausenberger,  Die  Elementaigeom.,  S.  220.     Ualtzer,  Elemeute  II,  S.  234. 

2)  Denn  OO'AB  und   OO'BA  sind  zwei  Tetraeder  mit  derselben  Spitze  0,  aber  den  Grundflächen  0' AB   und 
O'BA,  von  denen  die  zweite  im  umgekehrten  Sinne  der  ersten  umschritten  erscheint,  also  ihr  entgegengesetzt  gleich  ist. 

3)  Diese  Färb\mg   bietet   für  die  Unterscheidung  der  beiden    Flächenseiten   eines  Vielflachs  dieselbe    Erleichtening 
wie  die  Schraffierung  beim  Vieleck,  nur  dass  wir  früher  dort  die  negative  Seite  des  Perimeters  durch  Schraffierung  hervorhoben. 
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aussergewölmlichen  Polyeder  Null  sein  kann,  wenn  die  Summe  der  positiven  Zellen  der  der  negativen  absolut 
genommen  gleichwertig  ist.  Nach  entsprechender  Färbimg  der  in  Frage  kommenden  Seite  der  Oberfläche  des 
Vielflachs  ergiebt  sicli  nun  noch  eine  zweite  Bestimmung  seines  Volumens,  die  der  Bestimmung  des  Inhaltes 
eines  beliebigen  Polygons  entsprechend  ist.  Ein  aussen  gefärbtes  Tetraeder  besitzt  einen  einfach  zu  rechnenden 
Inhalt,  oder,  kurz  ausgedrückt,  den  Koeffizienten  1.  Dem  Aussenraum  kommt  naturgemäss  der  Koeffizient  Null 
zu.  Ein  aus  dem  Aussenraum  durch  die  Oberfläche  schreitender  Punkt  gelangt  also  in  einen  Raum,  dessen 
Koeffizient  um  eins  grösser  ist,  als  der  des  vorhergehenden,  wenn  der  Durchgang  durch  die  trennende  Fläche 
von  der  gefärbten  zur  ungefärbten  Seite  derselben  geschieht.  Ein  aussergewöhuliches  Vielflach  wird  nun 
durch  seine  Oberfläche,  da  sich  dieselbe  selbst  schneidet,  in  räumliche  Zellen  geteilt,  deren  jeder  ein 
bestimmter  Koeffizient  in  dem  obigen  Sinne  zukommt.  Und  zwar  sind  die  Koeffizienten  zweier  Nachbar- 
zellen, d.  h.  solcher,  die  eine  Fläche  gemein  haben,  stets  um  eins  verschieden,  falls  der  trennenden  Fläche 
in  ihrer  Ebene  der  Koeffizient  1  zukommt,  sie  also  mit  einfacher  Intensität  gefärbt  ist,  derart,  das.s 
diejenige  ZeUe  den  gi'össeren  Koeffizienten  hat,  welche  auf  der  ungefärbten  Seite  dieser  Fläche  liegt.  Die 
Bestimmung  dieser  Koeffizienten  erfolgt  dadurch,  dass  man  einen  Punkt  aus  dem  Aussenraume  mit  dem 
Koeffizienten  Null  durch  die  tremienden  Flächen  nach  und  nach  in  alle  Zellen  übertreten  lässt.  Ent- 
sprechend dem  früher  beim  Vieleck  Gesagten  schliesst  man  leicht:  Aus  einer  ZeUe  mit  dem  Koeffizienten  c 
kann  man  in  eine  Zelle  desselben  Koeffizienten  nicht  durch  eine  gemeinsame  Fläche  gelangen;  solche  Zellen 
können  nur  in  einer  Kante  oder  Ecke  zusammenstossen.  Aus  einer  Zelle  mit  dem  Koeffizienten  c  gelangt 
man  durch  eine  Fläche  in  eine  Nachbarzelle  des  Koeffizienten  c  -\-  c',  wenn  dem  trennenden  Flächenstück 
in  seiner  Ebene  der  Koeffizient  c'  zukommt.  Die  algebraische  Summe  aller  Zellen  (jede  mit  ihrem  Koeffi- 
zienten angesetzt)  ist  der  Inhalt  des  Vielflachs,  d.  h.  F^qp^^-j  +  ^._,.?.,  +  qPa-^s  •  •  •,  wobei  die  gj,  die  positiven 
bez.  negativen  Koeffizienten,  die  Z/  die  absoluten  einfachen  Inhalte  der  Zellen  im  gemeinen  Sinne  sind.  Ein 
Polyeder  hat  den  Inhalt  Null,  wenn  diese  Summe  verschwindet. 

62.  Beispiele  zur  vorstehenden  Theorie.  Vielflache,  deren  Oberfläche  bez.  Inhalt  Nnll  ist.  Die 
entsprechenden  Betrachtnngen  für  einseitige  Polyeder.  Als  erstes  Beispiel  zu  den  bisher  allgemein  angestellten 
Betrachtungen  werde  das  Fünfflach  Fig.  27,  Tafel  I,  mit  drei  überschlagenen  Vierecken  gewählt.  Die  Flächen 
dieses  dem  Kantengesetz  gehorchenden  Polyeders  seien  geschrieben:  AFE,  FADK,  EFKJ,  AEJD  und 
KDJ.  Der  Perimeter  jedes  der  beiden  Dreiecke  erscheint  dann  von  0,  dem  gemeinschaftlichen  Doppelpunkt 
der  drei  Vierecke  aus  gesehen  im  Uhrzeigersinn,  d.  h.  negativ.  Wählt  man  also  diesen  Punkt  0  als  gemein- 
same Spitze  der  Pyramiden  über  den  Seitenflächen  des  Polyeders,  so  besteht  das  Gesamtvolumen  aus  der 
Summe  der  beiden  Tetraeder  OAFE  und  OKDJ,  die  also  beide  positiv  sind.  Färbt  man  das  Dreieck 
AFE  auf  seiner  Aussenseite,  die  positiv  ist,  so  ist  die  Färbung  auf  den  unteren  Zellen  der  Vierecke 
aussen  fortzusetzen.  Aber  auch  das  obere  Tetraeder  ist  umscn  zu  färben.  Denn  die  obere  Zelle  eines  der 
drei  Vierecke,  z.  B.  ODK,  gehört  einer  andern  Seite  der  Ebene  des  Vierecks  an  als  die  untere  Zelle  FAQ. 
Die  beiden  Zellen  eines  überschlagenen  Vierecks  aber  haben  auf  derselben  Seite  der  Ebene  des  Vierecks  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen.  Beiden  räumlichen  tetraedrischen  Zellen,  aus  denen  das  Fünlflach  besteht,  kommt 
also  der  Koeffizient  -j-  1   zu. 

Als  zweites  Beispiel  betrachte  man  das  bereits  in  voriger  Nummer  besprochene  Fünlflach  Fig.  32, 
Tafel  I,  das  eine  Pyramide  mit  der  Spitze  A  imd  dem  überschlagenen  Viereck  CBLM  als  Grundfläche 
ist.  Fällt  der  bisher  mit  0  bezeichnete  Punkt  nach  A,  so  ist  das  Volumen  dieses  Polyeders  gleich 
ACBLM  ^  ACBS  -\-  ASLM.  Nun  ist  aVjcr  von  A  aus  gesehen  bei  dem  festgesetzten  Umlaufssinn  des 
Perimeter.s  der  Grundfläche  das  Dreieck  CBS  negativ,  dagegen  SLM  positiv,  d.  h.  das  Tetraeder  ACBS 
ist  positiv,  das  Tetraeder  ASLM  negativ.  Beginnt  man  die  Färbung  der  Oberfläche  des  Polyeders  bei  der 
äusseren  Grundfläche  des  ersten  Tetraeders,  so  hat  man  weiter  die  Fläche  ABC  aussen,  dann  die  Fläche 
ACM,  aber  nur  das  Stück  ACS,  das  dieses  Tetraeder  begrenzt,  zu  färben,  denn  der  Rest  ASM  ist 
auf  der  inneren  Seite  des  Tetraeders  ASLM  mit  Färbung  zu  versehen,  damit  man  auf  derselben  Seite  der 
Fläche   verbleibt;   d.  h.   dieses   letztere  Tetraeder   ist   aussen    imgo;färbt   zu  lassen,   wie   denn   in   der  That  die 
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Fläche  SLM  von  aussen  negativ  erscheint.  Das  Gesamtpolyeder  besteht  aus  zwei  tetraedrischen  Zellen  mit 
den  Koeffizienten  -|- 1  ^ui^l  — 1-  Ist  die  Fläche  CBS  absolut  genommen  gleich  SLM,  so  ist  der  Inhalt 
des  Polyeders  Null.  Ebenso  wie  dieses  Fünfflach  bestehen  die  Fünfflache  Fig.  26  und  Fig.  29,  Tafel  I,  aus 
je  zwei  Zellen  mit  den  Koeffizienten  -|-  1  und  —  1.  Um  nun  ein  Polyeder  zu  erhalten,  das  auch  Koeffi- 
zienten grösser  als  1  aufweist,  errichte  man  z.  B.  über  einem  Siebeneck  dritter  Äst  ein  gerades  Pi-isma,  indem 
man  die  Kanten  des  Siebenecks  in  der  Richtung  senkrecht  zu  seiner  Ebene  parallel  mit  sich  selbst  fort- 
beweot.  (Vero-1.  Fig.  2,  Taf  I  und  Fig.  17,  Taf.  VIII.)  Denkt  man  sich  die  gesamte  Oberfläche  des  Polveders 
auf  der  positiven,  d.  h.  äusseren  Seite  gefärbt,  wobei  natürlich  die  Färbung  auch  auf  den  inneren  verborgenen 
Flächenteilen  fortzusetzen  ist,  so  ergiebt  sich  nach  den  allgemeinen  Regeln  leicht,  dass  den  sieben  äussersten 
dreiseitigprismatischen  Zellen  die  Koeffizienten  +  1,  den  sieben  nächstfolgenden  vierseitigprismatischen  ZeUen 
die  Koeffizienten  -{-  2  und  der  innersten  Zelle,  die  ein  gewöhnliches  siebenseitiges  gerades  Prisma  dar- 
stellt, der  Koeffizient  +  3  zu  erteilen  ist.  Ein  von  aussen  kommender  Punkt  muss,  um  in  diese  innerste 
Zelle  zu  gelangen,  die  Oberfläche  des  Polyeders  dreimal  in  der  Richtung  von  der  gefärbten  zur  ungefärbten 
Seite  diu-chdringen.  Dies  leuchtet  ein,  wenn  der  Punkt  senki-echt  gegen  die  „Achse"  in  das  Polyeder  emtritt, 
ist  aber  auch  gültig,  wenn  der  Punkt  in  der  Richtimg  dieser  Achse  etwa  von  oben  sofort  in  die  iimerste 
ZeUe  gelangt;  denn  die  innerste  Flächenzelle  des  Siebenecks  di-itter  Art  hat  den  Koeffizienten  -{-3,  d.  h. 
dieser  Teil  der  Polyederoberfläche  ist  gewissei'massen  mit  dreifacher  Intensität  zu  färben. 

Ahnliche  Verhältnisse  treten  ein,  wenn  man  ein  gerades  Prisma  über  einem  Zehneck  vierter  Art 
konsti-uiert,  wie  es  Fig.  14,  Tafel  I,  zeigte.  Vergl.  Fig.  18,  Tafel  VIII.  Hier  treten  Zellen  mit  den  Koeffi- 
zienten +  1,  +2,  aber  auch  mit  Null  imd  —  1  auf.  Die  Zellen  mit  den  Koeffizienten  Null  gehören  ebenso 
wenig  wie  der  Aussem-aum  dem  Polyeder  an,  sie  büden  gleichsam  hohle  Dui'chgänge  dm-ch  den  Körper. 
Die  innerste  Zelle,  ein  fünfseitiges  Prisma,  hat  den  Koeffizienten  —  1  imd  ist  ungefärbt  zu  lassen,  während 
sämtliche  übrigen  Oberflächenteile  zu  färben  sind.  Em  Vielflach,  das  eine  innere  Zelle  mit  dem  Koeffi- 
zienten 3  und  zwölf  äussere,  auf  den  Flächen  jener  aufsitzende  Zellen  mit  den  Koeffizienten  1  hat,  ist  das 
zwölfeckige  SternzAvölfflach.     (Vergl.  Nr.  128.) 

Zum  Schlüsse  sei  noch  auf  ein  Polyeder  hingewiesen,  das  lediglich  von  zehn  überschlagenen 
Vierecken  begrenzt  wird  (Fig.  4,  Taf.  VUI).  Dieses  Polyeder  besteht  aus  zehn,  absolut  genommen,  inhalts- 
gleichen, körperlichen  Zellen,  die  abwechselnd  die  Koeffizienten  -|- 1  und  — 1  haben.  Inhalt  und  Ober- 
fläche dieses  aussergewöhnlichen,  aber  zweiseitigen  Polyeders  sind  gleichzeitig  Null.') 

Bildet  man  in  derselben  Weise  wie  bei  den  zweiseitigen  Polyedern  bei  einem  einseitigen  den 
Inhalt  durch  Addition  der  Pyramiden  Occ  über  sämtlichen  Grenzflächen  «  imd  mit  einer  gemeinsamen 
Spitze  0,  so  kommt  in  dieser  Summe  jede  Pvi-amide  0«  zweimal,  und  zwar  mit  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen vor,  weil  beide  Seiten  der  Fläche  u  an  der  Oberfläche  des  Vielflachs  teibiehmen.  Es  verschwindet 
daher  diese  Summe  identisch,  d.  h.  jedem  einseitigen  Polyeder  ist  der  Inhalt  Null  zuzuschreiben,  wenn  man 
überhaupt  hier  noch  von  Inhalt  i-eden  will.-)  Es  war  femer  bereits  bemerkt,  dass  bei  dem  Versuche,  eine 
Seite  eines  einseitigen  Vielflachs  durch  Färbung  auszuzeichnen,  man  der  Natiu-  des  Gebildes  gemäss  dazu 
gelangen  muss,  jede  Grenzfläche  auf  beiden  Seiten  zu  färben,  so  dass  also  auch  der  BegrilF  der  Oberfläche 
hier  hinfällig  wird;  man  müsste  denn  vorziehen,  jede  Fläche  zweimal  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen 
anzusetzen,  wodurcli  auch  der  Wert  der  Oberfläche  sich  identisch  gleich  Null  ergeben  würde. 

6.'{.  Die  Art  A=  l  eines  ^ewölinlichen  Vielflaclies.  Um  die  allgemeinen  Betrachtungen  über  Viel- 
flache den  früheren  über  Vielecke  analog  zu  Ende  zu  führen,  erübrigt  es  noch,  auf  zwei  Begrift'e  einzugehen, 
die  für  jene  von  besonderer  Bedeutung  waren:  die  Art  Ä  eines  Vielflaches  (entsprechend  der  Art  a  eines 
Vielecks)    und    die    Reziprozität.      Der    erste    Begriff    soll    aber    erst    später    ausführlich    erörtert    werden, 


1)  Vergl.  über  die  Gruppe  dieser  eigentümlichen,  von  Hess  als  Stephanoide  bezeichneten  Vielflache  Nr.  1G2 

2)  Man  könnte  auch  sagen:  Da  das  Kantengesetz  nicht  erfüllt  ist,  so  bleiben  die  Sinne  der  Flächen  unbestimmt, 
und  es  kann  nicht  mehr  eine  von  0  unabhängige  Pyramidensumme,  also  auch  nicht  mehr  ein  Inhalt  angegeben  werden. 
Möbius  a.  a  0.  S.  4'J9. 
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da  er  von  wesentlicher  Bedeutung  erst  bei  der  Betrachtung  der  besonderen  konvexen  und  nichtkonvexen 
Vielflache  wird,  deren  Art  ^1  grösser  als  1  ist.  Hier  sei  nur  bemerkt,  dass  jedes  Eulersche  konvexe  Viel- 
flach —  und  allein  auf  solche  werden  sich  im  nächsten  Abschnitte  die  Betrachtungen  erstrecken  —  von 
der  Art  A  =  1  ist,  ebenso  wie  der  Art  a  eines  konvexen  gewöhnlichen  Vielecks  dieser  Wert  zukam.  Die 
Definition  von  A  ist  dabei  analog  der  von  a  (vergl.  Nr.  9):  Es  bedeutet  A  die  Anzahl  der  Kugeln,  der  die 
Summe  aller  Polareclen  der  Ecl~en  des  VielflacJies  gleich  ist.  Die  Definition  der  Polarecke  ist  dabei  die  in  Nr.  41 
gegebene.  Man  sieht  sofort,  dass  bei  einem  Eulerschen  (kugelartigen)  konvexen  Polyeder  diese  Summe 
gerade  eine  Kugel  beträgt '),  wonach  für  ein  solches,  wie  behauptet,  A  =  1  ist.  Wie  a  bei  einem  konvexen, 
Vielecke  unter  Umständen  auch  als  die  Anzahl  der  Kreisbedeckimgen  gedeutet  werden  konnte,  wenn  der 
Perimeter  des  Vielecks  von  einem  Innenpunkte  aus  auf  die  Peripherie  projiziert  ^vlu•de,  so  stellt  analog  bei 
einem  konvexen  Vielflach  A  die  Anzahl  der  Kugelbedeckungen  dar,  wenn  die  Oberfläche  des  Vielflaches  von 
einem  innerhalb  liegenden  Punkte  aus  auf  die  Oberfläche  einer  Kugel  projiziert  wird,  deren  Centrum  dieser 
Punkt  ist,  vorausgesetzt,  dass  alle  Flächen  des  Vielflaches  diesem  Centrum  dieselbe  (negative)  Seite  zuwenden. 
Dies  ist  bei  einem  Vielflach  erster  Art  stets  der  Fall. 

64.  Die  polare  Reziprozität  der  Vielflache.  Ein  räumliches  System  Z:  heisst  einem  andern  2J' 
reziprolc  zugeordnet,  wenn  jedem  Punkte  des  einen  eine  Ebene  des  andern  entspricht,  und  umgekehrt.  Der 
Verbindungsgeraden  zweier  Punkte  des  einen  Systems  entspricht  die  Schnittgerade  der  entsprechenden  Ebenen 
des  andern.  —  Ein  System  S  heisst  j)olar-rcziprol;  zu  einem  anderen  2J',  wenn  die  Ebenen  des  einen  die  Polar- 
ebenen  zu  den  Punkten  des  andern  als  Polen  in  Bezw/  auf  eine  feste  Kugel  (Direhtrix)  sind. 

Liegt  ein  Punkt  P  ausserhalb  einer  Kugel,  so  erhält  mau  bekanntlich  seine  Polarebene  E  als  Ebene 
des  Kreises,  in  welchem  der  Tangentialkegel,  dessen  Spitze  P  ist,  die  Kugel  berührt.  Schneidet  eine  Gerade 
durch  P  und  das  Centrum  der  Kugel  deren  Oberfläche  in  den  Punkten  A  und  P,  die  Ebene  E  in  P',  so 
sind  P  und  P'  die  zugeordneten  harmonischen  Punkte  auf  der  Geraden  zu  A  und  B  als  Grundpunkten. 
Die  Polarebene  zu  P'  als  Pol  geht  durch  P  und  steht  senki-echt  auf  PP'.  Fällt  der  Pol  P  auf  die  Ober- 
fläche der  Kugel,  so  ist  die  zugehörige  Polarebene  die  Tangentialebene  in  P;  rückt  P  in  bestimmter 
Richtung  ins  Unendlichweite,  so  ist  seine  Polarebene  die  zu  dieser  Richtung  senkrechte  Äquatorealebene  der 
Kugel,  u.  s.  w.  Es  bestehe  nun  das  System  Z'  aus  n  Punkten  Pi,  Pq,  .  .  .  Pn  ausserhalb  der  Kugel  und  den 
durch  sie  möglichen  Geraden  und  Ebenen.  Ihm  ist  das  System  Z!'  zugeordnet,  das  aus  den  n  Polarebenen 
E,,E-2,  .  .  .,  E„  jener  Pimkte  als  Pole  und  den  durch  sie  erzeugten  Geraden  und  Punkten  besteht.  Jeder 
Verbindungsgeraden  je  zwei  der  Punkte  P  entspricht  eine  Schnittgerade  je  zwei  der  Ebenen  E.  Bewegt  sich 
der  Punkt  P,  auf  der  Geraden  P^P.^  von  Pj  nach  P„,  so  dreht  sich  die  Ebene  E^  um  die  Schnittgerade 
{E^E„)  in  die  Lage  von  E^.  Die  Ebene  der  drei  Punkte  Pj,  P^,  Pg  ist  die  Polarebene  zu  dem  Schnitt- 
punkte der  drei  Ebenen  E^,  E^,  E^  als  Pol.  Die  drei  Geraden  P^P^,  PoP^,  PsPi  sind  den  cb-ei  Geraden 
(E^E^),  (EoE.^),  {E^E^  zugeordnet,  in  denen  sich  je  zwei  der  Ebenen  schneiden.  Die  Zahl  der  Ebenen  E 
ist  gleich  der  Zahl  der  Punkte  P;  die  Zahl  der  Ebenen  durch  je  drei  der  Punkte  P  ist  gleich  der  Zalil  der 
Punkte,  in  denen  sieh  je  drei  der  l<]l)enen  E  schneiden;  die  Zahl  der  Verbindungsgeraden  der  P  ist  gleich 
der  Zahl  der  Schnittgeraden  der   Ebenen  E.^) 

Es  sei  nun  das  System  Z  irgend  ein  Vielflach  V,  der  Einfachheit  wegen  zunächst  ein  konvexes  Eulersches, 
mit  e  Ecken,  /'  Flächen,  k  Kanten,  zwischen  denen  also  die  Relation  e  —  k-\-  /'^  2  besteht.  Das  polar-reciproke 
System  Z"  ist  dann  ein  ebensolches  Vielflach  V  mit  e'=/' Ecken,  f"=e  Flächen  und  k'=k  Kanten.  Denn 
jeder  Ecke  des  ersten  Vielflaches  V  als  Pol  ist  polar-reziprok  eine  Fläche  von  V  als  Polarebene  zugeordnet,  jeder 
Fläche  von  V  ebeiiso  eine  Ecke  von  V,  während  jeder  Kante  von  V  eine  ebensolche  von  V  entspricht.  Einer 
w-kantigen  Ecke  P  von  F  entspricht  eine  «kantige  Fläche  E  von  V,  denn  n  aufeinander  folgenden  Ebenen 
durcli  den  l'unkt  P  mit  ihren  n  Schnittgeraden  entsprechen  n  Punkte  in  der  Ebene  E  mit  ihren  n  Verbindungs- 
geraden. Das  Vielflaeh  V  hat  also  ebensoviel  «-kantige  |„,  .'^,  ,  als  F'  w-kantige  „  .  hat.  Zwei 
'^     1  Flächen!'                            "      1  Ecken 

1)  Fried.  Roth,  Beiträge  zur  Stereometrie.     Progr.  niixtchude,  IS'JO,  S.  23.  2)  Vergl.  Nr.  40. 
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solche  Vielflache  heissen  polar- reziprolc  oder  auch  kiirz  nur  polar  oder  nur  reziprok.^)  Für  zwei  solche 
Vielflache  hat  also  die  Grösse  6  =  e  —  fc  + /'  denselben  Wert;  es  ist  neben  e  =  f',  /'=e',  k^k'  aber 
überdies  c,-  =  f)',  fi  =  e,',  wenn  f,  und  //  die  Zahl  der  z- kantigen  Ecken  und  Flächen  des  einen  Vielflaches, 
die  gestrichelten  Buchstaben  die  entsprechenden  Zahlen  für  das  polare  Vielflach  bedeuten.  Dabei  entspricht 
die  Anordnung  der  Ecken  und  Flächen  von  V  der  Anordnung  der  Flächen  und  Ecken  von  V.  Einer  Kante 
von  V,  die  eine  /-kantige  und  eine  fi-kantige  Ecke  verbindet,  entspricht  in  V  eine  Kante,  die  ei'nem  A-eck 
imd  einem  ji-eck  gemein  ist  u.  s.  w. 

65.  Isomorphe  und  allomorphe.  spiegelbildlich-isomorphe  uud  antopolare  Vielflache.  Zwei  durch  je 
n  Ebenen  begi"enzte  Vielflache  Fi  und  V^  soUen  isomorph-)  (gleichgestaltig)  heissen,  wenn  nach  beliebig, 
aber  fest  gewählter  Bezeichnimg  der  n  Ebenen  von  F^  durch  «i,  uo,  ...  k„  die  n  Ebenen  von  Vo  mit 
ßi,  ßi,  .'.  .  ßn  so  benannt  werden  können,  dass  entsprechende  «,  und  /3,  gleichviel  Kanten  besitzen,  und  dass 
jeder  Ecke  «,«*«;.  |. .  die  ebensovielkantige  Ecke  ßißkßi . . .  entspricht.  Die  beiden  Vielflache  haben  also  gleichviel 
2-seitige  Ecken  und  gleichviel  w-kantige  Flächen;  jedem  Flächenpaare  des  einen  Vielflaches,  das  aus  einem 
A-eck  und  einem  fi-eck  mit  gemeinsamer  Kante  besteht,  entspi'icht  ein  ebensolches  des  andern  Vielflaches  u.  s.  w. 
Die  beiden  Polyeder  stimmen  in  der  Kanteuzahl,  der  Anordnung  ihrer  Ecken  und  Flächen  überein  und 
unterscheiden  sich  lediglich  in  ihren  Mass  Verhältnissen;  z.  B.  sind  ein  Würfel  imd  ein  beliebiges  schief- 
winkliges Parallelepiped,  ebenso  eine  gerade  und  eine  schiefe  «-seitige  Pyi-amide  isomorph.  Diese  Definition 
des  Isomorphismus  ist  gültig  für  alle  Vielflache,  kommt  aber  im  folgenden  Abschnitte  zunächst  nur  für 
die  allgemeinen  und  singulären^)  Eulerscheu  Polyeder  zur  Beachtung.  —  Unter  den  allgemeinen  und  siugu- 
lären  Eulerschen  Vielflachen  mögen  ferner  zwei  solche  Individuen,  die  von  gleichviel  Flächen  begrenzt 
werden  und  gleichviel  Ecken  besitzen,  allomorph  heissen,  wenn  unter  diesen  Flächen  je  gleichviel  /-kantige 
Flächen,  unter  den  Ecken  je  gleichviel  Ä-kantige  Ecken  aufti-eten,  aber  ihre  Anordnung  in  beiden  Indi- 
viduen eine  verschiedene  ist.  Man  betrachte  als  Beispiel  hierfür 
u.  a.  die  fünf  allgemeinen  Zehnflache  10*  bis  10'^  auf  Tafel  III.'') 
Es  leuchtet  ein,  dass  eine  imendlich  grosse  Anzahl  Polyeder- 
iudividuen  gebildet  werden  kann,  so  dass  jedes  dieser  Polyeder 
einem  gegebenen  w-flach  nach  der  obigen  Definition  isomoi-ph  ist. 
Alle  diese  isomorphen  Individuen  können  aber  noch  in  zwei 
Klassen  geteilt  werden.  Man  betrachte  z.  B.  die  beiden  in  Fig.  50 
gezeichneten  Zehnflache,  von  denen  das  erste  das  in  Nr.  10" 
Taf.  III  dargestellte  ist.  k  und  ¥  sind  entsprechende  Kanten  der 
beiden  Vielflache,  als  gemeinsame  Kanten  eines  Sieben-  und  eines 
Sechsecks,  a^  und  a.^,  bez.  ß^  und  ß^,  da  ihre  Enden  die  Ecken  entsprechender  Vier-  imd  Sechsecke,  «j 
und  «4,  bez.  ß^  imd  ß^  sind.  Von  zwei  in  /.•  und  k'  liegenden,  mit  den  Köpfen  nach  entsprechenden  Ecken 
ai«2«3  und  ßißißi  gerichteten,   ins  Innere   der  beiden  Körper  blickenden  Beobachtern  hat  aber  der  eine  die 


1)  „Corpora  reciproca  voco,  quorum  utrumque  tot  habet  angulos  sohdos,  quot  alterum  latera;  hinc  et  tot  latera, 
quot  alterum  angulos  solidos."  Meister,  Comment.  soc.  reg.  Gotting.,  T.  VII,  1785.  Commentatio  de  solidis  geometricis  etc., 
S.  39.  Die  Reziprozität  besonderer  Polyeder  war  schon  früher  bemerkt  worden,  z.  B.  von  Maurolycus  1532  (er  spricht 
von  Icorrelativen  Körpern;  vergl.  .1.  H.  T.  Müller  in  Grunerts  Archiv  34,  S.  1  und  Cantor  II,  S.  526)  und  später  von  Kepler, 
Harmonice  mundi  V,  1.  Französische  Mathematiker  bezeichnen  diese  Polyeder  als  konjugiert  (polyedres  conjugues).  Vergl. 
u.  a.  Catalan  a.  a.  0.  S.  2. 

2)  Nach  Eberhard,  Morphologie  etc.,  S.  10.  C.  Jordan  nennt  solche  Polyeder  ähnlich  (pareil),  die  einander  ent- 
sprechenden Begrenzungsstücke  homolog;  vergl.  Recherches  sur  les  polyedres.     Borchardts  Journal  Bd.  66,  S.  22  ff. 

3)  Vergl.  Nr.  41. 

4)  Das  Konstruktionsprinzip  der  auf  den  Tafeln  II  bis  VI  gezeichneten  Vielflache  besteht  meist  darin,  dass  ausser- 
halb des  Vielflaches  über  einer  seiner  Seitenflächen  igewählt  ist  immer  eine  solche  mit  der  grössten  Anzahl  der  Kanten) 
ein  Punkt  angenommen  und  aus  ihm  die  ganze  Oberfläche  des  Vielflaches,  d.  h.  dessen  Ecken  und  Kanten,  auf  diese 
Seitenfläche  projiziert  wird.  Der  Verf.  hat  eine  solche  ebene  Projektion  eines  Vielflaches,  die  sich  als  eine  Polygonteilung 
darstellt,  das  Diagramm  des  Vielflaches  genannt  (Progr.  Zwickau,  1897).     Isomorphe  Vielflache  haben  isomorphe  Diagramme. 
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Fläche  «1  zur  Rechten,  der  andre  die  entsprechende  Fläche  ß^  zur  Linken.  Dasselbe  gilt  für  je  zwei  ent- 
sprechende Kanten  der  beiden  Vielflache.*)  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  das  eine  Vielflach  das  Spiegelbild 
des  andern  an  der  Ebene  irgend  einer  seiner  Begrenzungsflächen  oder  an  einer  beliebigen  Ebene  Ss  ist. 
Zwei  solche  Vielflache  sollen  daher  spiegelhildlicli- isomorph  heissen.^)  Die  einem  gegebenen  Vielflach  iso- 
nioi"phen  bilden  also  die  beiden  Klassen  der  direkt-  und  der  nur  spiegelbildlich -isomorphen  Individuen. 
Es  soll  aber  in  Zukunft  bei  den  weiteren  Betrachtungen  von  den  Individuen  der  zweiten  Klasse,  die  aus 
denen  der  ersten  leicht  konstruierbar  sind,  abgesehen  werden,  zumal  ein  einziger  Körper  schon  hinreicht, 
die  gestaltliche  Eigenart  des  Typus  zu  charakterisieren. 

Im  Anschluss  an  die  vorige  Nummer  soll  schliesslich  eine  besondere  Gattung  von  Vielflachen  noch 
hervorgehoben  werden.  Einem  e-eckigen  /'-flach  mit  h  «-kantigen  Grenzflächen  und  l  wj-seitigen  Ecken  war 
ein  /'-eckiges  e-flach  mit  l  >w-kantigen  Grenzflächen  und  h  «'-seitigen  Ecken  polar-reziprok  zugeordnet.  Ein 
allgemeines  Vielflach  ist  also  polar-reziprok  einem  Trigonalpolyeder,  und  umgekehrt.  Ein  beliebiges  singu- 
läres  Vielflach,  das  kein  Trigonalpolyeder  ist,  ist  einem  andern  singuläreu  VieLflach  reziprok.  Ist  nun 
das  zu  einem  singidären  VielflacJi  V  polar -reziprol;e  Vielflach  V  isomorph  mit  V,  so  nennt  man  V  ein  auto- 
polares Vielflach^),  oder  man  sagt,  V  ist  sich  selbst  reziprok.    Für  ein  solches  autopolares  Vielflach  bestehen 

k 
also  die  Bedingungen  e^=f.^,e^  =  f\,  ...  e,=  /',  und  es  ist  c^f='--\-\,  wenn  das  Vielflach  ein  E uler sches 

ist.  Es  ist  z.  B.  jede  M-seitige  Pyramide  ein  autopolares  («  -\-  l)-flach.  Diese  Bedingungen  e,-  =  /i  sind  aber 
nur  notwendig,  nicht  hinreichend,  um  ein  gegebenes  Polyederindividuum  als  autopolar  zu  charakterisieren. 
Denn  es  ist  nicht  ausgeschlossen,  dass  das  einem  Vielflach  V,  welches  diese  Bedingungen  befriedigt,  polar- 
reziproke Vielflach  V,  welches  also  diesen  Bedingungen  dann  ebenfalls  genügen  muss,  nur  allomorph  mit  V 
ist.  (Vergl.  das  Beispiel  am  Ende  von  Nr.  67.)  Man  hat  sich  also  streng  an  die  obige  geometrische  Definition 
zu  halten,  die  übrigens  im  folgenden  noch  weiter  zur  Erörterung  kommt. 

66.  Möbius'  Darstellnug  eines  Vielflaclies:  Das  Kanteiigesetz  in  zweiter  Form.  Reziprozität  der 
einseitigen  Vielflache.  Nach  Nr.  60  lassen  sich  die  Ausdi-ücke  für  die  Flächen  eines  gegebenen  Vielflachs, 
nachdem  seine  Ecken  mit  Buchstaben  bezeichnet  sind,  in  solchem  Umlaufssinne  schreiben,  dass  jede  Kante 
zweimal  in  entgegengesetzter  Richtung  dabei  durchschritten  wird,  d.  h.  dass  das  Möbiussche 
Kantengesetz  gilt,  wenn  das  Vielflach  zweiseitig  ist.  Es  wird  hiernach  ein  Vielflach 
charakterisiert  durch  die  Zusammenstellung  der  Ausdrücke  aller  der  Vielecke,  dm-ch  deren 
Verbindung  es  entsteht.  Ebenso  kann  nun  aber  ein  Vielflach  auch  charalcterisiert  tverden 
durch  die  Ausdrüdic  aller  seiner  Ecken,  nachdem  man  seine  Flächen  hezcichmi  hat.  Es  seien 
in  Fig.  51    mit   k,  ß,  y,  d  .  .  .   die   positiven   (äusseren)  Seiten   eines   zweiseitigen  Vielflaches  cc 

benannt.  Bezeichnet  man  nun  eine  Ecke  als  positiv,  wenn  sie  auf  der  positiven  Seite  der 
Oberfläche  des  Vielflaches  im  entgegengesetzten  Sinne  des  Uhrzeigers  umlaufen  wird,  so  sind 
die  beiden  Ecken  A  und  B:  A  =  yaßd  und  B  =  s^ßa.  Die  Kante,  welche  die  Flächen  « 
und  ß  gemeinsam  haben,  wird  also  in  den  beiden  Fällen  im  entgegengesetzten  Sinne  —  als 
aß  und  ßa  —  überschritten.  Es  ergiebt  sich  durch  Aufstellimg  der  weiteren  Eckenausdrücke 
sofort:  Nach  Bezeichnung  sämtlicher  Flächen  eines  Vielflaches  durch  a,ß,y...  lässt  sich 
allen  Ecken,  ausgedrückt  durch  die  Flächen,  ein  solcher  Umlaufssimi  beilegen,  dass  jede  Kante  in  zweierlei 
Richtimg  überschritten  wird,  wenn  das  Vielflach  zweiseitig  ist.  Dies  ist  die  zweite  Form  des  Kanten- 
gesetzes, und  wie  man  sieht  ist  die  Darstellung  eines  Vielflaches  durch  seine  Eckenausdrücke  gleichwertig 
mit  der  durch  die  Flächenausdrücke;  auf  beide  Weisen  ist  die  gestaltliche  Beschaffenheit  des  Vielflaches 
vollkommen  bestimmt.'') 


1)  Eberhard,  Morphologie,  S.  12. 

2)  Nach  Legendre  könnte  man  sie  auch  symmetrisch  nennen.  Doch  soll  hier  ein  Polyeder  srjmmctrisch  heissen, 
wenn  sich  wenigstens  eine  Ebene  durch  dasselbe  so  legen  lässt,  dass  von  den  beiden  Teilen,  in  die  das  Polyeder  hierdurch 
zerfällt,  der  eine  das  Spiegelbild  des  andern  an  dieser  Ebene  ist. 

3)  Nach  Kirkman,  On  autopolar  Polyedra.    Philos.  transact.  1857.  4)  Möbius  I,  Werke,  Bd.  II,  S.  öOO  tf. 
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Es  sei  uuu  ein  zweiseitiges  Vielilach  V  durcli  seine  Flächeuausdrücke  a  =  ABCD . . .  u.  s.  w.  gegeben. 
Fasst  man  die  Buchstaben  Ä,  B,...  dieser  Ausdrücke  als  Bezeichnungen  von  Flächen  auf,  so  stellen  die  Aus- 
di-ücke  die  Ecken  desjenigen  Vielflaches  V  dar,  welches  zu  V  polar-reziprok  ist.  (Dessen  Ecken  sind  dann 
mit  a,  ß,  .  ■  ■,  die  Flächen  mit  A,B,  G  .  .  .  bezeichnet.)  Da  nun  in  diesen  Ausckücken  jede  Kante  zweimal  in 
entgegengesetztem  Sinne  vorkam,  d.  h.  für  das  Vielflach  V  das  Kautengesetz  in  seiner  ersten  Form  galt,  so 
gilt  für  das  reziproke  Vielflach  das  Kantengesetz  der  zweiten  Form,  insofern  jede  Kante  beim  Umschreiten 
der  Ecken  in  zweierlei  Sinn  erscheint,  d.  h.  V  ist  zweiseitig.  Dies  ergiebt  aber  den  Satz:  Besiprokc  Viel- 
flache sind  (jlcichzcitiij  ziveiseitig  oder  einseifig.''- )  Denn  wenn  V  einseitig  ist,  so  kann  V  nicht  zweiseitig 
sein,  weil  zu  einem  zweiseitigen  V  ein  zweiseitiges  Vielflach  reziprok  ist.  —  Für  diejenigen  einseitigen 
Vielflache,  bei  denen  der  Wert  von  ö  ==  e  —  k  -\-  f  ungerade  ist,  kaim  man  die  Richtigkeit  dieses  Satzes, 
dass  auch  die  dazu  reziproken  einseitig  sind,  übrigens  schon  daraus  schliessen,  dass  für  das  reziproke  Viel- 
flach die  Grösse  6  denselben  ungeraden  Wert  beibehält,  da  nur  die  Zahlen  e  und  /"  vertauscht  werden.  Ein 
Vielflach  mit  ungeradem  6  ist  aber  stets  einseitig. 

67.  Beispiele  zn  der  iu  Nr.  65  und  66  entwickelten  Theorie.  Um  die  eben  ganz  allgemein  skizzierte 
Darstellungsweise  eines  Vielflaches  diu-eh  seine  Flächen-  und  Eckenausdrücke,  wie  sie  von  Möbius  angegeben 
worden  ist,  durch  bestimmte  Fälle  zu  erläutern,  wählen  wir  vier  Beispiele:   ein  siebeneckiges  Sechsflach  imd 

das  ihm  jjolar-reziproke  siebenflächige  Sechseck,  ein  auto- 
polares Achtflach,  ein  (bereits  früher  betrachtetes)  ein- 
seitiges Vielflach  und  endlich  ein  paar  achteckige  Acht- 
flache, die  den  Bedingungen  e,  =  fi  genügen,  olme  auto- 
polar zu  sein.  Es  sei  zunächst  das  in  Fig.  52  a  dargestellte 
singulare  Vielflach  und  das  ihm  reziproke,  Fig.  52b,  in 
seinen  Flächen-  und  Eckenausdrücken  angeschi-ieben.  Die 
sechs  Flächen  sind:  a  =  ÄBCDE,  ß  =  ÄEF,  y  =  ÄIGB, 
d  =  BGC,  B=CGFD,  t  =  DFE,  und  die  sieben  Ecken: 
Fig.  52b.  Ä^ßya,  B=yda,  C^dsa,  D^s^a,  E=t,ßa,  F=ßt,£y, 

G  =  £dy.  Das  Vielflach  gehorcht  dem  Kantengesetze  in  der 
Schi-eibung  sowohl  der  Flächen-  als  der  Eckenausdrücke.  Es  sind  aber  die  Flächeuausdrücke  imd  Ecken- 
ausdi-ücke  dieses  Vielflaches  Fig.  52a  zugleich  die  Eckenausdrücke  und  Flächenausdrücke  des  ihm  reziproken 
Vielflaches   Fig.  52  b,    das   von   einem   Viereck    und    sechs   Dreiecken    begrenzt    wird    und    eine    fünf  kantige, 

zwei  vierkantige  und  drei  dreikantige  Ecken  aufweist.    Beide  Vielflache  sind 
gleichzeitig  zweiseitig. 

Die  Flächen  und  Ecken  des  in  Fig.  53  dargestellten  achteckigen  Acht- 
flaches   lassen    sich    folgen dermassen   sclu'eiben,    wobei   das  Kantengesetz   in 
beiderlei  Form  befriedigt  ist,  das  Vielflach  also  als  zweiseitiges  sich  kitndgiebt: 
a  =  AL3IK,     ß  =  KME,     y  =  MLBE,     d  =  LCD,     e  =  BCL, 
A=  uk^x,         ß  =  icuf,         C  =  ^kde,         D  =  lyd ,      E^ßyk, 
H  =  ABL,     ).  =  KEBCA,    ii^ACB. 
K=aßk,       L  ^=  xadyu,         M=ayß. 

Betrachtet  man  nun  die  Flächen-  und  Eckenausdrücke  als  Ecken-  und  Flächeu- 
ausdrücke, so  ergiebt  sich  das  reziproke  Vielflach.  Man  sieht  aber  hier,  dass 
diese  Ausdrücke  sich  vollständig  entsproc^hen:  es  tritt  nur  eine  Vertauschung  der  lateinischen  und  griechischen 
Buchstaben  ein;  das  reziproke  Vielflach  ist  also  isomorph  mit  dem  ursprüngliclieu,  d.  h.  dieses  ist  autopolar 
Hieraus  ergiebt  sich  ein  leichtes  Kriterium  eines  auiopolarcii  Vielflaches  als  eines  solchen,  dessen  Flächen-  und 
Eclcenausdriicke  ah  vertaiischbar  geschrieben  iverden  können. 


Ij  Möbius  I,  Werke  Bd.  II,  S.  504. 


Beispiele  zu  der  in  Xr.  65  und  G6  entwickelten  Theorie. 
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Fig.  .1-1. 


Als  di'ittes  Beispiel  sei  ein  einseitiges  Vielflach  gewählt,  das  also  das  Kautengesetz  nicht  erfüllt. 
Es  seien  die  Flächen  und  Ecken  des  schon  wiederholt  betrachteten  sechseckigen  Siebenflaches  Fig.  46  in  der 
Form  geschrieben:  a  =  ABCD,  ß  =  ECFA,  y  =  BEBF,  d  =^  DCE,  s  =  AFD,  ?  =  BAE,  r]  =  FCB, 
und  A  ^  as  ß^,  B  =  a^yi],  C^darjß,  B  =  uÖye,  E=ößt,y,  F=riysß.  Die  Flächen  sind  nicht  so 
schreibbar,  dass  das  Kantengesetz  erfüllt  wird,  es  sind  die  Kanten  BA,  AE 
und  EB  zweimal  in  demselben  Sinne  durchlaufen.  Das  ihm  reziproke 
siebeneckige  Sechsflach  ist  in  Fig.  54  dargestellt.')  Es  kann  aus  dem  Würfel 
konstruiert  werden,  wie  das  ursprüngliche  Vielflach  aus  dem  dem  Würfel 
polar-reziprok  zugeordneten  Oktaeder.  Doch  ist,  um  nicht  Punkte  ins  Unend- 
liche fallen  zu  lassen,  nicht  der  regelmässige  Sechsflächner  (Würfel)  gewählt, 
sondern  ein  Sechsflach  ReM^jP^QÖ,  bei  welchem  die  je  vier  Flächen,  die 
au  jede  der  drei  in  3£  zusammenstossenden  Flächen  grenzen,  in  den  ausser- 
halb liegenden  Punkten  «,  ß,  y  sich  sclmeiden.  Das  einseitige  Vielflach, 
welches  dadurch  entstanden  ist,  wird  von  drei  Vierecken  der  zweiten  Ajt 
mit  einem  einspringenden  Winkel  begrenzt,  die  in  der  Ecke  ö  zusammen- 
stossen  (die  Vierecke  B  =  udys,  C  und  E;  s.  oben)  und  von  drei  über- 
schlagenen  Vierecken  (A,  B,  I),  die  alle  drei  als  Doppelpunkt  den  Pimkt  M 

haben,  ohne  dass  dieser  Punkt  eine  Ecke  des  Vielflaches  wäre.  Von  den  sieben  Ecken  des  Vielflaches 
sind  drei  vierkantig  (a,  ß,  y),  die  übrigen  (d,  e,  5,  ij)  di-eikantig,  und  die  obigen  Flächen-  und  Ecken- 
formehi  sind  zugleich  die  Ecken-  und  Flächenformeki  dieses  zum  vorigen  reziproken  einseitigen  Vielflaches. 
Dass  es  einseitig  ist,  ergiebt  sich  daraus,  dass  die  „äussere''  Seite  seiner  Oberfläche  (man  vergegenwärtige 
sich  nach  Fig.  54  das  Modell  des  Körpers)  aus  positiven  und  negativen  Flächeuzellen  zusammengesetzt 
ist,  welche  Imujs  Kanten  zusammenstosseu,  was  bei  zweiseitigen  Vielflachen  unmöglich  ist,  da  man  ja  über 
eine  solche  Kaute  schreitend,  auf  derselben  (positiven)  Seite  der  Oberfläche  bleibend,  aus  dem  Äussern  ins 
Innere  des  Vielflaches  gelangen  würde.  Sind  die  äusseren  Seiten  der  Flächenzellen  asM,  aMri,  rjMß  der  drei 
überschlagenen  Vierecke  positiv,  wie  die  obige  Schreibweise  dieser  Vierecke  dies  erkennen  lässt,  so  sind  die 
drei  andern  ZeUeu  Mßl,  tyM,  Mys  negativ,  und  da  die  drei  übrigen  Vierecke  C,  B  imd  E  mit  ihrer 
positiven  Seite  nach  aussen  liegen,  so  ist  der  von  dem  Kantenpolygon  eß^ys  begrenzte,  aus  drei  Dreiecken 
bestehende  Teil  der  Oberfläche  aussen  negativ,  d.  h.  ein  auf  der  positiven  Seite  der  Oberfläche  wandernder 
Punkt  gelangt  beim  Übersclu-eiten  dieses  Polygons  in  das  Innere  des  Vielflaches.  Es  sei  noch  bemerkt,  dass 
die  Pimkte  31,  P,  Q,  R,  in  Senen  sich  (kei  Kanten  des  Vielflaches  schneiden,  olme  dass  sie  Ecken  desselben 
wären,  jenen  vier  Ebenen  polar  zugeordnet  sind,  in  denen  je  drei  Kanten  des  Vielflaches  Fig.  46  liegen, 
ohne  dass  die  von  diesen  drei  Kanten  begrenzten  Drei- 
ecke Grenzflächen  des  Vielflaches  wären,  z.  B.  das  Dreieck 
ABE,  das  der  Ecke  Q  polar  zugeordnet  ist.  (Denn 
wie  ABE  von  den  drei  Kanten  begrenzt  ist,  welche  die 
Ecken  A,  B  und  E  verbinden,  so  ist  Q  von  den  drei 
Kanten  gebildet,  in  d(!nen  sich  die  Flächen  A,  B  und  E 
des  reziproken  Vielflaclics  schneiden.) 

Es  sei  endlicli  das  in  Fig.  55  dargestellte  acht- 
eckige Achtflach  gegeben  durch  die  Flächenausdrücke 
«  =  ÜBEKL,  ß  =  AEBB,  y  =  AMCL,  Ö  =  AKE, 

i  =  ALK,  X  =  ABM,  k  =  BCM,  (t  =  BGB,  oder  durch  die  Eckenausdrücke:  A  =  dßxye,  B  =  xßfiP., 
C  =  yXfia,  B  =  fißu,  E  =  ßöu,  K=Stu,  L  =  eyu,  M=y.Ky.     Die   ersten   sind   zugleich   die  Ecken- 


1)  Vergl.  C.  Reinhardt,  Zu  Mobius'  Polyedertheorie  a.  a.  0.,  S.  lO'J.  Die  Figur  ist  geändert,  so  dass  sämtliche 
Grenzflächen  als  Vierecke  zweiter  Art  erscheinen,  da  das  in  Fig.  46  dargestellte  Vielflaeh  keine  einfachen  viereckigen  Ecken 
(erster  Art)  enthielt. 
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ausdrücke,  die  zweiten  die  Fläckeuausdrücke  des  in  Fig.  56  S.  77  dargestellten  ihm  reziprok-polaren  Viel- 
flaches.  Für  beide  Vielflaclie  gelten  die  Gleichungen  e  ^  /'  =  8,  eg  =  /j  ^  5,  e^  =  f^  =  2,  Cj  =  /"g  =  1 ;  sie 
sind  aber  nicht  autopolar,  sondern  nur  eins  das  reziproke  des  anderen.  Man  hat  also  nicht  isomorphe, 
sondern  nur  zwei  allomorphe  Typen  achteckiger  Achtflache  vor  sich.  Unter  den  16  autopolar3n  Achtflachen 
ejdstieren  8,  welche  die  obigen  Gleichungen  befriedigen,  sie  sind  also  allomorph  mit  den  beiden  Typen 
Fig.  55  und  56,  und  isomorph  mit  ihrem  reziproken  Achtflach.^) 


D.   Theorie  der  Eulerschen  Yielflache. 

68.  Einleitende  Bemerkungen.  Der  folgende  Abschnitt  soll  sich  mit  der  Morphologie  der  Eulerschen 
(konvexen)  Vielflache,  besonders  der  allgemeinen,  beschäftigen.  —  Es  ist  schon  früher  gelegentlich  bemerkt 
worden,  dass  eins  der  Hauptprobleme  in  der  Theorie  der  Vielflache,  welches  den  Mathematikern  vorlag  und 
wiederholt  von  ihnen  in  AugriS'  genommen  wurde,  das  der  Aufzählung  aller  möglichen  Typen  von  Viel- 
flachen einer  bestimmten  Zahl  n  von  Begi"enzungsflächen  war;  imd  auf  die  Erledigung  dieses  Problems, 
soweit  man  nämlich  von  einer  solchen  sprechen  kann,  zielen  die  im  folgenden  besprochenen  Untersuchungen 
zunächst  hin.  Steiner  hatte  wiederholt  die  Frage  gestellt^),  wie  sich  die  Anzahl  der  von  ?i  Ebenen  gebildeten 
verschiedenen  konvexen  Polyeder  berechne.  Eine  Antwort  auf  diese  Frage  ist  aber  bis  heutigen  Tages  von 
keiner  Seite  erfolgt.  Es  ist  zweifelhaft,  ob  dies  nur  daran  liegt,  dass  das  Problem  von  äusserster  Schwierig- 
keit ist,  wie  von  Cayley  gelegentlich  bemerkt  wurde,  oder  aber  daran,  dass  es  in  der  Art,  wie  es  von  Steiner 
formuliert  wurde,  überhaupt  unlösbar  ist  und  sein  muss.  Weim  auch  gezeigt  werden  kann,  dass  es  imschwer 
gelingt,  für  eine  allmählich  wachsende  Zahl  n  von  Begrenzungsflächen  die  überhaupt  möglichen  Typen  auf 
verschiedene  Weise,  entweder  aus  einander  oder  unabhängig  von  einander,  Jionstridiiv  abzuleiten,  so  ist  es 
doch  nicht  gelungen  —  und  kann  aus  später  anzugebenden  Gründen  nicht  gelingen  — ,  diese  Wege  rechnerisch 
zu  verfolgen,  d.  h.  die  Zahl  der  Typen,  wie  es  die  strikte  Beantwortung  der  Steiner  sehen  Frage  erheischt, 
zu  bestimmen.  Ja,  es  schien  fraglich,  ob  zur  Zeit  die  richtigen  Wege,  die  dazu  dienen  könnten,  das  Problem 
der  Aufzählung  der  n-flache  der  Lösung  entgegenzuführen,  bereits  eingeschlagen  seien  —  die  Möglichkeit 
der  Lösung  noch  vorausgesetzt.  Hatte  man  zunächst  für  die  Untersuchung  der  einfach  zusammenhängenden 
Vielflache  das  Eulersche  Fundamentaltheorem  zum  Ausgangspunkt  genommen,  ohne  der  Lösimg  des  Haupt- 
problems auf  solchem  Wege  wesentlich  näher  zu  kommen,  so  lag  es  nun  nahe,  zu  vermuten,  dass  für  die 
morphologische  Betrachtung  dieser  Vielflache  überhaupt  andre  Gesichtspimkte  als  massgebend  erachtet  werden 
müssten.  Und  in  der  That  gelang  es  deim,  neue  Wege  zu  finden,  die  einen  Einblick  in  die  systematische 
Abhängigkeit  der  verschiedenen  Formen  der  Vielflache  gestatteten,  und  deren  Verfolgimg  schliesslich  dazu 
ührte  ,  eine  Einteilung  der  Polyedertypen  zustande  zu  bringen,  die  —  wenngleich  weitaus  verschieden 
von  einer  Beantwortung  der  Frage  in  der  ursprünglichen  Steinerschen  Fassimg  —  in  gewissem  Sinne  doch 
als  eine  Lösung  des  Problems  der  Aufzählung  der  Vielflache  betrachtet  werden  kann.  —  Es  soll  im  weiteren 
eine   kurze  Darstellung   dieser  Morphologie   der  Eulerschen  Polyeder   gegeben   werden'),    nachdem  zunächst 


1)  Unter  den  singularen  Achtflachen  giebt  es  drei  Paar  achteckige,  die  den  Bedingungen  «,•  =  /",  genügen,  ohne 
autopolar  zu  sein,  so  dass  nur  je  ein  Individuum  des  einen  Paares  reziprok  dem  ihm  allomorphen  Individuum  desselben  Paares 
ist.     (0.  Hermes,  briefliche  Mitteilung.     Hermes  nennt  solche  Vielflache  parapolar.) 

2)  In  den  Annales  de  Mathem.  von  Gergonne,  tome  XIX,  S.  36,  und  in  dem  Anhang  zur  Systematischen  Entwicke- 
lung  etc.,  Ges.  Werke,  Bd.  I,  S.  227  und  454. 

.'5)  Es  kann  unmöglich  die  Absicht  d.  Verf.  sein,  die  sämtlichen  grundlegenden  Untersuchungen,  die  sich  in  Eber- 
hard.s  Mori^hologie  der  Polyeder  angestellt  finden,  hier  zu  wiederholen,  zumal  für  ein  weiteres  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete 
ein   genaues  Studium  dieses  Werkes   unbedingt  nötig  sein  dürfte.     Ks  wird  genügen,  wenn  hier  ein  übersichtliches  Bild  der 
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die  (ältere)  elementare  Theorie,  wie  sie  im  Ansckluss  an  den  Eulerschen  Satz  sich  aufbaut,  in  ihren 
wesentlichsten  Zügen  erledigt  ist.  Es  liegt  um  so  näher,  auch  diese  in  den  Bereich  der  Untersuchung  zu 
ziehen,  als  sie  ohne  Zweifel  einen  nicht  allzugering  anzuschlagenden  Überblick  über  die  Gestalten  der  Viel- 
flache  nicht   allzugrosser   Flächenzahl   vermittelt.     Überdies   ist   sie   von   bedeutendem  historischem  Interesse. 

69.  Folgerungen  ans  dem  Eulerschen  Fundamentalsatze.  Es  ist  hier  zunächst  auf  die  bereits  in 
Nr.  56  angemerkten  Folgerungen  hinzuweisen,  von  denen  besonders  die  Gleichungen  und  Ungleichungen 
2fc  >  3/"  und  2Ä>3e  auch  weiterhin  Verwendung  finden.  Es  seien  nun  unter  den  f  Flächen  des  Vielflaches 
/■j  Dreiecke,  f^  Vierecke  u.  s.  w.,  imter  den  e  Ecken  e^  dreiseitige,  c^  vierseitige  u.  s.  w.,  so  dass:') 

a)  f=t\  +  /;  +  /5  +  •  •  •,         e  =  «3  +  <:,  +  e,  +  •  •  •■ 
ist.     Ausserdem  gelten  die  Gleichimgen: 

b)  2Ä:=3/3  +  4/;  +  5/5  +  -..,  2k  =  ^e,  +  A,',  +  be,  +  -.., 
da  jede  Kante  zu  zwei  Flächen  gehört.     Diese  Gleichungen  b)  lassen  sich  schreiben: 

3(/-3  +/;+/;  +  •••)  +  2(2/,  +  /;  +  3/e  +  2/-,  +  ■  .  ■)  =  2k, 

3  ie,  +  '5  +  f,  +  •  •  •)  +  2  (2e,  +  e,  +  2,e,  +  2e,  +  ■  •  ■)  =ß:. 

Demnach  ist  jede  der  beiden  Summen  /ä  +  /s  +  /i  +  •  •  ■   und  Cj  -|-  f ^  -f-  ''7  H ohne  Rest  durch  2  teilbar, 

d.  h.:   In  jedem  Vielflach  ist   die  Anzahl   der  ttnpaaren  Grenz      ,  eine  gerade  Zahl;    ein  Vielflach    mit 

einer  ungeraden  Anzahl  von  Grenz |  besitzt  mindestens  eins  paare  Grenz!  '     Die  Gleichungen  a) 

und  b)  ergeben  in  Verbindung  mit  dem  Eulerschen  Satze  2/'-|-2e  =  4-|-2Ä;  die  Gleichungen: 

j2(/;  +  A  +  /.  +  ■■  -^  =  4  +  e^  +  2e,  +  3e,  +  •  •  • 
""'  i2(^.  +  t',  +  'v, +  ---)  =  4  +  /-  +2/:.  +  3/;, +  .-., 

und  durch  Addition  beider  erhält  man: 

d)  /3  +  <;3  =  8+/-  +f5  +  2(/g  +  e,)  +  ..., 

(1.  h.  bei  keinem  Vielflacli  kÖmien  dreieckige  Flächen  imd  di-eiseitige  Ecken  zugleich  felüen:  es  sind  deren 
mindestens  acht  vorhanden.  Aus  c)  folgt  ferner,  wenn  man  die  Gleichungen  addiert,  nachdem  man  die  eine 
mit  2  multipliziert  hat: 

I 

Aus   diesen  Gleichungen   ist  zu   schliessen:  Es  giebt  kein  Vielflach,  in  welchem  jede   j  „  ,        mehr  als  fünf 
^  o  j  j         \Ecke 

I  Fläche 
Kanten    hätte.      Ein    Vielflach,    das    keine    dreikantige    und     vierkantisje        _,  ,         hat,   besitzt   wenigstens 

'  '^  ^        (Ecke  '  ^ 

zwölf  fünfkantige  |  ^ '  "     Ein    Vielflach    ohne    dreikantige    und    fünf  kantige      „ ',  besitzt   wenigstens 

^    1  Ecken.  °  "     l  Ecken  " 

{Flächen 
_  besitzt  wenigstens   vier  dreikantige 

_,  ,         '     Multipliziert  man  die  eine  Gleichimg  c)  mit  3,  die  andre  mit  2  und  addiert,  so  kommt: 

4/,  +  2/,  +  C3  =  20  +  2e,  +  be,  +  S.,  +  .  .  .  +  2/^  +  4/'  +  •  ^  •, 

4e,  +  2e,  +  /;  =  20  +  2^  +  Mr,  +  «/c  +  •  '  •  +  2^0  +  4f',  +  ■  •  •, 

Ergebnisse  entworfen  wird,  wobei  der  Hauptwert  aul'  die  Anschaulichkeit  zu  legen  ist,  wälirend  von  der  ausführlichen 
Wiedergabe  der  strengen  Beweise  (die  a.  a.  0.  zu  vergleichen  sind)  wenigstens  zum  Teil,  schon  aus  Rücksicht  auf  den  Raum, 
abgesehen  werden  soll. 

1)  Vergl.  hierzu:  van  Swindcn,  Elemente  d.  Geometrie,  S.  441.  Baltzei-,  Elemente  II,  S.  215.  Rausenberger, 
Die  Elementargeometrie  etc.,  S.  207.     Catalan  a.  a.  0.  S.  4.     Eberhard,  Morphologie,  S.  i:^,  u,  a. 


3/3  +  2/4  +  A  =  12  +  2e,  +  4p,  +  ■••  +  /:  +  2/,  + 
36,  +  2e,  +  e,  =  12  +  2/,  +  4/:  +  •  •  ■  +  .,  +  2.,  + 
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d.h.:  Ein  Yielflacli  ohne  dreikantige  und  vierkantige  [^  ,  hat  wenigstens  20  dreikantige  |  „..  ,        u.  s.  w. 

''  °    (Ecken  °  °    l  Flachen 

Überdies   bestehen   zwischen   den  Zahlen   der  2>-kantigen  Grenzflächen,   die   dui-ch  h  5-kantige  Ecken   gehen, 

sowie  den  Zahlen  der  «2 -kantigen  Ecken,  die  in  h  ^»-kantigen  Grenzflächen  liegen,  noch  Gleichungeu ,  die  von 

geringerer  Bedeutung  sind. '^) 

Nicht  jedes  System  Ton  zulässigen  Lösimgen  e,  und  fi  der  Gleichungen  a)  bis  e),   das  zugleich  den 

in  Nr.  56  aufgeführten  Bedingungen  genügt,  braucht  aber  einem  existierenden  Vielflache  anzugehören.    Es  ist 

z.   B.    das    siebeneckige    Sechsflach,    füi-    das    /s  =  4,    /ä  =  2,    e3  =  6,    e^  ^  1    sein    soll,    wiewohl    es    dem 

Gleichungssysteme  imd  den  übrigen  Bedingungen  genügt,  immöglich,  da  zwei  Fünfecke,  selbst  wenn  sie  eine 

Kante   gemein  haben,   schon   acht  Ecken  ergeben.     Es  ist  eben  zu  beachten,  dass  die  Eulersche  Gleichung 

nicht  nur  für  die  Stücke  (Flächen,  Kanten,  Ecken),   die  die  Oberfläche  eines  Yielflaches  zusammensetzen, 

gültig   ist,   sondern  für  jedes  Netz  auf  der  Kugelfläche,  welches   die  Kugel  derart  in  Bereiche  teilt,  dass 

jeder  solche  Bereich  mit  jeder  seiner  Kanten  (die  hier  Bogen  sind)  an  nur  einen  Nachbarbereich  grenzt.-) 

Solche  Teilungen  der  Kugeloberfläche  in  Bereiche  werden  dann  durch  die  Lösungen  dargestellt,  die  nicht  als 

Vielflache   realisierbar   sind.     Z.  B.  ergiebt   das   oben    angefükrte  Lösimgssystem   die  in 

Fig.  57  gezeichnete  Kugelteilung.     Die  beiden  fünfkantigen  Bereiche  AI>DEF(Ä)  und 

ACDEG(Ä)  stossen  in  der  vierkantigen  Ecke  A  zusammen  und  haben  die  Kante  DE 

gemein.     Unter  Umständen  gehört   ein  Lösungssystem   zwar  nicht   zu   einem  konvexen 

Vielflach,    ist   aber    dm'ch    ein  nichtkonvexes  realisierbai-.     So  stellt  z.  B.   das  System 

Cg  =  104,  f\  =  48,  /oQ  =  6  (A'  =  156)  kein  allgemeines  konvexes  Vielflach  dar,  aber  es 

besitzt  das  in  Fig.  2  Tafel  11  gezeichnete  nichtkonvexe  Polyeder  diese  Zahlen. 

Will  man  nach  dem  Gesagten  die  möglichen  Tyjien  der  Vielflache  einer  bestimmten 

Anzahl   von   Begrenzungsstücken   durch  Lösung   der   Gleichimgen  bestimmen^),    so    hat 

dies  den  Nachteil,  dass  noch  eine  besondere  L^ntersuchung  nötig  ist,  um  zu  entscheiden, 

welche  der  Lösungen  wirklich  konstruierbare  konvexe  Vielflache  darstellen.*)    Es  ist  deshalb  zur  Auffindung 

der  allgemeinen  und  singulären  Vielflache  einer  bestimmten  Flächenzahl  ein  andrer  Weg  einzuschlagen. °) 

70.  Ordimiig  der  Vielflache  einer  bestinimteii  Flächenzahl  /=».  Für  ein  allgemeines  Vielflach 
trilt:  3e  =  2A',  für  ein  Trigonalpolyeder:  3/==  2A.  Diese  Gleichungen  ergeben  in  Verbindung  mit  dem 
Eulerschen  Satze  für  ein  allgemeines  Vielflach  mit  t  =  »  Flächen:  e='2ii  —  4,  k='in — 6;   für  ein 

Trigonalpolyeder  derselben  Flächenzahl:  e  = -5- +  2?  ä*= -5-?  '«"oraus  nebenbei  folgt,  dass  die  letzteren  nur 

für  gerades  n  existieren.  Aus  den  angefükrten  Worten  geht  hervor,  wie  die  w-flache  sich  nach  der  Zahl 
der  Ecken  ordnen:  Das  Maximum  von  e  kommt  den  allgemeinen  ?i-flachen  zu,  das  Minimum  den  Trigonal- 
polyedem;  alle  w-flache,  welche  das  Maximum  2«  —  4  der  Ecken  nicht  erreichen,  sind  singulär.  —  Nun  ist 
das  allgemeine  Vielflach  das  normale  Gebilde,  das  durch  n  Ebenen  erzeugt  wird,  unter  der  Annahme,  dass 
nicht  mehr  als  je  drei  Ebenen  sich  in  einem  Pimkte  schneiden,  wobei  sich  die  Maximalzahl  der  Ecken  ergiebt. 
Die    singulären    Vielflache    werden    also    Schritt    für    Schritt    dadurch    erzeugt    werden    können,    dass    durch 


1)  Vergl.  Eberhard,  Morphologie,  S.  16.  2)  Tergl.  Xr.  47. 

3)  Vergl.  Rausenberger,  Die  Eleinentargeom.  etc.,  S.  209  ff.,  f ür  /"  =  5  und  6. 

4)  Man  kann  allerdings  zwischen  den  e.  und  f^  noch  weitere  Bedingungsgleichungen  aufstellen,  die  die  Unter- 
suchung der  Realisierbarkeit  des  Lösungssystems  erleichtern  (vergl.  Catalan  a.  a.  0.  S.  7 ff.);  doch  reichen  auch  sie  nicht 
hin.  die  angegebene  Methode  über  ein  blos.ses  Probieren  zu  erheben,  weshalb  sie  hier  übergangen  werden. 

5)  Es  soll  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  einige  Autoren  die  Polyeder  nicht  nach  der  Zahl  ihrer  Flächen  oder  Ecken, 
sondern  nach  der  der  Kanten  aufgezählt  wissen  wollen.  So  bezeichnet  C.  .Jordan  die  Einteilung  nach  der  Flächenzahl  als 
fehlerhaft,  weil  man  dadurch  die  polar-reziproken  Polyeder  von  einander  trenne.  (Borchardts  Joum.,  66.  Bd.,  1866,  S.  83.) 
Desgl.  Breton.  Note  sur  la  Classification  des  polyedres,  Compt.  rend.  t.  51  (1860),  S.  722.  Bei  Breton  findet  man  übrigens 
die  Eulersche  Gleichung  in  interessanter  Weise  geometrisch  interpretiert.  Vergl.  hierüber  Brückner,  Geschichtl.  Bemerkungen 
zur  Aufzählung  der  Vielflache,  Progr.  Zwickau,  Realgymn.  1897,  S.  5.  Vergl.  femer  Reinhardt,  Einleitung  in  d.  Theorie 
d.  Polyeder.     Progr.  Meissen  (Fürstenschule)  1890,  S.  1. 
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bestimmte  Bewegungen  der  Ebenen  Ecken  des  allgemeinen  Vielflaches  zum  Zusammenfallen  gebracht  werden. 
Dies  ist  nur  so  lange  möglich,  als  nicht  sämtKche  Grenzflächen  Dreiecke  sind,  weil  alsdann  ein  solches 
Zusammenrücken  von  Ecken  ohne  Verschwinden  von  Grenzflächen  nicht  mehr  möglich  ist. 

Subtrahiert  man  nun  die  zweite  Gleichung  a)  in  Nr.  69,  nachdem  man  sie  mit  3  multipliziert  hat, 
von  der  zweiten  Gleichung  b)  daselbst,  so  ergiebt  sich:  e^-\-2e^-^^e^-\-  ■■■  =  2h  —  3e.  Für  die  aUo-emeinen 
Vielflache  ist  der  Wert  von  2k  —  3e  gleich  Null,  für  die  singulären  ergiebt  sich  ein  von  Null  verschiedener 
Wert  Q,  den  man   als  den  Grad  der  Singularität  bezeichnet.')     Das  Maximum   von  q  ergiebt  sich  für  die 

Trigonalpolyeder  aus  e  =  — -{- 2  und  Je  = --  zu   Q  = -, 6.^)     Die  Bedeutung   von  q  ist  einfach.     Es 

entsteht  nämlich  eine  vierkantige  Ecke  dui'ch  Zusammenrücken  von  2  dreikantigen,  wobei  also  die  Eckenzahl 
des  Vielflaches  um  1  abnimmt;  eine  fünfkantige  Ecke  entsteht  durch  Zusammenrücken  von  3  dreikanticren 
Ecken,  was  eine  Abnahme  der  Eckenzahl  um  2  ergiebt  u.  s.  w.,  d.  h.  es  giebt  der  Grad  q  der  Sino-ularität 
an,  wie  viel  Ecken  das  singulare  Vielflach  weniger  hat,  als  das  gleichvielflächige  allgemeine.  —  Eine 
erschöpfende  Aufzählung  der  konvexen  w-flache  hätte  also  in  aufsteigender  Reihenfolge,  von  den  allgemeinen 
Vielflachen  (p  =  0)  ausgehend,  die  verschiedenen  Klassen  der  singulären  nach  den  wachsenden  Werten  von 
Q  geordnet,  zu  behandeln.  Es  soll  daher  im  folgenden  gezeigt  werden,  wie  die  singulären  Vielflache  kon- 
struktiv aus  den  allgemeinen  abzuleiten  sind,  nach  Erledigimg  einiger  Vorbemerkungen,  die  auch  über  den 
Zusammenhang  der  einzelnen  Typen  der  allgemeinen  w-flache  Aufklärung  geben.  Das  Hauptproblem,  wie 
diese  selbst  gefunden  werden,  kommt  alsdann  zur  Besprechung. 

71.  Die  Kreaznngskanten  eines  allgemeinen  Vielflaches.  Ableitung  der  singulären  Vielflache  aus 
den  allgemeinen.  Eine  Kante  eines  allgemeinen  Vielflaehes  heisst  Kreusungskante'^),  wenn  ihre  Endpunlcte 
die  Ecken  zweier  Flächen  ai  und  «,„  sind,  deren  Ebenen  sich  nur  ausserhalb  des  Vielflaches  schneiden.  Aus 
dieser  Definition  folgt  sofort,  dass  die  Kanten  der  dreieckigen  Grenzflächen  nicht  Kreuzungskanten  sein 
können.  Denn  die  Endpunkte  der  Kante  eines  Dreiecks  sind  Ecken  zweier  Flächen,  welche  die  Kante 
gemein  haben,  die  von  der  dritten  Ecke  des  Dreiecks  ausgeht;  d.  h.  diese  Flächen  schneiden  sich  auf  dem 
Vielflache.  Von  einer  Ecke  eines  allgemeinen  Vielflaches  geht  also  wenigstens  eine  Kreuzungskante  aus,  da 
in  keiner  Ecke  drei  Dreiecke  zusammenkommen  (ausgenommen  ist  das  Vierflach,  das  keine  Kreuzuno^s- 
kanten  besitzt).  Dagegen  können  von  einer  Ecke,  die  keinem  Dreiecke  angehört,  imter  Umständen  doch 
nur  zwei  Kreuzungskanten  ausgehen,  wie  z.  B.  von  der  Ecke  «  des  Sechsflaches  Vl^  Tafel  II.')  —  Es  seien 
nun  yi  und  d\  die  Flächen,  die  eine  Kreuzungskante  a  bilden  und  a,  und  |3,„  die  durch  deren  Endpunkte 
gehenden  Ebenen,  wobei  der  Index  die  Kantenzahl  der  betr.  Fläche  angeben  soll.  Bewegt  man  nun  die 
beiden  Ebenen  der  «;  und  ß,n  stetig  im  Räume  so,  dass  zunächst  die  beiden  Endpunkte  der  Kante  a  zum 
Zusammenfallen  kommen  und  weiterhin  die  beiden  Ebenen  einander  in  einer  Kante  h  schneiden,  so  ist  diese 
Kante  /;,  deren  Endpunkte  Ecken  von  y  und  ä  sind,  nunmehr  Kreuzungskante  des  neuen  Vielflaches,  das 
von  dem  ursprünglichen  morphologisch  verschieden  ist.  Denn  au  Stelle  von  y,-,  8k,  cct,  ßm  sind  die  Flächen 
y,_i,  dn^i,  «(+1  und  ßm  +  i  getreten.  Beispiel:  Tritt  an  Stelle  der  Kante  /.-j  des  Siebenflaches  VII.,  (Tafel  11) 
die  Kante  Ä:/  des  Siebenflaches  VII^  (ebenda),  so  nimmt  die  Kantenzahl  von  y  und  8  um  1  ab,  während 
die  von  a  und  ß  um  1  wächst;  man  sagt,  das  zweite  Siebenflach  ist  aus  dem  ersten  durch  Kreuzung  längs 
der  Kante  y  \  8  entstanden. 

Es  lässt  sich  zeigen^),  dass  die  Ebenen  eines  allgemeinen  Vielflaches  stets  im  Räume  stetig  so  variiert 
werden  können,  dass  genau  nur  eine  be.stimmte  Kreuzungskante  a  ausgeschieden  wird,  an  deren  Stelle  eine 
andre  Kante  h  als  Kreuzungskante  tritt,   wobei   die  vier  in  Frage  kommenden  Flächen  die  angemerkte  mor- 


1)  Eberhard,  Morphologie,  S,  20.  2)  Ist  n  ungerade,  so  ist  das  Maximum  ■ — 6. 

3)  Eberhard,  Morphologie,  S.  21. 

4)  Die  allgemeinen   Sechs-  bis   Zehnflache  der  Tafeln  II — V  werden  nach  ihrer  Flilcheuzahl   mit  einem   römischen 
Zahlzeichen  angeführt  nebst  einem  Index,  welcher  die  Nummer  des  Vielflaches  auf  der  betr.  Tafel  angiebt. 

6)  Eberhard,  Morphologie,  S.  22 — 24. 

Brttckaer,  Vielecke  und  Viulflacho.  Jl 
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phologisclie  Änderung  erleiden.  Daraus  schliesst  man  weiter:  Da  eine  gestaltliche  Änderung  eines  allgemeinen 
Vielflaches  immer  zugleich  mit  einem  Weclisel  der  Kreuzungskanten  verbunden  ist,  so  sind  zwei  w-fiache 
isomoi-pli,  wenn  sie  in  den  Systemen  der  Kreuzungskanten  übereinstimmen.*)  Ä  und  B  seien  zwei  w-flache, 
von  denen  dies  vorausgesetzt  werde.  Ist  («,-,  «a-,  «/)  eine  Ecke  von  Ä,  so  ist  unter  deren  Kt«nten  mindestens 
eine  Kreuzuugkante,  z.  B.  «,|ßi-.  Dann  ist  aber  nach  Voraussetzung  ßi\ßk  Kreuzungskante  von  B,  und  ß, 
eine  durch  einen  Endpunkt  dieser  Kante  gehende  Grenzebene.  Also  entspricht  einer  Ecke  («,,  «j.,  u,)  von  Ä 
wieder  eine  Ecke  (ß,-,  ßt,  ß,)  von  B,  d.  h.  die  beiden  Vielflaehe  sind  isomorph. 

Unter  den  w-flachen  ohne  dreieckige  Grenzflächen  sind  stets  auch  Typen  vorhanden,  deren  sämtliche 
3m  —  6  Kanten  Kreuzungskanten  sind-),  z.  B.  das  (n  —  2)-seitige  Prisma.  Aus  diesen  w-flachen  (bez.  aus 
einem  von  ihnen)  lassen  sich  dann  durch  fortlaufende  Kreuzung  sämtliche  Typen  des  «-flaches  ableiten,  wobei, 
wenn  eine  der  beiden  die  Kreuzungskante  bildenden  Flächen  oder  beide  Vierecke  sind,  Dreiecke  entstehen, 
so  dass  sich  die  Zahl  der  Ki-euzuugskauten  allmählich  vermindert,  bis  deren  Minimum  erreicht  ist,  nämlich 
für  diejenigen  w-flache,  welche  das  mögliche  Maximum  von  Dreiecken  besitzen.^)    Da  eine  Ecke  nicht  mehr 

als  einem  Dreieck  angehören  kann,  so  ergiebt  sich  für  dieses  Maximum  von  Dreiecken  der  Wert'*)  [^ — ~ — J, 

^3 J ' 

welche  Zahl  sich  noch  um   1   vermindern  kann,  falls  n  von  der  Form  Sv  {v  =  2,  3  .  .  .)  ist.=') 

Es  handelt  sich  nun  um  die  Ableitung  der  Typen  der  singulären  «-flache  aus  den  allgemeinen. 
Unterbricht  man  den  Prozess  der  Kreuzung  längs  einer  bestimmten  Ki-euzungskante  eines  allgemeinen 
Vielflaches  in  dem  Augenblicke,  in  welchem  die  oben  mit  a,  und  ß,„  bezeichneten  Flächen  sich  auf  dem  Viel- 
flache schneiden,  so  bilden  die  vier  Flächen  «,  ß,  y,  ö  eine  vierkantige  Ecke  des  neu  entstandenen  Vielflaches, 
das  also  singulär  ist.  Im  allgemeinen  verbleiben  bei  diesem  Prozess  die  übrigen  Kreuzungskanten  des 
ursprünglichen  allgemeinen  Vielflaches  auch  bei  dem  singulären  als  solche  bestehen,  so  lange  nicht  der 
Prozess  Veranlassung  zur  Bildung  von  Dreiecken  gegeben  hat.*)     Es   ist  leicht   ersichtlich,  wie  mau,  falls 


1)  Hierin  Kegt  die  Bedeutung  der  Kreuzungslcanten.  Dass  von  zwei  beliebigen  isomorphen  allgemeinen  Vielflachen 
das  eine  durch  blosse  Lagenveränderung  der  Ebenen  .seiner  Grenzflächen  (ohne  Kreuzung)  in  das  andre  übergeführt  werden 
kann,  beweist  Eberhard,  Morjjhologie,  S.  26  if. 

2)  Dass  nicht  sämtliche  Kanten  eines  n-flaches  ohne  Dreiecke  Kreuzungskanten  sein  müssen,  ersieht  man  z.  B.  an 
dem  Zehnflach  X,g|,  Tafel  V;  die  gemeinsame  Kante  der  beiden  Fünfecke  ist  keine  Kreuzungskante. 

3)  Beispiel:  w  =  7  (Tafel  II).  Aus  dem  Prisma  VIl^  ergiebt  sich  1)  durch  Kreuzung  längs  k  das  Siebenflach  VII^, 
2)  durch  Kreuzung  längs  k'  das  Siebenflach  VII..  Aus  T'/J,  ergiebt  sich  1)  durch  Kreuzung  längs  A",  das  Siebenflach  VII,, 
2)  durch  Kreuzung  längs  k.  das  Siebenflach  F/7, ,  womit  das  Maximum  von  Dreiecken  erreicht  ist  und  sämtliche  Typen  des 
Siebenflaches  abgeleitet  sind.  Hierin  ist  eine  erste  allgemeine  Methode  zur  Ableitung  sämtlicher  Typen  der  Vielflache  einer 
bestimmten  Zahl  n  von  Grenzflächen  gegeben,  die  aber  für  die  wirkliche  Durchführung  von  zweifelhaftem  Werte  ist,  da 
dasselbe  w-flach  durch  Kreuzung  aus  verschiedenen  Typen  erhalten  wird,  wodurch  grosse  Weitläufigkeit  entsteht. 

4)  Die  Klammer  [  ]  deutet  an,  dass  die  nächst  kleinere  ganze  Zahl  zu  nehmen  ist. 

5)  Man  erhält  ein  «-flach  mit  dem  Minimum  von  Kreuzungskanten,  wenn  mau  von  einem  »j-flach  mit  m  =  n  —  \  — - — 

Flächen  ["  "  ~  1  Ecken  durch  dreiseitige  Schnitte  abschneidet.  Wählt  man  aber  als  wi-flach  ■/..  B.  ein  solches  mit  zwei  Drei- 
ecken, m  —  4  Vierecken,  und  zwei  (?«  —  l)-ecken  (vergl.  X,,  Tafel  IV),  so  hat  man,  falls  n  von  <ler  J'orm  3  v  ist,  sämtliche 
Ecken  dieses  m-flaches  bis  auf  zwei  abzuschneiden.  Unterlässt  man  das  Abschneiden  zweier  solcher  Ecken,  welche  Endpunkte 
einer  Verbindungskante  der  beiden  {m  —  l)-ecke  sind,  so  gehört  diese  Kante  nicht  mit  zu  dem  System  der  Kreuzungskanten 
des  entstehenden  n  flaches,  wodurch  eben  die  obige  Minimalzahl  noch  um  1  verringert  wird.  Beispiel:  Für  n  =  12  ist  »n  =  6. 
Das  »i-flach  ist   F/,   Tafel  II.     Die  Zahl   der   Kreuzungskanten   der  entstehenden   Zwölfüachc  —  Fig.  3  und  4   Tafel  H   —   ist 

nicht  zwölf,  sondern  elf     Für  ein  bestimmtes  n  existieren  immer     — - —     solcher  Typen.    Das  eine  Neunflach  JA',  Tafel  III 

hat  nur  acht  Kreuzungskanten,  während  die  beiden  andern  Neunüache  mit  vier  Dreiecken,  JX,  und  /X, ,  deren  neun  besitzen. 

6)  Selbstverständlich  ist  dann  die  Definition  der  Kreuzungskante  dahin  zu  erweitern,  dass  keine  der  Flächen,  welche 
eine  Ecke  in  dem  einen  Ende  der  Kante  haben,  irgend  eine  der  im  allgemeinen  mehrfach  vorhandenen  Flächen,  zu  deren 
Ecken  das  andre  Ende  der  Kante  zälilt,  auf  dem  Vielflaehe  schneidet. 
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eine  der  Kanten  der  vierkantigen  Ecke  Kreuzungskante  ist,  zur  Erzeugung  einer  fünfkantigen  Ecke  gelangt. 
Setzt  man  das  Verfahren  so  lange  fort,  bis  das  letzte  singulare  Vielflach  keine  Kreuzungskanten  mehr 
besitzt,  so  hat  man  entweder  ein  Vielflach  nur  von  Dreiecken  begrenzt  erhalten,  d.  h.  ein  Trigonalpolyeder, 
oder  ein  Vielflach,  welches  mehr  als  dreikantige  Flächen  nur  noch  isoliert  besitzen  kann  (da  sonst  noch 
Kreuzungskanten  als  gemeinsame  Kanten  zweier  solchen  Flächen  aufträten),  d.  h.  rings  umgeben  von 
Dreiecken.  Das  erläuterte  Verfahren  ist  die  konstruktive  Ausführung  dessen,  was  in  Nr.  69  kurz  als  Ver- 
schwindenlassen von  Ecken  des  allgemeinen  Vielflaches  bezeichnet  war;  man  kann  mit  demselben  Rechte 
von  einem  Zumverschwindenbringen  von  Kanten,  nämlich  der  foeuzirngskanten,  reden.  Als  Beispiel  sei 
die  Ableitung  der  singulären  Sechsflache  aus  den  beiden  allgemeinen  F/j  und  F/,  (Tafel  II)  angeführt. 
Aus  Yl^  entsteht  durch  Verschwinden  der  Kante  ab  das  singulare  Sechsflach  F7i'(p  =  l),  aus  diesem  durch 
Verschwinden  der  Kante  hc  die  fünfseitige  Pyramide  VI"  (q  =  2),  die  keine  Kreuzimgskanten  mehr 
enthält,  aber  ein  isoliertes  Fünfeck.  Aus  VI.^  entsteht  durch  Verschwinden  der  Kante  ah  das  Sechs- 
flach VI./  (p  ^  1),  aus  diesem  durch  Verschwinden  der  Kreuzungskante  cd  das  Sechsflach  VI.,"  (p  =  2)  und 
hieraus  endlich  durch  Zusammenrücken  der  Ecken  c  und  /'  das  Trigonalpolyeder  VI./'  (p  =  3).  (Vergl.  die 
Figg.  5  auf  Tafel  II.)  Der  in  Klammer  beigefügte  Grad  q  der  Singularität  giebt  also  an, 
wieviel  Kreuzungskanten  vom  allgemeinen  Vielflach  zum  Verschwinden  gebracht  wurden 
bis  das  betr.  singulare  sich  ergab.  Es  könnte  scheinen,  als  ob  im  Anschluss  an  diese 
Methode  der  Ableitung  der  singulären  Vielflache  aus  den  allgemeinen  Schlüsse  auf  die 
Anzahl  jener  gezogen  werden  dürften.  Dass  diese  Erwartung  hinfällig  ist,  ergiebt 
sich  aus  der  Geltung  des  Satzes:  Jedes  singulare  konvexe  Vielflach  stellt  (im  allgemeinen) 
einen  gemeinsamen  Grenzfall  mehrerer  allomorphen  allgemeinen  Viel  flache  dar.^)  Es  geht 
z.  B.  das  in  Fig.  58  gezeichnete  Achtflach  (p  ^  2)  aus  den  drei  allomorphen  Typen  F///,, 
F/7/5,  Vlllg  (Tafel  II)  durch  Verschwinden  der  je  zwei  Kanten  /i,  und  Ä'j  hervor.  Es  lassen  sich  also 
wohl  die  singulären  Typen  lionstruktiv  aus  den  allgemeinen  ableiten,  ein  Schluss  auf  die  Anzahl  der  ableit- 
baren Typen  lässt  sich  aber  nicht  ziehen. 

72.  Fnndamentalkonstrnktion  der  allgemeinen  Vielflache  und  der  Trigonalpolyeder.  Nach  dem 
bisher  Gesagten  ist  ersichtlich,  dass  die  Konstruktion  der  möglichen  Typen  der  Vielflache  einer  bestimmten 
Flächenzahl  n  zurückgeführt  ist  auf  die  der  allgemeinen.  Da  aber  aus  der  Kenntnis  der  allgemeinen  w-flache 
zugleich  die  der  Trigonalpolyeder  mit  n  Ecken  folgt,  und  umgekehrt,  weil  diese  die  polar-reziproken  Köi-per 
zu  jenen  sind,  so  ist  es  gleichgültig,  welche  der  beiden  Arten  von  Vielflachen  zunächst  konstruktiv  abgeleitet 
wird.^)  In  der  That  ist  das  Problem  in  beiderlei  Weise  gelöst  worden,  vmd  es  beruht  die  hier  zunächst  zu 
besprechende  Lösung  darauf,  die  allgemeinen,  bez.  die  Trigonalpolyeder  mit  n  -\- 1  Flächen,  bez.  Ecken  aus 
denen  mit  n  Flächen,  bez.  Ecken  zu  konstruieren.  Die  dazu  nötigen  Operationen,  die  sich  in  den  beiden 
Fällen  dual  entsprechen  (Fundamcntalkonstruktionen),  sollen  erläutert  werden,  nachdem  die  folgenden  Grundlagen 
für  das  Verfahren  geschaffen  sind.  Es  sei  dabei  ein  allgemeines  w-flach  durch  das  Symbol  P„,  ein  w- eckiges 
Trigonalpolyeder  mit  /7„  bezeichnet.  Multipliziert  man  die  beiden  Gleichungen  a)  in  Nr.  69  mit  6  und 
subtrahiert  von  jeder  der  dann  erhaltenen  Gleichungen  die  entsprechende  der  Gleichungen  b),  so  kommt: 

6/--  2A:  =  3/-  +  2f,  +  f^-f^-2f, ,         Üc  -  2k  =  ^e,  +  2e,  +  e,  _  c,  -  2e,  +  •  •  -. 

Nun   ist   für   die   allgemeinen   Vielflache    6/' — 2fc  =  12,   für   die  Trigonalpolyeder  6e  —  2/;  =  12,   also   gilt 
für  die  ersteren: 


1)  Eberhard,  Morphologie,  S.  19. 

2)  Aus  den  Trigonalpolyedern  lassen  sich  auch  ohne  Schwierigkeit  die  übrigen  singulären  Typen  und  die  allgemeinen 
derselben  Eckenzahl  ableiten,  indem  man  nur  das  dem  früheren  gewissermassen  dual  zugeordnete  Konstruktionsverfahren 
einschlägt.  Wie  man  dort  benachbarte  Ecken  zusammenfallen  Hess,  so  vereinigt  man  hier  benachbarte  Dreiecke  zu  mehr- 
kantigen Flächen,  indem  man  ihre  Ebenen  zusammenfallen  liisst.  Die  zwei  benachbarten  Dreiecke  dürfen  dabei  nicht  in 
einer  Kante  aneinander  grenzen,  von  der  auch  nur  ein  Endpunkt  eine  dreikantige  Ecke  des  VielUachs  ist.  Man  erhält  dann 
eine  Klassifikation  der  Vielflache  nach  der  Zahl  der  Ecken. 
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für  die  letzteren: 


3/s  +  2/4  +/5  =  12  +/:  +  2/8  + 
3^3  +  2ei  +  es  =  12  -^  e-, -{- 2 e^ -\- 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt :  ^) 
Ausser  dem  Tetraeder  giebt  es  kein  P  mit  nur 
dreiseitigen  Grenzflächen.  Drei-,  vier-  und  fünfseitige 
Flächen  können  nicht  gleichzeitig  fehlen.  Fehleu  die 
di'ei-  und  vierseitigen  Flüchen,  so  hat  das  P  wenigstens 
zwölf  fünfseitige  Flächen.  Es  werden  darnach  die  P„  in 
drei  Klassen  geteilt:  Erstens  die  P,i,  unter  deren  Grenz- 
flächen sich  Dreiecke  befinden;  zweitens  die  P,,',  unter 


deren  Grenzflächen  sich  keine  Dreiecke,  aber  Vierecke 
befinden,  und  drittens  die  P„"',  die  weder  Dreiecke 
noch  Vierecke  besitzen. 

Es   werden   nun   die   Methoden   abgeleitet,   mittels    deren   die   P„-|_i  bez.  i7„-,  j    aus   den  P, 
durch  gewisse  zu  erläuternde  Operationen  zu  konstruieren  sind. 


Ausser  dem  Tetraeder  giebt  es  kein  77  mit  nur 
di-eikantigen  Ecken.  Drei-,  vier-  und  fünfkarttige  Ecken 
kömien  nicht  gleichzeitig  fehlen.  Fehlen  die  drei-  und 
vierkantigen  Ecken,  so  hat  das  77  wenigstens  zwölf 
fünfkantige  Ecken.  Die  7T„  zerfallen  darnach  in 
chei   Klassen:    Erstens   die   Ili,,    die    auch   di-eikantige 


Ecken  haben;  zweitens  die  7J„",  unter  deren  Ecken 
sich  keine  dreikantigen,  wohl  aber  vierkantige  befinden, 
und  drittens  dis  77„ ",  die  weder  dreikantige  noch 
vierkantige  Ecken  besitzen. 

bez.  77» 


a)  Sind  alle  P„',  P„",  Pn"  bekamit,  so  findet  man 
aus  ihnen  die  Pn+i,  indem  man  irgend  eine,  etwa 
von  den  Flächen  L,  M,  N  (Fig.  59  a) 
gebildete  Ecke  durch  eine  Ebene,  d.  h. 
durch  ein  Dreieck  abschneidet.  Waren 
die  Flächen  L,  M,  N  bez.  A-,  ft-, 
»i-seitig,  so  werden  sie  in  Pn  +  i  bez. 
A  +  1-,  fi  +  1-,  V  -f-  1-seitig,  und  das 


Pn-\-i  ist  sicher  ein  P„ 


1) 


erhaltene 

denn   es  besitzt  mindestens  ein  Dreieck,  nämlich  das 

Schnittdreieck  0.^) 

b)   Für   die   Auffindung   der   P„'+i   gilt    folgendes. 

Sind  zunächst  K,  L,  31,  N  vier  Flächen  von  P„  in 
der  in  Fig.  60  a  gezeichneten  gegen- 
seitigen Lage,  so  schneide  man  P„  durch 
einen  vierseitigen  Schnitt  0,  so  dass 
die  gemeinsame  Kante  von  L  und  N 
wegfällt.  Waren  in  P„  die  Flächen  K, 
L,  M,  N  bez.  x-,  i-,  ft-,  v-seitig,  so 
sind  sie  in  P„^i  bez.  x  -\-  1-,  k-, 
fi  -\-  1-,  v-seitig.     Sind  also  L  und  N 

Dreiecke,  so  bleiben  sie  bei  dieser  Operation  als  solche 

erhalten.     An  Stelle  der  Dreiecke  K  und  M  dagegen 

treten  Vierecke.     Daraus  ersieht  man,  dass  die  P,','^  i 

aus  folgenden  P„  zu  konstruieren  sind: 


a)  Sind  alle  77„',  77^',  77„"'  bekannt,  so  findet  mau 
aus  ihnen  die  77^-|-i,  indem  man  auf  irgend  ein  Drei- 
eck, etwa  LMN,  des  77„  (Fig.  59b) 
ein  Tetraeder  aufsetzt,  so  dass  das 
entstehende  77,,  + j  die  Ecke  0  erhält. 
Waren  die  Ecken  L,  M,  N  bez.  A-, 
a-,  i'-kantig,  so  werden  sie  in  Iln  +  i 
bez.   A  +  1-,   ft  -f- 1-,   V  -)-l- kantig, 

und  das  erhaltene  77„_|.i  ist  sicher  ein  77„'  +  i,  denn  es 
besitzt  mindestens  eine  di'eikantige  Ecke,  nämlich  die 
Ecke  0. 

b)  Es  sind  nun  die  77„"+i  zu  finden.    Sind  K,  L,  N 
und  L,   M,   N  zwei    aneinander   grenzende  Dreiecke 

des  77„  (Fig.  60  b) ,  so  schalte  man 


Fig    59b 


sie   aus,    und    setze  auf  die  Kontur 


KLMN  die  vierseitige  Pyramide 
mit  der  Spitze  0.  Waren  in  77„  die 
Ecken  K,  L,  M,  N  bez.  x-,  A-,  ft-, 
v- kantig,  so  sind  sie  in  77„4.i  bez. 
X  -f-  1-,  A-,  [i  -f- 1-,  j/-kantig.  Waren 
also  L  und  N  dreikantig,  so  bleiben 
sie  es  auch  in  77„  +  i.  Da  nun  das 
77„"_(-i  keine  dreikantigen  Ecken  enthalten  darf,  so  er- 
giebt  sich,  dass  mittels  dieser  zweiten  Operation  die 
77„"4.i  aus  folgenden  77„  zu  konstruieren  sind: 


Fig   60b 


1)  Die  sieh  dual  entsprechenden  Betrachtungen  iür  die  allgemeinen  Vielflache  und  Trigonalpolyeder  werden  im 
folgenden  in  bekannter  Weise  nebeneinander  gestellt. 

2)  Dass  bei  dieser  Operation  kein  P^<i  ungefunden  bleiben  kann,  geht  daraus  hervor,  dass  man  umgekehrt  durch 
Verlängerung  der  Nachbarflächen  irgend  einer  dreieckigen  Grenzfläche  eines  jP„'  i  i  über  deren  Kanten  bis  zum  gegenseitigen 
Schnitte  ( —  imd  ein  Dreieck  muss  zu  dieser  Konstruktion  mindestens  vorhanden  sein,  da  man  sonst  kein  P„' i  j  hätte  — )  ein 
P^  irgend  einer  der  drei  Klassen  erhält,  die  sämtlich  als  bekannt  vorausgesetzt  waren.  Der  entspr.  Schluss  gilt  für  die 
Erzeugung  der  n\^  aus  den  77^. 
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Fig.  61a. 


Fig    Clb 


«)  aus  allen  P„"  und  Fä'  durch  Abschneiden  der 
Kanten;  ß)  aus  den  P„'  mit  einem  einzigen  Dreieck  K 
durch  Abschneiden  einer  von  dessen  Ecken  ausgehen- 
den Kante;  y)  aus  den  P,,'  mit  zwei  Dreiecken  in 
der  gegenseitigen  Lage  K  und  M  der  Fig.  60  a  durch 
Abschneiden  der  Kreuzungskante  L\N. 

c)  Es  sind  schliesslich  noch  die  P„"+i  zu  kon- 
struieren. Es  seien  J,  K,  L,  M,  N  fünf  Flächen  von 
P„  in  der  durch  Fig.  61a  gekenn- 
zeichneten Lage.  Man  schneide 
von  P„  durch  eine  Ebene  mittels 
eines  fünfseitigen  Schnittes  die 
drei  Ecken  (JKN),  (KNL)  und 
(LMN)  ab.  Waren  in  P„  die 
Flächen  J,  K,  L,  M,  N  bez.  t-, 

X-,  A-,  ft-,  v-seitig,  so   sind  sie  in   P„  +  i  bez.  t -|- 1-, 
X-,  X-,  ji  +  1-,  V  —  1-seitig.     Die  P„"+i   ergeben   sich 
also   «)    aus   allen   P„ "   durch   Abschneiden    von    drei 
auf  einander  folgenden  Ecken  (JKN),  (KNL),  (LMN) 
einer   Fläche   N,    wenn    diese    mindestens    sechsseitig 
ist.     ß)  Aus   gewissen  P„"   in   derselben  Weise,  wenn 
(mit  Rücksicht  auf  Fig.  61  a)  N  wenigstens  sechsseitig, 
J  und  M  vierseitig,  alle  andern  Flächen  von  P„  aber 
mindestens  fünfseitig  sind. 
Dieser  Fall  tritt  zum  ersten 
Male  bei   einem   Pü    auf. 
Sind  (Fig.  62)  die  Flächen 
J,  K,  L,  M,  N  vollständig 
gezeichnet,  so  ergiebt  sich 
sofort,  dass  die  Flächen  o: 
imd  ß  keine  Kante  gemein- 
sam   haben    können,    weil 
sonst  y  ein  Viereck  würde. 
Dasselbe  gilt  von  y  und  d, 

bez.  d  und  ß,  weil  sonst  «,  bez.  i  Vierecke  wären. 
Es  sind  also  «,  ß,  y,  d,  e  (mindestens)  Fünfecke,  und 
durch  ein  weiteres  Fünfeck  wird  das  Vielflach  ge- 
schlossen. Man  erhält  ein  PH  und  aus  diesem  durch 
den  schraffierten  Schnitt  das  einzige  Pi»',  das  PenUigon- 
dodekaeder. 

Aus  dem  Gesagten  folgt  nun:  Da  man  jedes  P„  +  i  bez.  77,,  + 1  durch  eine  der  drei  Operationen  aus 
mindestens  einem  der  P„  bez.  77„  erhalten  kann,  so  lassen  sich  Schritt  für  Schritt  durch  die  beschriebenen 
Fundanientalkonstruktionen  alle  P„  und  77„  aus  dem  Tetraeder  Pt  ^  11^  ableiten.-)     Es  hat   diese  Methode 


Fig.  63. 


a)  aus  allen  77„"  und  77,,'";  ß)  aus  den  77„  mit 
einer  einzigen  dreikantigen  Ecke  K;  y)  aus  den  77^ 
mit  zwei  dreikantigen  Ecken  in  der  gegenseitigen 
Lage  K  und  M  der  Fig.  60b,  denn  nach  dem  Ge- 
sagten verschwinden  in  den  Fällen  ß)  und  y)  diese 
dreikantigen  Ecken  und  das  entstehende  77„  +  i  ist  in 
der  That  ein  77,,"+ 1-') 

c)  Es  folgt  endlich  die  Konstruktion  der  IJn  +  i- 
Es  seien  JKN,  KNL,  LNM  drei  Dreiecke  eines  77, 
in  der  in  Fig.  61b  gezeichneten 
Lage.  Man  schalte  diese  drei 
Dreiecke  aus  dem  77„  aus  und 
setze  auf  die  Kontur  JKLMN 
eine  fünfseitige  Pyramide  mit 
der  Spitze  0.  Waren  in  77„  die 
Ecken  J,  K,  L,  M,  N  bez.  t-, 
3C-,  X-,  (t-,  v- kantig,  so  werden 
sie  in  77„  +  i  bez.  l  -\- 1-,  x-,  A-, 

H  -\-\-,  V  —  1-kantig,  d.  h.  die  Ecke  N  hat  in  77„-|-i 
eine  Kante  weniger  wie  in  77„.  Man  ersieht  dann 
leicht,  dass  für  die  Konstruktion  der  77,1  + 1  zwei  Mög- 
lichkeiten vorhanden  sind;  sie  ergeben  sich  nämlich: 
«)  aus  allen  77„"  durch  Ersetzung  von  drei  wie  in 
Fig.  61b  aneinander  stossenden  Dreiecken  durch  die 
betreffende  fünfseitige  Pyramide,  wenn  die  gemeinsame 
Ecke  N  der  drei  Dreiecke  mindestens  sechskantig  ist 
(fünf kantig  darf  N  nicht  sein,  weil  das  neu  ent- 
stehende Trigonalpolyeder  sonst  eine  vierkantige  Ecke 
enthielt,  d.  h.  ein  77„"+i  wäre);  ß)  aus  gewissen  P'^ 
durch  dieselbe  Operation,  wenn  N  wenigstens  sechs- 
kantig, J  und  M  zwei  vierkantige  Ecken,  alle  andern 
Ecken  von  77„'  aber  mindestens  fünfkantig  sind.  Auch 
ist  die  Operation  an  den  77„"  nur  für  diese  vierkantigen 
Ecken  durchzuführen,  nicht  anderswo,  da  gerade  die 
vierkantigen  Ecken  zum  Verschwinden  zu  bringen  sind, 
damit  ein  77„"+i  entstehe.  Schon  Cayley  bemerkte, 
dass  diese  dritte  Operation  zuerst  auf  77ii  anzuwenden 
ist,  für  die  Herstellung  der  77ii  aus  den  77io  aber  die 
beiden  ersten  Operatiunen  vollkommen  genügen. 


1)  Natürlich  ist  bei  diesen  /I^'  die  Operation  nur  an  den  dreikantigen  Ecken  auszuführen,  da  ja  die.se  verschwinden 
sollen,  bei   den  77J'  und  77^'"  aber  an  jedem  Dreieckspaare.     Das  Gleiche  gilt  für  die  entsprechende  Operation  an  den  /',,. 

2)  Möbius,  Werke,  Rd.  II,  S.  530,  und  Eberhard,  Morphologie,  S.  17. 
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den  Vorteil,  dass  nicht  leicht  ein  mögliches  Vielflach  übersehen  wird,  aber  den  Nachteil,  dass  zur  Auffindung 
der  Vielflache  der  Flächenzahl  n  die  Kenntnis  der  («  —  1) -flache  erforderlich  ist.  Zudem  gestattet  die 
Methode  nicht,  aus  der  Anzahl  der  P„  Schlüsse  auf  die  Anzahl  der  P„  +  i  zu  ziehen,  und  zwar  aus  dem 
Grunde,  weil  derselbe  Typus  der  P„  +  i  sich  mittels  Konstruktion  aus  verschiedenen  allomorphen  Typen  der 
P„  ergiebt.')  Z.  B.  wird  das  Neunflach  IX^^t,  Tafel  III  sowohl  aus  dem  Achtflach  VIII^^  als  auch  aus  dem 
Achtflach  VIII^  Tafel  U  mittels  der  daselbst  pmiktiert  gezeichneten  dreiseitigen  Schnitte  erhalten. 

Auf  den  Tafeln  II  bis  V  findet  man  sämtliche  Typen  der  allgemeinen  Sechs-  bis  Zehnflache  gezeichnet.-) 
Solche  Vielflache,  die  in  der  Anzahl  der  /',  übereinstimmen  und  sich  nur  durch  deren  Anordnung  unter- 
scheiden (aUomorphe  Typen),  sind  unter  derselben  Nummer  und  mit  fortlaufendem  Index  geführt.  Es  giebt 
darnach  2  Sechsflache,  5  Siebenflache,  14  Achtflache,  50  Neunflache  und  233  Zehnflache^)  mit  nur  drei- 
kantigen Ecken. 

73.  Die  Stamniflächen  eines  allg:emeineii  Vielflaches.  Andere  Konstruktion  der  allgemeinen  Vielflache. 

Ehe  wir  eine  historische  Zusammenstellung  der  übrigen  Methoden  geben,  die  ihren  Ausgang  von  den  funda- 
mentalen Gleichungen  zwischen  den  Begrenzungsstücken  nehmen,  um  die  Formen  der  allgemeinen  und  singu- 
lären  Eulerschen  Vielflache  (namentlich  solche  besonderen  Charakters)  zu  finden,  wollen  wir  in  den  beiden 
folgenden  Nummern*)  die  Zusammensetzung  eines  allgemeinen  Vielflachs  aus  seinen  Einzelflächen  etwas 
eingehender  studieren,  um  einerseits  eine  weitere  Konstruktion  der  allgemeinen  w- flache,  die  von  der  der 
(n  —  l)-fladie  unahhüngig  ist,  zu  begründen  und  um  andrerseits  eine  Klassifikation  der  allgemeinen  Vielflache, 
die  von  der  Art  des  Zusammenhangs  der  Einzelflächen  unter  einander  abhängig  ist,  zu  stände  zu  bringen. 
Die  im  folgenden  gewählten  Bezeichuungen  sind  diese:  Es  bedeute  («i),-  ein  «-eck,  dessen  Fläche  in 
der  Ebene  a^  liegt;  ein  in  (  )  gefügter  Buchstabe  ohne  Index,  z.  B.  (p),  gebe  zugleich  die  Benennung  und  die 
Kantenzahl  p  einer  Grenzfläche  des  Vielflachs  an.  Haben  zwei  Flächen  (p)  imd  ((/)  eine  Kante  gemein,  so 
sagt  man,  sie  seilen  sich,  und  schreibt  {p)  \  (q).  Eine  Schcitelkank  zweier  Flächen  ist  eine  solche,  welche 
zwei  von  deren  Ecken  verbindet,  ohne  Kante  einer  der  beiden  Flächen  zu  sein.  Haben  die  Flächen  (p) 
und  (g)  m  Scheitelkanten,  so  werde  dies  durch  {p)-^{q)  bezeichnet.  Seiten  sich  die  beiden  Flächen  ausserdem, 
so  sei  dies  symbolisch  durch  (j))  j— (7)  ausgeckückt.  ^)  Es  heisse  nun  ein  System  gestaltlich  unabhängiger 
Grenzflächen  eines  gegebenen  Vielflachs*)  ein  konsfitmcrendes  System  oder  ein  Stammsystem''),  wenn  durch 
die  Anzahl,  die  Form  und  den  gegenseitigen  Zusammenhang  seiner  Elemente  der  morphologische  Charakter 
des  Vielflaches  vollkommen  und  unzweideutig  bestimmt  ist.  Man  veranschauliche  sich  dies  so:  das  gegebene 
Vielflach  liege  fest  im  Räume;  entfernt  man  alle  die  Flächen  (Kanten  und  Eckend,  die  nicht  zu  dem  Stamm- 
system gehören,  so  muss  die  Wiedereinfügung  dieser  Elemente  eindeutig  möglich  sein.**)  Darnach  ist  ein 
Flächensystem  dann  und  nur  dann  ein  Stammsystem  eines  Vielflaches,  wenn  erstens  von  den  di-ei  Bestimmungs- 
flächen einer  Ecke  mindestens  eine  dem  Flächensystem  angehört,  und  wenn  zweitens  in  jeder  Fläche  des 
Systems   mindestens   eine  Ecke   liegt,   dmxh   die   keine  zweite  Systemfläche   geht.     Demi   wären  (^p),  {(j)\  (r) 


1)  „Die  Mehrdeutigkeit  in  der  Reduktion  eines  I'olyedera  auf  eine  Fundamentalkonstruktion  bildet  das  wesentlichste 
Hindernis  für  die  Ausführung  des  an  sich  naheliegenden  Gedankens,  von  den  Fiuidamentalkonstruktionen  aus  die  Systemati- 
siorung  der  verschiedenen  Polyedertypen  zu  versuchen."     Eberhard,  Morphologie,  S.  l'.t. 

2)  Eine  tabellarische  tJbersicht  findet  sich  in  des  Verf.  Programm:  Geschichtliche  Bemerkungen  zur  Auf/.iihlung  der 
Vielflache,  Zwickau  1897,  S.  10  ff.  Vergl.  die  Bemerkung  23)  daselbst.  Vergl.  ferner:  0.  Hermes,  Verzeichnis  der  einfachsten 
Vielflache,  Progi-.  d.  Kölln.  Gymn.,  Berlin  189G. 

S)  Die  Viel  flache  der  Tafeln  sind  nach  der  Methode  der  Fundamentalkonstruktionen  aus  einander  abgeleitet.  Vergl. 
die  folgenden  historischen  Bemerkungen.  Für  die  Zehnflachc  71a  —  71  f  (Tafel  V)  ist  /",  ^  1,  /],  =  4,  f^  =  2,  /"g  =  2,  f,  =  l. 
Ein  diesen  allomorphes  Zehnflach,  71g,  das  bei  der  ersten  Ableitung  der  Vielflache  vom  Verf.  übersehen  wurde 
(Herr  Prof.  Hermes  machte  darauf  aufmerksam),  findet  sich  in  Fig.  6  Tafel  H  gezeichnet. 

4)  Im  Anschluss  an  Eberhard,  Morphologie,  S.  29 — 46. 

5)  Die  symbolische  Bezeichnung  ist  hier  für  den  besonderen  Zweck  etwas  einfacher  als  in  Eberhards  Morphologie 
gewählt.     Der  Ausdruck  seilen,  den  wir  beibehalten,  wäre  vielleicht  passender  durch  kanten  zu  ersetzen. 

6)  Eg  sind  hier  immer  nur  allgemeine  verstanden.  7)  Eberhard,  Morphologie,  S.  29. 
8)  Man  beachte  hierzu  das  später  angeführte  Beispiel. 
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drei  eine  Ecke  bildende  Flächen,  von  denen  keine  dem  Stammsystem  angehöi-te,  so  könnte  man  diese  Ecke 
durch  einen  dreiseitigen  Schnitt  entfernen  und  die  Flächen  (p),  (q),  (/•)  also  verändern,  ohne  das  Stamm- 
system zu  verletzen;  dieses  bestimmte  aber  dann  das  Vielflach  nicht  eindeutig,  wäre  also  kein  Stammsystem. 
Hiermit  ist  die  erste  Behauptung  bewiesen.  Ginge  aber  zweitens  durch  jede  Ecke  der  Fläche  (p),  die 
dem  Stammsystem  augehört,  noch  eine  zweite  Fläche  des  Stammsystem  s,  so  könnte  man  (p)  aus  dem  System 
entfernen,  ohne  die  Eindeutigkeit  der  Bestimmung  des  Vielflaches  aufzuheben,  d.  h.  (p)  wäre  überflüssig. 
Damit  ist  der  zweite  Teil  des  Satzes  als  richtig  erkannt.  —  Dasselbe  Vielflach  kann  selbstverständlich  durch 
verschiedene  Stammsysteme  bestimmt  sein.  Z.  B.  besitzt  das  Siebenflach  VII^  (^ Tafel  II)  fünf  morphologisch 
verschiedene  Stammsysteme,  nämlich  die  drei  dreiflächigen  Systeme  «j,  u^,  a, ;  «i,  k.^,  «.j;  «,;  ^i}  ^'s  ^^^  ^^^ 
beiden  vierflächigen  Systeme  «3,  a^,  «r,,  «,  und  k.,,  «4,  «g,  «,. 

Es  ist  nicht  schwer,  auf  Grund  der  Definition  eine  allgemeine  Regel  zu  bilden,  nach  der  man 
sämtliche  Stanimsysteme  eines  gegebeneu  Vielflaches  ableitet.')  Wichtiger  ist  das  andere  Problem,  in 
allgemeiner  Form  alle  diejenigen  Flächensysteme  eines  w-flaches,  von  den  einfacheren  zu  den  komplizierteren 
Systemen  fortschreitend,  abzuleiten,  die  als  Stammsysteme  der  verschiedenen  Typen  des  w-flaches  auftreten 
können.  Hat  mau  nämlich  alle  möglichen  Stammsysteme  des  »-flachs  gefunden,  so  haben  sich  gleichzeitig 
dessen  sämtliche  Typen  ergeben;  allerdings  übertriö't  die  Zahl  der  hierzu  abgeleiteten  Stammsysteme  die 
Zahl  der  Typen  beträchtlich,  da  jedem  Typus,  wie  oben  erläutert,  mehrere  Stammsysteme  zugehören.  Dies 
ist  der  Nachteil  dieser  Methode  der  Ableitung  der  w-flache,  die  aber  insofern  von  Bedeutung  ist,  als  sie 
deren  Kenntnis  vermittelt,  ohne  die  Bekanntschaft  mit  den  Typen  der  (w  —  l)-flache  vorauszusetzen.  Die 
faktische  Ausführung  des  Gedankens  wird  freilich  an  der  Umständlichkeit  des  Verfahrens  scheitern,  das, 
um  seine  Durchführbarkeit  zu  zeigen,  von  Eberhard  a.  a.  0.°)  nur  zur  Bestimmung  der  Typen  der  Sieben- 
flache verwandt  wurde.  Man  findet  im  folgenden  die  allgemeine  Theorie  für  die  zwei-  und  dreiflächigen 
Stammsysteme  des  w-flaches  durchgeführt  und  an  Beispielen  erläutert.  Für  die  Bestimmung  der  mehrflächigen 
Stammsysteme  ist  das  allgemeine  Verfahren  angedeutet. 

Besteht  das  System  nur  aus  zwei  Flächen  {p)  und  (ry),  so  sind  zwei  Fälle  mögUch:  entweder  selten 
sich  (p)  und  (q),  oder  sie  thun  es  nicht.  Im  zweiten  Falle  ist  p-j-q,  d.  h.  die  Summe  der  Ecken  beider  Flächen 
identisch  mit  der  Zahl  aller  Ecken  des  w-flaches,  also  p  -\-  ij  =  2w  —  4,  oder  da  (p)  und  (q)  vertauschbar 
sind,  ;;  =  (/  =  «  — 2.  Im  ersten  Falle  (p)  \  (q)  ist  p  -\-  q  =  2v  —  2,  da  die  zwei  Flächen  zwei  Ecken 
gemeinsam  haben,  und  aus  demselben  Grunde  wie  vorher:  p  =  q  =  11.  —  1.  Beispiel:  Für  n  =  10  ergeben 
sich  die  beiden  Typen  X„  (Tafel  V)  und  A',,  (Tafel  IV). 

Soll  das  Stammsystem  des  «-flaches  aus  drei  Flächen  (p\  (q),  (r)  bestehen,  so  sind  für  deren  gegen- 
seitige Lage  bereits  fünf  Fälle  zu  unterscheiden:  a)  Die  drei  Flächen  liegen  isoliert,  d.  h.  selten  sich  nicht, 
b)  Zwei  Flächen  (p)  und  {q)  Seiten  sich;  die  dritte  (r)  liegt  isoliert,  c)  Eine  Fläche,  etwa  (;;),  seitet  sich 
mit  jeder  der  beiden  andern,  d)  Jede  der  drei  Flächen  seitet  sich  mit  jeder  der  beiden  andern.  0)  Die 
drei  Brächen  haben  eine  Ecke  gemein. 

a)  Der  Zusammenhang  der  drei  sich  nicht  seitenden  Flächen  sei  gegeben  durch  die  Symbole: 

ip)-{Q),  (.'l}j{r),  Cr)-(p), 
worin  die  Anzahlen  x,  y,  s  der  Scheitelkauten  zu  bestimmende  Unbekannte  sind.  Es  gilt  dann,  da  die 
drei  Flächen  keine  Ecke  gemein  haben,  die  Gleichung:  p  -\-  q  -\-  r  =  2n  —-  4.  Von  (i))  gehen  im  ganzen 
x-\-s  Kanten  aus,  nämlich  von  jeder  Ecke  eine,  also  ist  x-\-z=p.  Ebenso  findet  man  x-{-y  =  q,  y-\-z  =  r, 
und  aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  für  die  Unbekannten:  2a:=yj-|-(/  —  r,  2y  =  — i^  +  5  + '"> 
2z  =  p  —  q  +  r.  Beispiel:  Ist  w  =  10,  so  ist  p -f- (/ -f  ;■  =  lü.  Es  werde  noch,  da  die  cb-ei  Flächen 
gleichwertig  sind,  p> (j>^r  vorausgesetzt.  Es  sind  dann  für  7*,  q,  r  alle  zulässigen  Lösimgen  ihrer  Gleichung 
zu  nehmen,  derart,  dass  die  Summe  zweier  der  Grössen  immer  grösser  ist  als  die  dritte  allein,  damit  die 
Werte  für  x,  y,  z  grösser  als  Null  werden,  weil  doch  zwischen  den  drei  Flächen  sicher  Scheitelkanten 
existieren  müssen.     Als  mögliche  Lösungen  erscheinen  daim: 

1)  Eberhard,  Morphologie,  S.  32.  2)  Ebenda,  S.  35  ü'. 
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p  =  "i ,  q  =  Ö,  r  =  3,  und  damit  x  =  5,  y  =  1,  3  =  2, 

p=l,  q  =  b,  r  =  4,  „         „      x  ==  4,  y=l,  ^  ==  3, 

P  =  Q,  2  =  ö,  r  =  4,  „        „     x  =  4,  y  =  2,  z  =  2, 

p==6,  2  =  5,  »-  =  5,  „        „     x  =  3,  y  =  2,  z  =  3, 

b)  Hier  sei  (g')— (p),  (.q)f(r),  (g')-^(i'),  ('■)~(2')>  "^o  ^'l^o  die  y  Scheitelkanteu  von  (q)  und  (r)  die 
rTj  von  den  x^  Scheitelkanten  von  (p)  und  (q)  trennen.  (Vergl.  Fig.  7  Tafel  U.)  Es  ist  dann  p-\-q-^r^2n  —  2, 
p  =  2  4-  Ti  +  a-j  +  ^,  3  =  2  +  j^i  +  a;,  +  ?/,  r  =  y-\-2.  Daraus  folgt:  2(a-i  +  a;^)  =  ;;  +  g  —  r  —  4, 
2z  =  p  —  q  -\-  r,  2i/  =  —  p  -\-  q  -\-  r.  Beispiel:  Ist  w  =  8,  so  isi  p  -\-  q -\-  r  ^=^  14,  und  es  kann  p>q 
vorausgesetzt  werden.     Die  möglichen  Lösungen  sind  dann: 

p  ^  Q,  q^^b,  r  =  3,  und  damit  x^  =  1,  x.^  =  1,  y  ^  1,  z  =  2,  Vlllg 

j)  =  Cj,  q  =  4,  r  =  4,  „        „       .Tj  =  1,  x,^  =  0,  y  =  1,  z  =  3,  VIII^^ 

p  =  b,  q  =  b,  r  =  4,  „        „      Xy  =  \,  .-»2  =  0,  y  =  2,  z  =  2,  VIII^, 

p  =  Q,  q  =  5,  r  =  b,  „        „       Xi  =  (),  .r^  =  0,  y=l,  z  =  4,  VIII^^ 

p  =  b,  q  =  4,  r  =  b,  „        „       rci  =  0,  .r,  =0,  y  =  2,  z  =  'd,  VIII^^. 

c)  Der  Zusammenhang  der  drei  Flächen  sei  in  diesem  Falle  bestimmt  durch  (q) , — (p),  (q) — (/•), 
(?)^0),  (r)  l-(ij),  ir)^{p).  (Vergl.  Fig.  8  Tafel  IL)  Es  ist  p  +  q  +  >■  =  2n,  p  =  4  + x,  + x,+z/+z„ 
3  +  2  +  .i-i+.rj4-»/,  »-  =  2  +  ^1-1-^2  +  2/,  uJid  daraus  folgt:  2(xi-\- x^)=p  +  q  — r  —  4,  2«/  =  — p  +  g  +  r, 
2{Zi  -\-  ^2)  =  p  —  q  -\-  >'  —  4.  Beispiel:  Es  sollen  die  möglichen  Neunflache  abgeleitet  werden,  für  die 
2J  +  3  +  r  =  18  ist.  Hier  sind  aber  die  drei  Flächen  nicht  gleichwei-tig,  insofern  Q))  eine  Ausnahme- 
stellimg  einnimmt.  Dagegen  kann  mau  unbeschadet  der  Allgemeinheit  q  ^  r  setzen.  Es  ergeben  sich  dann 
folgende  Lösungen  (sämtliche  Neunflache  befinden  sich  auf  Tafel  lU): 

a)  ^  =  8,  S'  =  7,  >•  =  3,  Xj^  -\-  x^  =  4,  y  =  1 ,  z^  -\-  z^  =  0,  und  zwar:  .Tj  =  4,  ar,  =  0,  Fig.  13; 
x^  =  3,  x«  =  1,  Fig.  4";  X,  =  2,  :>:,  =  2,  Fig.  4^ 

/3)  ^j  =  8,  2  =  6)  r  =  4,  Xy  +  a:,  =  3,  ?/  =  1,  z^-\-  z^^^X  und  zwar:  x^  =  3,  a:o  =  0,  i-,  =  1, 
^,  =  0,  Fig.  14;  a;,  =  3,  a;,  =  0,  .^^  =  Ö,  .^,  =  1,  Fig.  15";  r,  =  2,  a-.,  =  1,  „-,  =  1,  ^;=0,  Fig.  5"; 
x^  =  2,  a-'j  =  1,  2^  =  0,  .STj  =  1,  Fig.  5^ 

y)  ^)  =  8,  2  =  5,  >•  =  5,  .rj  +  a:^  =  2,  ?/ =  1,  21+^3  =  2.  Man  erhält  die  fünf  Lösungen: 
ajj  =  2,  ajj  =  0,  ^1  =  2,  z^^  0,  Fig.  15*;  a;i  =  2,  x^^=^,  z^^  \,  z.^  =  \,  spiegelbildlich  isomorph  mit 
Fig.  6;  x^  =  2,  a;,  =  0,  z^  =  0,  ^^  =  2,  Fig.  16;  a-j  =  1,  a;.  =  1,  z^  =  2,  z,  =  0,  Fig.  6;  a:,  =  1,  a-.  =  1, 
^1  =  1,  ^0  =  1,  Fig.  1. 

ö)  p  =~i,  2^7,  »-  =  4,  a\  +  X.2  =  3,  »y  =  2,  ^^^  +  %  =  0.  Es  ergeben  sich  nur  die  beiden 
Lösungen:  x^  =  3,  a^j  ^  0,  Fig.  24  und  x^  =  2,  x^  =  1,  Fig.  17''. 

e)  p  =  1,  2^6,  r  =  5,  a;i  +  a^ä  =  2,  y  ^  2,  z^  -\-  z^  =  \.  Es  sind  drei  Lösungen  möglich: 
Xi  =  2,  a;,  =  0,  z,^=l,  z.  =  0,  Fig.  18'';  x^  =  2,  x.  =  0,  Zi  =0,  2.  =  1,  Fig.  19'=  und  x^  =  1,  a-o=  1, 
^1  =  1,  ^;=0,  Fig.lO^    " 

g)  2;  =  6,  2=7,  r  =  5,  a;,  +  ar^  =  2,  ?/  =  3,  ^1  +  ^j  =  0.  Man  findet  zwei  Lösungen:  a',  ^  2, 
ajj  =  0,  Fig.  25''  und  a:i  =  a;2  =  1 ,  Fig.  19». 

ij)  |)  =  6,  2  =  6,  r  =  6,  Xi  +  a:^  =  1,  y  =  3,  z^-\-  z^^  \,  und  zwar:  Xj  =:  1,  a;»  =  0,  «r^  =  1, 
z^  =  0,  Fig.  21  und  Xi  =  \,  x.^  =  0,  z^^O,  z^=  \,  Fig.  22*".  Als  letzte  zulässige  Lösimg  der  Grund- 
gleichung findet  man  schliesslich: 

^)  p  =  h,  q  =  l^  r  ^  6,  r,  +  ar^  =  1,  y  =  4,  ^j  +  ^j  =  0,  woraus  sich  für  a:i  =  1,  a^j  =  0  das 
einzige  Neunflach  Fig.  25*  ergiebt.  Durch  die  so  bestimmten  22  dreiflächigen  Stammsysteme  haben  sich 
also  21  allomorphe  Typen  der  Neunflache  von  dem  vorausgesetzten  Zusammenhange  der  drei  Stammflächen 
ergeben.  In  den  Fällen,  wo  2)  <  g  ist,  hat  man  das  erhaltene  Vielflach  auf  die  Fläche  (2)  zu  projizieren, 
um  die  auf  der  Tafel  gezeichnete  Ansicht  zu  erhalten. 
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(1)  Es  werde  ferner  zwischen  den  drei  Flächen  des  Stammsystems  der  Zusammenhang  durch  die 
Symbole  festgesetzt:  (q)\-ip),  (<?)  |-(r),  iq)^(r),  ((?)~b),  (r)\-{p),  ir)-(p).  (Vergl.  Fig.  9  Tafel  U.) 
Es  gilt  dann  die  Gleichung:  p-\-q-\-r^2n-\-2,  denn  die  Eckensumme  i'  +  </  +  >'  enthält  von  den 
2w  —  4  Ecken  des  Vielflaches  die  sechs  gemeinsamen  Ecken  der  drei  Flächen  doppelt  gezälilt.  Weiter  ist: 
p  =  4  +  Xi  +  a;^  +  ^1  +  ^2 ,  ff  =  4  +  .Ti  +  .Tj  +  y^  +  y,,  r  =  4 -\- y^ -j- y^ -{-  z^ -{-  z.,  und  daraus  ergeben 
sich  die  Werte:  2(Xi  -\-  x,^)  =  p  -\-  q  —  r  —  4,  2(«/i  +  y,,)  ==  — p  +  g  +  r  —  4,  2{Zi-\- z^)  =p  — q-\-r —  4. 
Bcif^piel:  Es  sei  w  =  8,  also  j) -j- q -^  r  ^  IS.  Man  kann  voraussetzen,  dass  p^q>r  sei  und  r  >  5, 
weil  für  r^4  die  Fläche  (r)  alle  Ecken  mit  [j')  ^^^  (s)  gemein  hätte,  also  in  dem  System  der  Stamm- 
flächen überflüssig  wäre.  Als  Lösimgen  ergeben  sich  dann:  «)  p  =  7,  ^  =  6,  r  =  5;  sowohl  Xj  =  2, 
X.,  =  2/j  =  ?/2  =  0,  ^1  =  1,  ^2  =  0  als  auch  .Ti  =  1,  x„  =  1 ,  y^  =  y.^  =  0,  ^i  =  1,  z^  =  0  ergiebt  das 
Achtflach  VIIL^.  ß)  p  =  q  =  r  =  6.  Man  erhält  für  x^  =  «/j  =  ^^  =  1 ,  x^^ y«  =s^  =  0  das  Achtflach  VIII^ • 
für  .Xj  ^y„  =  z^=\,  ajg  =  2/i  =  Äi  =  0,  ebenso  wie  für  x^  ^  y.^  =  z^^^  l,  x»  =  «/i  ^  ^2  =  ^  das  Acht- 
flach F7/4 

e)  Haben  schliesslich  {p),  (q)  und  (r)  eine  Ecke  gemein,  so  möge  der  Zusammenhang  der  drei 
Flächen  mit  dem  im  vorigen  Falle  übereinstimmen  (vergl.  Fig.  10  Tafel  II),  nur  ist  jetzt  Xc,=y^  =  z« 
identisch  Nvill,  und  die  Gleichungen  selbst  werden  andere,  weil  die  allen  di-ei  Flächen  gemeinsame  Ecke 
dreifach,  die  drei  andern  Ecken  der  gemeinsamen  Kanten  aber  wieder  nur  doppelt  gezählt  sind,  d.  h.  es  ist 
hier:p+fff  —  2) -\- {r  —  3)  =  2w  —  4  oder  p-|-5-|-r^2w  +  l.  Dazu  kommen  die  Gleichungen  ^  =  3 -)-a;-4-^;, 
q^^  -\-  X  -\-  y,  r  =  ?>  A;-  y  -\-  z.,  die  durch  Auflösung  2x  =  p  -\-  q  —  r  —  3,  2y  =  —  i'  +  ?  +  »'  —  3, 
2z  ^  p  —  q-\-  r  —  3  ergeben.  Beispiel:  Ist  w  =  9,  also  j>  -j-  {/  +  ''  =  19,  so  ergeben  sich,  da  man  wegen 
der  Gleichwertigkeit  der  drei  Flächen  p^q^r  voraussetzen  kann,  die  folgenden  vier  Stammsysteme  der 
angemerkten  vier  Neimflache  (Tafel  III):  ;J  =  8,  q^l,  r  =  4,  .f  =  4,  y  =  0,  z  =  l,  Fig.  13;  p^S,  q  =  6, 
r  =  b,  x  =  3,  y  =  0,  z  =  2,  Fig.  15^;  p  =  7,  5  =  7,  r  =  5,  x  =  ^,  y=l,  z=l,  Fig.  7'';  p  =  7,  7  =  6, 
r  =  ß^  x  =  2,  y^l,  z  =  2,  Fig.  9'\ 

Hiermit  sind  die  dreiflächigen  Stammsysteme  des  n-flaches  erledigt  und  es  ist  zu  den  vier-  und 
mehrflächigen  Systemen  fortzuschreiten.  Zu  deren  Bestimmung  ist  der  folgende  Weg  einzuschlagen,  der  in 
grösster  Allgemeinheit  kurz  angedeutet  sei.  Sind  (p),  (q),  (r),  (s), ...  die  Stammflächen,  unter  denen  A  sich 
seitende  Flächenpaare  vorkommen,  d.  h.  existieren  auf  dem  w-flach  A  Kanten,  in  denen  sich  Stammflächen 
Seiten,  und  ist  /i  die  Anzahl  der  Ecken,  in  denen  drei  Stammflächen  zusammentrefl'en,  so  ist  die  Beziehung 
zwischen  den  Grössen  p,  q,  r,  s,  .  .  .  gegeben  in  p  -\-  q  -\-  r  -{-  s  -\-  ■  ■  ■  ^^  2ti  —  4  -|-  2A  —  jt.  Es  sind 
dann  ferner,  wie  bisher,  alle  möglichen  Zusammenhangsweisen  der  Stammflächen  der  Reihe  nach  festzusetzen, 
die  Werte  p,  q,  r,  s,  .  .  .  durch  die  Zahlen  der  Scheitelkanten  auszudi-ücken  und  aus  den  betr.  Gleichungen 
alsdann  die  zulässigen  Werte  für  die  Anzahl  der  Scheitelkanten  zu  berechnen.  Diese  Werte  in  Verbindun«» 
mit  der  oben  hingeschriebenen  Gleichung  ergeben  die  möglichen  w-flache  durch  ihre  Stammsysteme.*) 

74.  Die  Scheitolflüohensysteine  eines  allf:;em('iiien  Vielflaches.  Einteilung:;  der  Vielflache  in  drei 
Klassen.  Einen  weiteren  Einblick  in  die  gestaltlicliu  Hcschallenheit  der  allgemeinen  Vielflache  erhält  man 
durch  die  folgenden  Betrachtungen,  die  in  entferntem  Zusammenhange  mit  denen  der  vorigen  Nimimer  stehen. 

Konstruiert  man  zu  einer  Fläche  «j  eines  Vielflaches  sämtliche  Scheitelflächen,  zu  jeder  derselben 
wieder  sämtliche  Scheitelflächen  u.  s.  w.,  so  nennt  man  das  schliesslich  erhaltene  System  von  Flächen  ein 
Sciwiklßücitcnsystem  des  VieLflaches.  Sind  «j  und  «^  zwei  Flächen  eines  Vielflaches,  die  eine  Kante  gemein 
haben,  so  sind  sämtliche  an  a^  gi-enzende  Flächen  Scheitelflächen  von  «j,  wenn  Ko  von  titigerade)-  Kantenzahl 
(unpaar)  ist.  Denn  geht  man  von  a^  aus  zur  Bestimmung  seiner  Schoitelflächeu  in  bestimmtem  Sinne  um 
«2  herum,  so  ergiebt  sich  zunächst  die  2'°,  4'°,  G"'  ...  an  a^  grenzende  Fläche  luid  schliesslich  als  letzte 
Fläche  die,  welche  mit  «j  imd  «o  eine  Ecke  bildet;  von  hier  aus  weitergehend  ergiebt  sich  die  1'°,  3'°,  5"... 
Fläche,   bis  man  wieder   nach  «j,   als  mittelbarer  Scheitelfläche  zu  sich  selbst,  zurückkehrt.     Ist  dagegen  u^ 

1)  Weitere  Bemerkungen  über  den  Wert  der  Methode  der  Stammflächen  zur  Auffindung  der  «-flache  vergl.  in  dem 
zitierten  Progr.  d.  Verf.  S.  15. 

Brückner,  Violecko  und  Violflacho.  12 


90  D-   Theorie  der  Eulerschen  Vielüache. 

von  gerader  Kautenzahl  {^paar),  so  sind  die  an  «g  gi-enzendeu  Flächen  nur  uhu-echselnd  Scheitelflächeu  von  «j, 
weil  dieses  schon  nach  einmaligem  Umlauf  um  a»  Scheitelliäche  zu  sich  selbst  wird.  Diese  Bemerkungen 
dienen  zum  Beweise  des  Satzes:  Konstruiert  man  zu  einer  Fläche  «^  alle  Sc! leitel flächen  (unmittelhare  und 
niiUelharc),  so  ist  unter  diesen  mindestens  auch  eine  der  drei  Flächen  a),,Uf,,Uy  einer  heliehigen  Ecl;e  E.  Man 
bestimme  auf  dem  Vielflach  zwischen  u^  und  einer  der  ckei  die  Ecke  E  bildenden  Flächen,  z.  B.  «;.,  eine 
Reihe  Flächen  a.-,,  ao,,u^.  .  .,  von  denen  jede  folgende  mit  der  vorhergehenden  eine  Kante  gemein  hat.  Eine 
der  Flächen,  welche  die  Kante  «^  |  «s+i  in  ihren  Endpunkten  begrenzen,  heisse  ß,,.  Es  ist  mm  mindestens 
eine  der  Flächen  cu  und  ß.^  mittelbare  Scheitelfläche  von  u^.  Ebenso  ist  aber  wenigstens  eine  der  Flächen  a^ 
und  /Sg  Scheitelfläche  zu  ß^.  Es  ist  also  sicher  eine  der  di-ei  Flächen  «3,  ß^,  a^,  die  eine  Ecke  bilden, 
mittelbare  Scheitelfläche  von  a^.  Indem  man  diese  Schluss weise  fortsetzt,  gelangt  man  schliesslich  zu  den 
drei  Flächen  «;.,  «^,  u,.,  welche  die  Ecke  E  bilden,  von  denen  somit  wenigstens  eine  auch  Scheitelfläche 
von  ßj  ist. 

Liegen  an  einer  Ecke  eines  Vielflaches  zwei  Flächen,  die  zu  verschiedenen  Scheitelflächensystemen 
gehören,  so  gilt  dies  für  jede  Ecke  des  Vielflaches.  Denn  die  Flächen  a^  imd  u^,  einer  Ecke,  welche  ver- 
schiedenen Systemen  angehören,  können  nicht  dieselbe  Fläche  ux  einer  andern  Ecke  zur  Scheitelfläche  haben, 
weil  sonst  durch  «;.  auch  «^  Scheitelfläche  zu  a.,  würde;  d.  h.  zu  «^  gehört  an  jener  Ecke  eine  andre 
Fläche  als  Scheitelfläche.  Hieraus  folgt:  Gehören  an  einer  beliebigen  Ecke  die  di-ei  Flächen  zu  1,  2  oder 
3  Scheitelflächensystemen,  so  geht  durch  jede  Ecke  des  Vielflaches  je  eine  Fläche  der  drei  Systeme.  Dass 
es  Vielflache  mit  1,  2  oder  3  Systemen  giebt,  lehren  das  Vierflach  (hier  gehören  alle  Flächen  zu  einem 
System),  das  Fünfflach  (zwei  Systeme)  und  der  Würfel  (di-ei  Systeme).  Man  teilt  demgemäss  die  Vielflache 
in  drei  Klassen:  Die  «-flache  A^  mit  einem  Scheitelflächeusystem  J^j,  die  «-flache  An  mit  zwei  Scheitel- 
flächensystemen 2^1,  Zo  und  die  »-flache  A^  mit  cb-ei  Scheitelflächensystemen  Z^,  Z.,,  Z.^.  Zunächst  sind 
nun  die  folgenden  Sätze  zu  beweisen.  Hat  ein  Vielflach  ein  Scheitelflächensystem  Z^^,  das  nicht  sämtlicJte 
Flächen  des  Vielflaches  in  sich  fasst,  sondern  an  jeder  Ecke  eine,  so  sind  die  ausserhalb  desselben  beflndlichen 
Flächen  alle  von  gerader  Kantensahl  Es  sei  a,  eine  der  nicht  zu  Z^  gehörenden  Flächen  und  E  eine  ihrer 
Ecken.  In  E  liegt  sicher  eine  Fläche  des  Systems  Z^,  etwa  «*.  Wäre  aber  «,-  von  ungerader  Kanten- 
zahl, so  würde  jede  Grenzfläche  von  a,  nach  früherem  Scheitelfläche  von  «*  sein,  d.  h.  in  £  lägen  zwei 
Flächen  des  Systems  Z^,  was  gegen  die  Voraussetzimg  ist. 

Enthalt  das  System  Z^^  eine  Fläche  «„,  von  ungerader  Kantenzahl,  so  bilden  sämtliche  übrigen  Flächen 
gerader  Kantenzahl  nur  ein  ztveites  System  Z^.  Deim  sämtliche  Grenzflächen  von  «,„  sind  Scheitelflächen  von 
einander,  d.  h.  je  zwei  Flächen  derselben  Ecke  gehören  zu  demselben  System,  eben  zu  Z^. 

Enthält  Z^  nur  Flächen  gerader  Kanteuzahl,  so  bilden  die  übrigen  Flächen  gerader  Kantenzahl  zwei 
Systeme  Z^  uml  Zy  Zum  Beweise  schneide  man  aus  dem  VieLflache  alle  zu  Z^  gehörenden  m  Flächen  aus; 
dann  entsteht  eine  mehrfach  zusammenhängende,  /»-fach  berandete  Fläche  aus  Vielecken  gerader  Kantenzahl, 
die  ausser  Randecken  keine  Ecken  mehr  enthält.  Bezeichnet  man  irgend  ein  Vieleck  der  Fläche  mit  a, 
alle  Nachbarvielecke  mit  b,  die  Nachbarvielecke  von  h  wieder  mit  a  und  so  fort,  so  werden  je  zwei  Vielecke 
a  und  b  durch  eine  Kante  von  Rand  zu  Rand  getrennt.  AUe  Flächen  a  bilden  ein  Scheitelflächensystem  Z^, 
die  Flächen  b  ein  System  2:3,  denn  keine  Fläche  b  kann  Scheitelfläche  einer  Fläche  a  sein,  weil  jedes  a  nur 
wieder  a  zu  Scheitelflächen  hat,  da  die  m  Ränder,  die  durch  Ausschneiden  der  Zy  angehörenden  Flächen 
entstanden  sind,  nach  Voraussetzung  nur  von  gerader  Kantenzahl  sind. 

Enthält  das  System  Z^  irgend  zwei  sich  seitende  Flächen  ungerader  Kantenzahl,  so  gehören  sämtliche 
Flächen  des  Vielflaches  zu  diesem  cineti  System  Z^.  Denn  sind  u^  und  «^  zwei  sich  seitende  Flächen  ungerader 
Kantenzahl,  so  ist  jede  an  a^  grenzende  Fläche  Scheitelfläche  von  «j,  auch  «j  selbst,  imd  da  dieses  unpaar 
ist,  so  ist  wieder  «,  mittelbare  Scheitelfläche  zu  «j,  d.  h.  alle  drei  Flächen  im  Endpunkte  der  Kante  «i  |  «o 
sind  Scheitelflächen  von  «j.     Dies  gilt  aber  dann  für  jede  Ecke,  womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt  nun:  Hat  ein  Vielflach  A„  zwei  sich  seitende  Flächen  ungerader 
Kantenzahl,  so  ist  es  ein  An\  hat  es  nur  Flächen  gerader  Kantenzahl,  so  ist  es  ein  J.,?;  hat  es  Flächen 
ungerader  Kantenzahl,    die  sich  nicht  selten,  so  ist  es  ein  A^  —  und    zwar    gehören    die    impaaren    Flächen 
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sämtlich  (nebst  anderen  paaren  Flächen)  zu  dem  einen  System  Z'^,  während  die  übrigen  paaren  Flächen  ein 
System  2Jg  bilden  —  oder  aber,  es  ist  ein  Ä,}.  Die  Bedingung  nämlich,  dass  ein  A^  seitende  Flächen  un- 
gerader Kantenzahl  besitzt,  ist  nur  hinreichend,  nicht  notwendig,  denn  es  existieren  auch  Vielflache  Ä^,  d.  h. 
mit  nur  einem  System  2J^,  ohne  seitende  Flächen  ungerader  Kantenzahl,  wenn  z.  B.  die  Dreiecke  /Sj  und  ß^ 
gegen  die  Vielecke  «j,  Oj,  «3  von  gerader  Kantenzahl  die  durch  Fig.  63  angezeigte  Lage 
haben.  Dann  gehören  die  drei  Flächen  a^,  a.^,  ßi  der  Ecke  E  zu  demselben  System  I^^; 
denn  es  sind  Scheitelflächen  zu  einander:  ß^  —  «3  —  cc,  —  u^.  Solche  Vielflache  sind 
z.  B.  die  Zehnflaehe  Fig.  18^  und  18''  Tafel  III. 

Es  kann  gezeigt  werden,  dass  die  Vielflache  einer  Klasse  durch  gewisse  Funda- 
mentalkonstruktionen aus  denen  einer  anderen  Klasse  erzeugt  werden  können'),  und 
andrerseits  giebt  es  Operationen,  welche  die  Klasse  invariant  lassen.  Es  sind  die  foloren- 
den.  Schneidet  man  mittels  der  Ebene  a„+i  die  Ecke  a„  «<.,  ai  eines  An  ab,  darauf  von 
dem  erhaltenen  A„^i  mittels  des  Dreiecks  «„4.2  die  Ecke  a,-,  «;,  «„4.1  und  schliesslich 
von  dem  nun  erhaltenen  A„+2  mittels  des  Vierecks  «„-(-3  die  Kante  a,  [  a„+i,  so  ist  das 
erkaltene  A„+3  von  derselben  Klasse  wie  A-n-  Sind  ferner  a,-,  a^,  a,  wieder  drei  Flächen  einer  Ecke  eines  A„, 
und  schneidet  man  mittels  des  Vierecks  «„+1  die  Kaute  Ut  \  u/,  ab,  von  dem  erhaltenen  A„+i  mittels  des 
Vierecks  «„+3  die  Kante  cci  \  «„+1,  so  ist  das  erhaltene  ^„_|_2  von  derselben  Klasse  wie  A„.^)  Nun  giebt  es 
für  n  =  8  und  n  =  9  Vertreter  aller  (kei  Klassen;  es  folgt  also  aus  dem  eben  Gesagten,  dass  für  «  >  8 
stets  Vertreter  aller  drei  Klassen  existieren.  Es  ist  VIII^^  ein  A^^;  VIII^  und  VIII^^  sind  Ag-;  alle  übrigen 
Achtflache  sind  A/.  Von  den  Neimflachen  (Tafel  III)  ist  ein  A,^  nur  Fig.  30;  ^9°:  Fig.  5»,  12,  14,  21,  26, 
29,  31;  alle  übrigen  sind  A,j^.  Es  gehören  sonach  die  allomorphen  Typen  5"  und  ö*"  zu  verschiedenen  Klassen. 
Ferner'  sind  (Tafel  lU)  A^l:  Fig.  77,  81;  A^^:  Fig.  5»),  12,  48'--,  51,  52«,  60,  64,  66,  70,  74,  79,  82;  ^1,^ 
sämtliche  übrigen  Zehnflache.  —  Man  ersieht  übrigens  noch  leicht  die  Richtigkeit  des  Satzes:  Die  drei 
Systeme  U^,  £.2,  2^g  eines  A„^  sind  zugleich  Stammsysteme  des  Vielflachs;  das  System  Z!^  eines  A,i-,  welches 
die  unpaaren  Flächen  enthält,  ist  ein  Stammsystem.  Hiermit  sind  die  Betrachtungen  dieser  Nummer  in  Ver- 
bindung mit  denen  der  vorigen  gebracht. 

75.  Die  autopolaren  Vielflache.  Die  Betrachtungen  in  den  letzten  beiden  Nummern  haben  schon  den 
Rahmen  dessen  überschi-itten,  was  ursprünglich  kurz  als  die  ältere  Polyedertheorie  bezeichnet  wurde,  die 
ihren  Ausgang  mehr  oder  weniger  offenkundig  von  dem  Eul  er  sehen  Satze  nahm.  Um  aber  den  Zusammen- 
hang der  späteren  Entwickelungen  nicht  unterbrechen  zu  müssen,  wiirden  die  verschiedenen  Metlioden  zur 
Auffindung  der  allgemeinen  w-flache  nach  einander  behandelt,  woran  sich  die  Einteilung  der  »/-flache  nach 
den  Scheitelflächensystemeu  ungezwungen  fügen  Hess.  Im  folgenden  wollen  wir  uns  mit  einer  besonders 
interessanten  Klasse  der  singulären  Vielflache,  nämlich  mit  der  der  autopolaren,  beschäftigen.  (Vergl.  Nr.  65 
und  67.) 

Ist  die  Kante  MiL^  gemeinsame  Kante  der  beiden  Flächen  «/,  und  y,  eines  autopolaren  Vielflaches 
(wobei  der  Index  stets  die  Anzahl  der  Kanten  der  betr.  Ecke  bez.  Fläche  angeben  soll),  so  besitzt  dieses 
Vielflach  auch  eine  Kante  zwischen  den  Ecken  A^  und  Ci,  die  den  beiden  Flächen  ji,  und  yt*  gemeinsam 
ist.  Zwei  solche  Kanten  mögen  polare  Kanten  des  Vielflaches  heissen.  Dieses  besitzt  deren  n  —  1  Paare, 
da  die  Gesamtzahl  der  Kanten  2n  —  2  ist,  wenn  die  Anzahl  der  Grenzflächen  n  beträgt.  Die  Flächen,  die 
sich  in  einer  gegebenen  Kante  Seiten,  sind  den  Ecken  polar  zugeordnet,  welche  die  Endpunkte  der  zu  jener 
polaren  Kante  bilden.  Nun  ist  ein  Typus  der  autopolaren  Vielflache  jeder  Fiächenzahl  n  von  vornherein  be- 
kannt, nämlich  die  Pyramide  ^„''  auf  («  —  l)-kantiger  Basis*);  es  handelt  sich  also  darum,  die  übrigen  auto- 
polaren M-flache  abzuleiten.  Dies  geschieht,  ähnlich  wie  bei  den  allgemeinen  Vielflachen,  durch  Einführung 
einer  odi  i-  liier  mehrerer  neuer  Flächen,  wobei  nur  zu   beachten  ist,  dass  ein   aus  einem  ^„  erzeugtes  ^„4.1 


1)  Eberhard,  Morphologie.  S.  42 — 45.  2)  Die  Beweise  vergl.  ebenda,  S.  45. 

3)  Wo  keine  Indices  stehen,  gehören  sämtliche  allomorphe  Typen  zu  derselben  Klasse. 

4)  Ein  autopolares  «-flach  werde  mit  !)Jn  bezeichnet. 
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nicht  nur  eine  Fläche,  sondern  auch  eine  Ecke  mehr  besitzt.  Ferner  ist  zn  berücksichtigen,  dass  (abweichend 
von  den  Fundamentalkonstniktionen  bei  den  allgemeinen  Yielflachen)  die  neue  Fläche  durch  Schnitte  ein- 
geführt werden  kann,  die  durch  Ecken  des  bereits  vorhandenen  Vielflaches  gehen,  da  die  Kantenzahl  in 
einer  Ecke  grösser  als  drei  sein  darf.  Es  soll  diese  Neueinführung  einer  Fläche  in  das  «-flach  daher  hier 
so  aufgefasst  werden,  als  ob  <?ine  bereits  vorhandene  Fläche  längs  einer  einzufühi-enden  Kante  gel;nicld  würde. 
Diese  Konstruktion  ist  auf  dreierlei  Weise  möglich,  und  diese  drei  Fälle  sind  zunächst  zu  erläutern. 

Erstens.    Es  sei  s  ^  ÄBCDS  eine  Fläche  des  ^„  und  E^  aßyde  die  ihr  polar  zugeordnete  Ecke.') 

Man  knicke  £  (Fig.  64)  längs  einer  Kante,  welche  zwei  Ecken  dieser 
Fläche,  etwa  B  und  S,  verbindet.  Dadurch  entstehen  aus  der  Fläche 
Sx  zwei  Flächen  e'/  und  ej.-,  wobei  x  -\-  x"  ^  x  -\-  2  ist.  Aus  den 
Ecken  Br  und  S^  werden  die  Ecken  Br+i  und  Su  +  i-  Soll  nun  das 
neue  Vielflaeh  wieder  autopolar  sein,  so  muss  auch  die  Ecke  E^, 
welche  der  Fläche  e,.  polar  ist,  durch  zwei  neue  Ecken  E,c  und  E^- 
ersetzt  werden,  die  durch  eine  Kante  ebenso  getrennt  sind,  wie  die 
Flächen  «]<•  xind  c^'-,  wobei  diese  Kante  die  Flächen  ß,.  und  e^  su 
[V  -\-  1)-  bez.  (ft  -j-  l)-ecken  macht.  Ein  durch  diese  erste  Konstruktion 
aus  einem  ^„  erhaltenes  autopolares  {n -\-  l)-flach  werde  durch  'i)3„Vi 
bezeichnet.  Es  leuchtet  ein,  dass  die  zur  Konstruktion  verwandte 
Fläche  £  mindestens  vierkantig  sein  muss,  um  sie  längs  einer  Diagonale 
knicken  zu  können.-)  Die  Kanten  BS  und  ße  sind  die  beiden 
neuen  polaren  Kanten  des  'i}?„Vi- 

Ziceitens.    Es    sei   a^ABCD  eine  Fläche   und  E^  aßyS 

die  ihr  polare  Ecke  eines  autopolaren  «-flaches.     Man  knicke  e  längs 

einer  Kante,  die  von  einer  Ecke,  etwa  B,  der  Fläche   ausgehend  in  einem  Punkte    einer   Kante,    hier  F  in 

CD,  endet  (Fig.  65).    Dadurch  entstehen  aus  der  Fläche  s,.  die  beiden  Flächen  f^'  uiid  fi'-,  wobei  x  -f-  x"  = 

X  -j-  3  ist.     Dabei    wird    die    Ecke  jB,.  zu    einer   Ecke  B,.j^i,   imd    die  an  e  längs  CD  grenzende  Fläche  Tu 

(d.  h.  die  Fläche,  der  ebenso  wie  s  die  Ecken  C  und  D  angehören) 
wird  zu  einer  Fläche  r„  +  i;  die  neue  Ecke  F  ist  dreikantig.     SoU  nun 


Fig.  64. 


das  neu  entstehende  Vielflach  wieder  autopolar  sein,  so  muss  auch  die 
der  Fläche  £  entsprechende  Ecke  E,,  in  zwei  Ecken  E^  und  E^-  zer- 
legt werden,  die  durch  eine  Kante  E  E'  verbimden  sind.  Dabei 
wird  die  Fläche  ßv  zu  einer  Fläche  /3,a.i.  Wie  an  Stelle  der  Kante 
CD  die  beiden  Kanten  CF  von  e"  und  DF  von  s  treten,  welche  der 
dreikantigen  Ecke  F  angehören,  so  ergeben  sich  die  neuen  Kanten 
y  I  9»  von  E"  imd  d  '  tp  von  E',  welche  der  ckeikantigen  Fläche  cp 
angehören,  die  der  Ecke  F  polar  zugeordnet  ist.  Das  neue  autopolare 
Vielflach  hat  zwei  Flächen  und  zwei  Ecken  mehr  als  das  ursprüng- 
liche. Ein  solches  durch  die  zweite  Konstruktion  aus  einem  'iß„  er- 
haltenes Vielflach  werde  mit  ^^,r+2  bezeichnet. 

Drittens,  e^^  ABCD  und  Ey  z^  ußyd  seien  dieselben  zu- 
geordneten Elemente  wie  vorher.  Man  knicke  £  längs  einer  Kante  LF 
66,  s.  Seite  93),  welche  zwei  Punkte  L  und  F  zweier  Kanten,  etwa  auf  BC  und  CD  verbindet,  wo- 
durch die  Flächen  £^-  und  e^-  entstehen.  Dabei  ist  x'  -\-  x"  =  x  -\-  4.  Die  an  £  grenzenden  Flächen  q  und  r 
erhalten  je  eine  Ecke  (nämlich  L  und  F)  und  eine  Kante  mehr.     Entsprechend  ist  die  Ecke  E  in  E'  und  E" 


Fig.  C5. 


(Fi 


1)  Über  die  Bezeichnung  vergl.  Nr.  67. 


2)  Das  x-eck  t  Itann  bekanntlich  auf 


x(x  — 3) 


Weisen  in  zwei  Vielecke  mit  x'  und  x"  Kanten  zerlegt  werden,  wobei 


natürlich  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  die  in  den  verschiedenen  Fällen  entstehenden  autopolaren  Vielflache  isomorph  sind. 
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zu  trennen.  Der  Kaute  L  F  ^£  £  \  b"  zwischen  zwei  neuen  dreikauti<rea  Ecken  ist  die  Kante  X  rp  ^^  E'E" 
zwischen  den  neu  auftretenden  cb'eieckigen  Flächen  X  und  (p  zugeordnet.  Wie  die  Flächen  q  und  r,  so  er- 
halten die  Ecken  li  und  T  je  eine  Kante  mehr  u.  s.  w.')  Das  neu  entstandene  autopolare  Vielflach  hat  drei 
Flächen  und  drei  Ecken  mehr  als  das  ursprüngliche.  Eiu  durch  die  dritte  Konstruktion  aus  ^„  entstehendes 
Vielflach  soll  ein  ^„^+3  heissen.  Es  ist  ersichtlich,  dass  für  die  zweite  und  ch-itte  Konstruktion  e  auch  eiu 
Dreieck  sein  darf.  Eine  vierte  Fundamentalkonstruktion  ist  unmöglich,  weil  sich  die  Fläche  a  nur  auf  eine 
der  drei  beschriebenen  Weisen  in  zwei  Flächen  knicken  lässt.  Andrerseits  leuchtet  ein,  dass  man  die  Kon- 
struktionen erst  zur  Erzeugung  der  ^g  anwenden  wird,  da  für  n  =  4  und  .")  nur  die 
Pyramiden  ^^^"  und  'ißr,*  existieren.  —  Ausser  ^^"  giebt  es  ein  aus  ^^j"  zu  konstruierendes 
%^;  vergl.  Tafel  I  Fig.  33.2)  jy^^  ^^.  gg  existieren  sechs  Typen.  Die  Pyramide  %"; 
drei  aus  der  fünfseitigen  Pyramide  ^g"  ^-^  konstruierende  ^,'  (l'ig-  34 — 3G);  zwei  aus 
der  vierseitigen  Pyramide  ^.^5"  zu  erhaltende  '^^-  (Fig.  37  und  38).  Die  'ip^:  Es  giebt 
16  Tyjjen.  Die  Pyramide  ^p^";  durch  die  erste  Konstruktion  ergeben  sich  fünf  'i^^' 
aus  der  Pyramide  'iß,"  (nämlich  die  Fig.  39 — 43)  und  drei  ^^^  aus  den  drei  'iß,^  (die 
Fig.  44 — 46).^)  Durch  die  zweite  Konstruktion  ergeben  sich  vier  'iß^,^  aus  der  Pyra- 
mide fg"  (Fig.  47—50)  und  zwei  %-  aus  dem  %.^  (Fig.  51  Tafel  I  und  Fig.  1  Tafel  Üj. ') 
Endlich  ergiebt  sich  durch  die  dritte  Konstruktion  ein  ^g^  aus  ^j,**  (Fig.  52  Taf.  1).  Es 
tritt  übrigens  auch  bei  dieser  Ableitung  der  autopolaren  Vielflache  der  Übelstand  ein, 
dass  verschiedene  Konstruktionen  isomorphe  Vielflache  ergeben,  d.  h.  dass  dasselbe  Viel-  j,.    ^^^ 

flach  aus  verschiedenen  Typen  mit  weniger  Flächen  ableitbar  ist.     Eine  Bemerkung  ist 

noch  zu  beachten.  Während  sich  im  allgemeinen  die  Elemente  eines  autopolaren  w-flaches  nur  in  einer 
Weise  polar  zuordnen  lassen,  existieren  für  ein  ')!ß°  mehrere  Zuordnungen.  Nach  Bezeichnung  der  Basisecken 
in  einem  bestimmten  Cyklus  1,  2,  3  .  .  .  h  —  1  kann  man  die  Seitenflächen  ebenso  benennen,  indem  man  bei 
irgend  einer,  deren  Wahl  heliehig  ist,  beginnt,  und  in  demselben  Cyklus  weitergeht.  Dadurch  wird  es  ver- 
ständlich, dass  aus  der  einen  Pyramide  ^j"  sich  fünf  Typen  ■•!}?,(*  erzeugen  lassen.  —  Es  sei  zum  Schlüsse 
bemerkt,  dass,  falls  es  sich  nur  darum  handelt,  überhaupt  Typen  autopolarer  «-flache  ausser  den  betr.  Pyra- 
miden abzuleiten,  u.  a.  folgender  Satz  das  gewünschte  Konstruktionsverfahren  andeutet:  Wenn  man  bei  einem 
autopolaren  Vielflach  an  einer  Fläche  (oder  Flächen gruppe)  ein  beliebiges  Vielflach  ansetzt  und  an  der  ihr 
polar  zugehörigen  Ecke  (oder  Eckengruppe)  das  polare  Vielflach  (Vieleck)  abtrennt,  so  erhält  man  einen 
neuen  autopolareu  Körper.^)  Beispiel:  Jede  abgestumpfte  Pyramide,  deren  eine  Grundfläche  durch  eine 
gleichvielseitige  Pyramide  bedeckt  ist,  ist  autopolar.     (Man  erhält  hierdurch  aus  jedem  ^i*  ein  ^ä„_i.) 

70.   Geschichtliche   Bcinerkiin^en.     (Möbius,   Cayley,    Polusot,    Kirkiuan,    Hermes.    Eberhard.)      Die 

nächstliegenden  Folgerungen  aus  dem  nach  ihm  benannten  Satze  hatte  Euler,  wie  früher  schon  bemerkt,  selbst  ge- 
zogen und  auf  Grund  dieser  Folgerungen  eine  Einteilung  der  Vielflauhe  nach  der  Zahl  ihrer  Flächen  empfohlen,  das 


1)  Eine  einfache  Überlegung  lehrt  die  Zerlegung  der  Ecke  E  in  die  beiden  neuen  Kcken  E'  und  E"  auch  für  den 
Fall,  dass  die  Kante  LF  zwei  nicht  benachbarte  Kanten  von  E  verbindet. 

2)  Polar  zugeordnete  Ecken  und  FlSlohen  sind  jn  den  autopolareu  ü-,  7-  und  8-tiacheu  Fig.  33 — hi,  Taf.  I  und 
Fig.  1  Tafel  U  mit  denselben  Zahlen  bezeichnet,  Kirkman  folgend,  dessen  Abhandlung:  On  autopolar  Polyedra,  Philos. 
transact.  1857,  die  Figuren  entnommen  sind.     (Vergl.  auch  die  folgenden  geschichtl.  Bemerkungen.) 

3)  Kirkman  leitet  alle  autopolaren  Polyeder  aus  den  Iß"  ab,  d.  h.  er  verfolgt  die  hier  vorzunehmende  Konstruktion 
der  ''$,•  aus  den  5p,'  zurück  bis  auf  die  Pyramide  iPo",  aus  welcher  die  *$, '  erhalten  wurden.  In  den  Fig.  44  fl",  ist  dies 
gleichzeitig  ersichtlich  gemacht.  Es  ist  also  klar,  dass  man  sagen  kann,  alle  *|5„  lassen  sich  durch  Konstruktion  aus  den 
Pyramiden  5)3 ,"_  j,  *p^'_  j, erhallen. 

4)  Vergl.  betr.  des  Aussehens  der  Fig.  51  die  vorige  Bemerkung,  liier  und  bei  Fig.  1  Taf  II  tritt  übrigens  der  Fall 
ein,  dass  die  zu  knickende  Fläche  s  ein  Dreieck  ist.  Diese  Fig.  1  weicht  von  der  entsprechenden  Figur  bei  Kirkman  ab. 
Bei  allen  Figuren  ist  aber  so  wie  bei  Kirkman  die  bei  der  zweiten  und  dritten  Konstruktion  in  zwei  Kanten  zerfallende 
Kante  geradlinig  gelassen,  was  den  Nachteil  hat,  dass  die  Endpunkte  der  neu  einzuführenden  Kante  nicht  als  Ecken  er- 
scheinen, doch  den  Vorteil,  dass  sich  beim  ersten  Anblick  das  ursprüngliche  Vielüach  leicht  ersehen  lilsst.  Im  übrigen  ist  die 
schwer  verständliche  Darstellung  Kirkmans  hier  bedeutend  vereinfacht.  ü)  0.  Hermes,  briefliehe  Mitteilung. 
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Problem  der  Auifindimg  der  möglichen  Typen  selbst  aber  nicht  in  AngriiF  genommen.  Die  Forschungen  der  Mathe- 
matiker der  folgenden  Zeit  bezogen  sich  alsdann,  abgesehen  von  einigen  schon  erwähnten  Arbeiten,  die  das  Eulersche 
Theorem  selbst  einer  Kritik  unterzogen  (z.  B.  Hessel),  mehr  auf  besondere  Arten  von  Polyedern,  namentlich  auf  die 
später  ausführlich  zu  betrachtenden  halbregehnässigen  Körper,  wie  bei  Kästner,  Ger  gönne,  Lhuilier,  Meier 
Hirsch  u.  a.,  so  dass  Steiner  das  noch  ungelöste  Problem  der  Aufzählung  der  Vielflache  wiederholt  in  Anregung 
bringen  konnte.  Die  oben  im  Texte  zur  Sprache  gebrachten  und  die  noch  zu  erwähnenden  Versuche,  der  Lösung 
des  Problems  näher  zu  kommen,  entstammen  sämtlich  der  zweiten  Hälfte  dieses  Jahrhunderts  imd  verteilen  sich  besonders 
auf  englische  und  deutsche  Mathematiker,  wobei  es  geschah,  dass  dieselben  Resultate  mehrmals  von  verschiedenen 
Autoren  unabhängig  von  einander  gefunden  \vurden.  Dies  gilt  zunächst  für  die  Ableitung  der  Trigonalpolyeder  durch 
Möbius  und  Cayley. 

Bereits  in  Xr.  56  war  die  Preisarbeit  erwähnt  worden,  die  die  Pariser  Akademie  für  die  Jahre  1861  und 
1863  gestellt  hatte.  Kurz  nachdem  ihm  dieselbe  bekannt  geworden  war,  (1858)  begann  Möbius  seine  Untersuchungen 
über  Polyeder,  die  er  mit  der  Einsendung  seiner  Preisschi-ift  (Juni  1861)  vorläufig  abschloss. ')  Bei  der  Revision 
seiner  Arbeit,  die  übrigens  den  Preis  nicht  erhielt,  teilte  er  sie  in  die  bereits  mehrfach  zitierten  beiden  Abhandlungen 
„Theorie  der  elementaren  Verwandtschaft''  und  „über  die  Bestimmung  des  Inhalts  eines  Polyeders"^),  nicht  ohne 
verschiedenes  auszuscheiden,  was  nach  seinen  hinterlassenen  Diarien  dem  Inhalte  der  Gesamtausgabe  seiner  Werke 
später  wieder  beigefügt  wurde.  Unter  diesen  hier  erst  veröffentlichten  Untersuchungen  befinden  sich  auch  die  über 
.  Trigonalpolyeder,  mit  welchem  Namen  Möbius  die  beti-.  Gebilde  dm-chweg  bezeichnet. 

Die  Ableitung  der  i7„-j_i  aus  den  J7„,  wie  sie  sich  in  Nr.  7 '2  erläutei-t  findet,  ist  in  dieser  Form  Möbius 
zu  verdanken,  der  die  Theorie  an  Beispielen  bis  zur  Erzeugung  der  achteckigen  aus  den  siebeneckigen  Trigonal- 
polyedern  verfolgt. ■'j  Mit  diesen  Aufzeiclmungen  von  Möbius,  die  dem  Jahi-e  1858  oder  1859  entstammen,  deckt 
sich  fast  vollständig  eine  Abhandlung  von  Cayley'*),  in  der  die  Ableitung  der  möglichen  Typen  der  Trigonal- 
polyeder auch  genau  so  weit  geführt  ist,  wie  bei  dem  deutschen  Geometer,  der  übrigens  mit  Cayleys  Arbeit  später 
bekannt  geworden  ist.^)  Über  den  Wert  der  befolgten  Methode  zeigt  sich  Gayley  vollkommen  unterrichtet;  er 
lehnt  es  ab,  sie  weiter  als  bis  zur  Erzeugung  der  achteckigen  Trigonalpolyeder  zu  verwenden,  nicht  nur,  da  sich 
eine  Verfolgung  des  geometrischen  Verfahrens  dui'ch  parallelgehende  Rechnung  als  unthunlich  herausstellt,  sondern  auch 
wegen  der  Mehrdeutigkeit  der  Zurückführung  eines  bestimmten  w-Ecks  auf  die  ()t  —  1)-Ecke.  Er  bemerkt  sogar 
ausdrücklich,  dass  die  wii-kliche  Darstellung  der  Typen  ihm  wichtiger  erscheine  als  die  Berechnung  ihrer  Anzahl. 
Auf  die  vorher  erschienenen  Abhandlungen  Kirkmans  wird  empfehlend  hingewiesen. 

Ehe  wir  diese  wüi-digen,  sei  der  Vollständigkeit  wegen  noch  einer  gleichzeitigen  Arbeit  Poinsots^)  über 
Trigonalpolyeder  gedacht.  Püi-  Poinsot  ist  ein  Polyeder  überhaupt  nm-  eine  Kette  von  Dreiecken,  deren  jedes  mit 
drei  anderen  in  einer  gemeinsamen  Kante  zusammenkommt  und  die  insgesamt  eine  geschlossene  Fläche  bilden,  die 
von  einer  Geraden  in  beliebig  viel  Punkten  geschnitten  werden  kann.  Die  Fundamentalgleichungen  für  Trigonal- 
polyeder (der  Name  kommt  nicht  vor)  werden  abgeleitet.     Da  es  zwischen  n  Punkten Kanten   giebt,    diese 

Zahl  aber  für  n  >  4  von  3  w  —  6  verschieden  ist,  so  giebt  es  im  allgemeinen  zu  denselben  n  Ecken  verschiedene 
Polyeder,  deren  Anzahl  sich  leicht  berechnen  lässt.  (Z.  B.  giebt  es  zu  5  Ecken  bereits  10  verschiedene  Hexaeder.) 
Er  beschäftigt  sich  dann  besonders  mit  der  Frage:  Giebt  es  zu  jeder  Zahl  n  der  Ecken  primtii-e  Polyeder,  d.  h. 
solche,  die  sich  nicht  dadmxh  erhalten  lassen,  dass  man  zwei  Polyeder  von  kleinerer  Eckenzahl  mit  je  einer  Fläche  an 
einander  setzt?  Es  giebt  z.  B.  kein  piimitives  5-Eck,  denn  das  einzige  existierende  5 -Eck  wird  dm-ch  Zusammensetzen 
zweier  Tetraeder  erhalten.  Man  sieht  sofort:  Ein  primitives  «-Eck  darf  keine  dreikantigen  Ecken  besitzen,  denn  sonst 
ist  es  aus  einem  (^n  —  1)-Eck  imd  einem  4-Eck  entstanden.  Diese  Bedingung  ist  aber  nur  notwendig,  nicht  hin- 
reichend, denn  nicht  alle  IIa  und  IT,,'  sind  primitiv.  Setzt  man  z.  B.  zwei  Trigonalpolyeder,  die  mit  der  vier- 
seitigen imd  fünfseitigen  Doppelpyi-amide  isomorph  .sind,  mit  je  einem  Dreieck  aneinander,  so  erhält  man  ein  convex 
konstruierbares  nicht  primitives  Polyeder  mit  10  Ecken,  von  denen  keine  dreikantig  ist.  Es  giebt  aber  Poinsot 
weder  eine  Methode  zur  Feststellung  der  Primitivität,  noch  überhaupt  eine  genaue  Definition  davon');  auch  scheint 
uns  die  Beantwortung  der  Frage  selbst  nicht  von  grosser  Wichtigkeit  zu  sein. 


1)  Vergl.  Möbius,  Ges.  Werke  Bd.  II.  S.  .517. 

2)  Berichte  d.  Kgl.  sächs.  GeseUsch.  d.  Wissenschaften,  math.  phys.  Klasse.  1863.  Bd.  15.  S.  18—57  und  1805.  Bd.  17. 
S.  31—68.    Ges.  Werke  Bd.  U.    S.  433  u.  S.  473.  3)  Ges.  Werke  Bd.  E.    S.  532—538. 

4)  Cayley,  On  the  z/-faced  Polyacrons,  in  reference  to  the  problem  of  the  enumeration  of  polyhedra.     Mem.  of  tbe 
Literarj-  and  philos.  society  of  Manchester.    3.  series.    I.  vol.  1862  (vorgelegt  am  2.  Okt.  1860). 
6)  Möbius.     Ges.  Werke  Bd.  11.    S.  530. 

6)  Poinsot,  Note  sur  la  theorie  des  polyedrcs.     Compt.  llend.  tome  86.    Jan. — Juni  1858.    S.  65. 

7)  Die  bei  Poinsot  fehlende  Definition  ist:  Ein  Tln  ist  primitiv,  so  lange  sich  nicht  irgend  drei  nicht  benachbarte  Ecken 
A,B,C  auf  ihm  so  bestimmen  lassen,  dass  die  Verbindungsgeraden  Ali,  JiC,  CA  Kanten  von  /I«  sind.  Denn  sonst  lilsst  es 
sich    durch  den  dreieckigen  Schnitt  ABC  in  zwei  Polyeder  üi  und  il^u  zerlegen,  wobei  J.  +  fi  =  n-|-3  ist. 
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Durch  eine  gi-össere  Reihe  von  Abhandlungen  hat  sich  Kirkman  uin  die  Theorie  der  Polyeder  verdient  ge- 
macht. Dieselben  beschäftigen  sich  sowohl  mit  den  allgemeinen,  als  auch  mit  den  singulären  Vielflachen,  wobei  von 
letzteren  den  autopolaren  Vielflachen,  von  den  ersteren  den  sogenannten  Grund-n-ßachen^),  d.  h.  solchen,  welche  ein 
(n  —  l)-eck  als  Grenzfläche  enthalten,  besondere  Aufmerksamkeit  geschenkt  wird.  Die  der  Zeit  nach  erste  Abhand- 
lung^) enthält  nach  einleitenden  Bemerkungen,  die  sich  auf  den  Eulerschen  Satz  beziehen  und  den  bereits  früher 
angedeuteten  originellen  Beweis  desselben  einschliessen,  die  Ableitung  der  allgemeinen  Vielflache  für  « =  8  nach 
einer  Methode,  die  von  der  Lm  obigen  Texte  dargestellten  verschieden  ist.  Dieselbe  Methode  wurde  später  von 
0.  Hermes  aufs  neue  gefunden,  und  soll  deshalb  nachher  zur  Sprache  kommen.  Die  zweite  Abhandlung^) 
über  die  Grund -n- flache  ist  sehr  beachtenswert,  wenn  auch  nicht  verschwiegen  werden  soll,  dass  sie,  wie  viele 
Arbeiten  Kirkmans,  namentlich  die  letzten,  durchaus  nicht  leicht  lesbar  ist,  da  sich  ihr  Verfasser  besonders  in 
seinen  algebraischen  Entwickelungen  einer  eigentümlichen  mathematischen  Sprache  bedient,  so  dass  eine  Übersetzung 
der  Resultate  in  die  uns  geläufige  Ausdi-ucksweise  für  Formeln  fast  unmöglich  erscheint.  Der  Gedankengang  der 
Schrift  ist  dieser.  An  der  Spitze  .steht  der  Satz,  dass  sich  jedes  Grund -w- flach  durch  Verschwindenlassen 
der  Dreiecke  an  der  Basis  —  dadurch  dass  die  gemeinsame  Kante  der  beiden  Nachbarfiächen  eines  Dreiecks 
bis  zum  Schnitt  mit  der  Grundfläche  verlängert  wird  —  entweder  bis  auf  das  Vierflach  oder  auf  das  -Fünfflach 
zurückfülu-en  lässt.  Umgekehrt  können  alle  Grand -«-flache  Schiitt  füi-  Schritt  durch  dreiseitige  Schnitte  an  den 
Basisecken  aus  diesen  beiden  Ui-typen,  also  die  w-flache  aus  den  (w  — -  l)-flachen  erhalten  werden.  Schreibt  man  nun 
die  Eckenzahlen  der  an  die  Grundfläche  grenzenden  Flächen  in  fortlaufender  Reihe  auf  die  Peripherie  eines  Kreises, 
so  kann  diese  Reihe,  wenn  man.  von  einer  bestimmten  Zahl  ausgeht,  entweder  mit  der  im  entgegengesetzten  Sinne 
durchlaufenen  identisch  sein  oder  nicht,  und  kann  überdies  in  jedem  der  beiden  Fälle  entweder  eine,  oder  zwei,  oder 
drei  gleichlautende  Folgen  —  Perioden  —  aufweisen.'')  Als  Beispiele  nmkehrUumr  Vklflachc  (im  Kirkmanschen 
Sinne)  mit  1,  2,  oder  3  Perioden  seien  das  Siebenflach  VII.,  (Tafel  11),  das  Neunflach  IX,^  (Tafel  III)  und  das 
Siebenflach  VII^  (Tafel  II)  angeführt,  deren  Reihen  6  3  4  4  4  3,  Ü353G353  und  3  5  3  5  3  5  sind.^)  Nicht  um- 
kehrbare Vielflache  mit  1,  2  und  3  Perioden  sind  das  Achtflach  Vlllr,,  das  Siebenflach  VII^  (Tafel  11)  und  das 
Zehnfiach  X^^  (Tafel  lU)  mit  den  Reihen  6344  5  3  4,  435435  und  643G4364  3.  Es  ergeben  sich  also  für 
Kirkman  6  Klassen  von  Grund-w-flachen,  und  es  wird  nun  von  ihm  untersucht,  wie  gross  die  Anzahl  der  Vertreter 
jeder  Klasse  von  (n  +  l)-flachen  ist,  die  sich  durch  einen  dreiseitigen  Schnitt  aus  den  «-flachen  der  sechs  Klassen 
ableiten  la.ssen.  Es  gelingt,  allgemeine  Formeln  für  diesen  Zusammenhang  zu  finden^),  und  als  Beispiel  wird  die 
Berechnung  der  Grund- 11 -flache  auf  zehnkantiger  Basis,  die  82  Typen')  ergiebt,  durchgeführt;  auch  die  eben  eharak- 
terisiei-ten  Reihen  für  diese  Typen  werden  schliesslich  noch  angeschrieben.  Weitergehende  Versuche  Kirkmans,  die 
gefundenen  Formeln  für  singulare  Grund-w-flache  zu  erweitern,  scheitern,  wie  er  bemerkt,  an  der  Kompliziertheit  der 
nötigen  Operationen. 

Die  soeben  besprochene  Methode,  neue  Vielflache  aus  gegebenen  durch  Abschneiden  von  Ecken  zu  erhalten, 
in  der  erwähnten  Abhandlung  allerdings  nur  füi-  den  Fall  dreiseitiger  Schnitte  durchgefühi-t,  ist  an  sich  sehr  nahe- 
liegend und  in  der  That  schon  älter,  ebenso  wie  die  zugeordnete  des  Aufsetzens  von  PjTamiden  auf  die  Flächen 
eines  w-Ecks.  Schon  Paciuolo  biingt  beide  in  seiner  Divina  Proportione  (1509)  zur  Erzeugung  neuer  Polyeder- 
formen aus  den  regelmässigen  Körpern  als  Abschneiden  (abscindere)  und  Aufsetzen  (elevare)  in  Anwendung*),  und 
bei  Kästner')  findet  sich  dasselbe  Verfahren  zu  demselben  Zwecke.  Die  durch  Diskussion  der  Gleichung  3/3  -)-  2 /^  -|-  /r,  = 
12  -\-  I]  -\-  .  .  .,  welche  zur  Einteilung  der  allgemeinen  «-flache  in  die  drei  Klassen  der  P'„,  F',',,  P'n  i'ülirte,  als  not- 
wendig erkannten  di-ei  Operationen  des  Abschneidens  mittels  3-,  4-  und  5-seitiger  Schnitte  finden  sich  als  Funda- 
mentalkonstruktionen klar  unterschieden  erst  in  Eberhards  Moi-phologie.  Die  von  mir  durch  sie  bewirkte  Ab- 
leitung der  Neun-  und  Zehnflache  stammt  aus  dem  Jahre   1893.'") 

Von    den    weiteren    Arbeiten    Kirkmans,    die    sämtlich    in    den    Pbilosophical    Transactions    veröfi'entlicht 


1)  Diese  Bezeichnung  rührt  aber  erst  von  0.  Hermes  her  (s.  später). 

2)  Kirkman,  On  the  Representation  and  Enumeration  of  Poljedra.  Memoirs  of  the  Literary  and  l'hilos.  Society  of 
Manchester.    2.  series.  vol.  XII.  18.^5.    S.  47. 

3)  Kirkmau,  Ou  the  Enumeration  of  x-edra  liaving  triedral  sumniits  anil  an  (x  —  l)-gonal  base.    Philo?.  Transact. 
of  the  Royal  Society.  1856.    S.  S'J',). 

4)  Es  wird  bewiesen,  dass  nicht  vier  <4:leiclie  Folgen  vorkomnicn  können,  a.  a.  0.    S.  400. 

5)  Man  schreibe  jede  Reihe  auf  einen  Kreis  und  beginne  den  Lhnhiuf  in  beiderlei  Sinne  bei  der  überstrichenen  Zahl. 

6)  a.  a.  0.    S.  408. 

7)  a.  a.  0.    S.  410.    Für  n  =  4,  5,  6,  7,  8,  '.),  10  ist  die  Anzahl  der  tirundvielflache  bez.  1,  1,  1,  3,  4,  12,  27.   Unter  den 
82  Grundelfflachen  befinden  sich  20,  42,  l'J,  1  mit  bez.  2,  3,  4,  5  Dreiecken.  8)  Vergl.  Cantor  JI.  S.  313. 

9)  Kästner,  De  corporibus  regularibus  abscissis  et  elevatis.     Comment.  soc.  reg.  scient.  Gottingensis  classis  math. 
Tom.  XII.  1793  u.  94.    S.  61  ff. 

10)  Vergl.  Programm,  Realgymn.  Zwickau.   1897.    S.   10.  Anui.  23. 
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wurden'),  ist  die  über  die  autopolaren  Polyeder  besonders  bemerkenswert;  die  Ergebnisse  derselben  sind  in  nuce  in 
den  Entwickelungen  von  Nr.  75  des  Textes  mit  einigen  Abänderungen  und  Vereinfachungen  enthalten,  auch  ist  hier  von 
allem  algebraischen  Beiwerk,  das  sich  in  der  Originalabhandlung  findet,  abgesehen  worden.  In  der  zweiten  Abhandlung 
vom  Jalü-e  1857  (s.  unten)  wird  die  Untersuchung  der  Grund-«-flache  nochmals  vorgenommen  und  auf  die  Polygon- 
teilung zurückgeführt.  Die  übrigen  Abhandlungen  beschäftigen  sich  mit  den  singulären  Vielflachen,  die  letzte  be- 
sonders mit  den  Symmetrieverhältnissen,  und  es  wü-d  auf  Grund  dieser  eine  Einteilung  der  «-flache  in  Klassen  zu- 
stande gebracht,  auf  die  hier  nicht  eingegangen  werden  kann.  Nicht  unerwähnt  soll  aber  bleiben,  dass  sich  bei 
Kirkman  wiederholt  Versuche  finden,  eine  kurze  Bezeichnung  für  Polyeder  durch  Ecken-  und  Flächenausdrücke  fest- 
zusetzen; zuerst  in  der  Abhandlung  On  the  Representation  of  Polyedi-a,  dann  in  einer  von  Cayley  herrührenden 
Note  „On  the  Analytic  Problem  of  the  Polyedra"  in  der  Schrift  über  autopolare  Polyeder.  Nachdem  die  Ecken 
eines  Vielflaches  ebenso  wie  seine  Flächen  dui-ch  Buchstaben  (n,  fc,  c  •  .  .  bez-  Ä,  £,  C  .  .  .)  bezeichnet  sind,  wii-d  ge- 
zeigt, wie  sieh  die  Ecken  diu-ch  die  Flächen  und  umgekehrt,  die  Kanten  durch  beide  ausdi-ücken  lassen,  und  es  ^vird 
die  Darstellung  des  Vielflaches  durch  Ecken-  und  FUichenausdrücke  gelehrt,  wie  bei  Möbius,  nur  mit  dem  wesent- 
lichen Unterschiede,  dass  auf  das  Kantengesetz  keine  Rücksicht  genommen  ist.  Es  sei  beiläufig  bemerkt,  dass  auch 
Catalan")  eine  .symbolische  Bezeichnung  fiü-  Polyeder  giebt,  die  dazu  dient,  die  Möglichkeit  der  geometrischen  Kon- 
struktion eines  Lösungssystemes  der  Gleichungen  der  c,-  und  f;  zu  untersuchen;  doch  ist  die  Darstellung  so  kompliziert, 
dass  unsres  Erachtens  ein  blosses  Probieren  ebenso  rasch  zum  Ziele  führt. 

Einen  etwas  breiteren  Raum  müssen  wir  der  Besprechung  von  Hermes'  Methode  zur  Ableitung  der  «-flache 
widmen,  die  sich,  wie  bemerkt,  in  Kirkmaus  er-ster  Abhandlung  vom  Jahre  1855  bereits  findet,  und  die  von 
Hermes  aufs  neue  gefunden,  vervollkommnet,  ausführlich  dargestellt  und  zur  Bestimmung  der  Typen  der  Vielflache 
bis  zu  denen  mit  zwölf  Grenzflächen  (einschliesslich)  verwandt  wurde.  Von  den  beiden  zunächst  zu  erwähnenden 
Arbeiten  von  Hermes^)  beschäftigt  sich  die  erste  mit  den  Grund-w-flachen,  die  zweite  mit  den  allgemeinen  Viel- 
flachen überhaupt.  —  Eine  Fläche  des  »i-flaches,  welche  die  grösste  vorkommende  Kantenzahl  besitzt,  werde  als 
Grundfläche  bezeichnet.  Die  Anzahl  der  Seitenflächen,  d.  h.  derjenigen,  welche  mit  der  Grundfläche  eine  Kante  gemein 
haben,  und  der  Decl'fläcluii,  d.  i.  der  übrigen  noch  vorhandenen  Flächen,  ist  dm-ch  die  Zahl  der  Kanten  der  Grund- 
fläche bestimmt.  Ist  diese  ein  w-eck,  so  existieren  ni  Seitenflächen  und  m  —  n  —  1  Deckflächen.  Nennt  man  die 
Kanten  der  Grundfläche  Grundkanten,  die,  welche  einen  Endpunkt  in  einer  Ecke  der  Grundfläche  haben,  Seitenkanten, 
alle  übrigen  Beckkanten,  so  ist  die  Anzahl  dieser  drei  Arten  bez.  m,  nt  und  3«  —  2w  —  6.  Man  kann  dann  die 
«-flache  nach  der  Zahl  der  Grundkanten,  oder  da  durch  diese  die  Zahl  der  Deckflächen  bestimmt  ist,  nach  deren 
Zahl  oi-dnen.  Ein  w-flach  mit  l  Deckflächen  ist  eins  über  einem  (n  —  l —  l)-eck  als  Gnmdfläche.  Für  jedes 
■w- flach  lässt  sieh  auch  leicht  eine  Schreibweise  (Formel)  angeben,  aus  der  .sich  die  geometrische  Gestalt  selbst 
sofort  ablesen  lässt:  Zimächst  vrird  die  Grundfläche  angeschrieben,  alsdann  die  Seitenflächen,  immer  in  einem  be- 
stimmten Sinne  genommen,  imd  dann  die  Deckflächen  in  demselben  Cyklus,  und  zwar  so,  dass  die  erstgewählte 
Deckfläche  auf  die  letzte  Seitenfläche  folgt;  dabei  ist  die  Verbindung  der  Deckflächen  dmxh  Zwischenkanten  als 
charakteristisch  für-  das  Vielflach  mit  anzumerken.  Es  würden  z.  B.  die  Zehnflache  X-g  und  Xg^  auf  Tafel  V,  sowie 
das  Zehnflach  X^^a  auf  Tafel  IV  zu  schreiben  sein:  (7;  4,  6,  4,  4,  6,  4,  4;  5  —  4),  (6;  6,  6,  4,  6,  6,  4;  3  —  4  —  3), 
und  (7;  6,  6,  3,  5,  6,  5,  4;  3  -3-  3).  Da  durch  die  Zahl  m  der  Grundkanten  eines  w-flaches  die  Zahl  der  Deckflächen 
und  Deckkanten  vollkommen  bestimmt  ist,  braucht  man,  um  alle  >j-flache  für  einen  bestimmten  Wert  ).  von  Deck- 
flächen zu  finden,  nur  alle  möglichen  Deekflächen-  und  Deckkantensysteme  aufzustellen.  Hermes  bezeichnet  als 
Eantcnßgur  eines  »j-flaches  das  System  von  Flächen  und  Kanten,  welches  übrig  bleibt,  wenn  man  von  dem  Vielflach 
alle  Seitenflächen  und  -kanten,  sowde  die  Grundfläche  und  ihre  Kanten  weglässt.'')  Umgekehrt  ist  das  zu  einer  ge- 
gebenen Kantenfigur  gehörige  Vielflaeh  sofort  zu  zeichnen:  „Man  hat  zu  diesem  Zweck  nur  an  jeden  freien  Endpunkt 
einer  Kante  der  Deckkantenfigur  ein  Seitendreieck  anzusetzen,  an  jede  frei  vortretende  Deckkante  ein  Viereck,  an 
jeden  einspringenden  Winkel  zweier  Deckkanten  ein  Fünfeck,  an  jede  durch  aufeinanderfolgende  Deckkanten  gebildete 
einspringende  offene  Figur  von  3,  4  .  .  .  Kanten  bez.  ein  Sechseck,  Siebeneck  ...  Es  bedarf  geringer  Übung,  um  die 
Deckkantenfigur  sich  zur  Figur  des  zugehörigen  Vielüachs  vervollständigt  zu  denken."'')  Es  ist  also  ersichtlich,  dass 
die  Auffindung    der   Vielflache    einer    bestimmten   Plächenzahl   n   auf    die   Auffindung    aller    möglichen    Kantenfiguren 


1)  Im  Jahre  1856:  On  the  Representation  of  Polyedra  (a  a.  0.  1856.  S.  41.3);  im  Jahre  1857:  On  autopolar  Polyedra 
(a.  a.  0.  1867.  S.  183)  und  On  the  .ff-partitions  of  the  U-gon  and  Ji-ace  (a.  a.  0.  1857  S.  217);  im  Jahre  1858:  On  the  Partitious 
of  the  JJ-Pyramid,  being  the  fii-st  class  of  If-gonous  X-edra  (a.  a.  0.  1857.  S.  145);  und  im  Jahre  1862:  On  the  theory  of  the 
Polyedra  (a.  a.  0.  1862.  S.  121).  2)  Catalan,  a.  a.  0.  S.  11  ff. 

3i  Über  Anzahl  und  Form  von  Vielflachen.  Progr.  Külln.  Gymn.  Berlin  1894  und:  Verzeichnis  der  einfachsten  Viel- 
flache.   Progr.  ebenda.  IS'.tO. 

4)  In  den  Diagrammen  der  Sechs-,  Sieben-  und  Achtflache,  Tafel  11,  sind  die  Kantenfigunn  durch  stärkere  Linien 
und  Schraffierung  der  Deekflächen  kenntlich  gemacht. 

5)  Hermes,  Progr.  1896.  S.  6. 


76.    Geschichtliche  Bemerkungen.  g-^ 

zurückgefühii  ist.')  Es  sei  das  Gesagte  an  den  Grund-/!-flacheu  und  den  Achtflaehen  mit  einer  Deckfläche  erläutert. 
Bei  einem  Grund-«-flach  ist  die  Zahl  der  Deckkanten  h  —  2  (m  —  l)  d.  h.  «  —  4.  Es  existieren  unter  den  Seiten- 
flächen mindestens  zwei  Dreiecke,  weil  der  Zug  der  Deckkanten,  da  er  nicht  geschlossen  sein  darf,  mindestens  zwei 

freie  Ecken  hat.     Ist  der  Deckkantenzug  verzweigt,   so   wächst   die  Zahl    der  Dreiecke  bis  zu  dem  Maximum    "  ~ 

oder — - — ,je  nachdem  n  gerade  oder   ungerade   ist.     (Vergl.  die  Siebenflache    F/Ig,  VII.^,  VII^  und   die  Achtflache 

777/4,  ^-^^^5'  ^^^h^  yilli  auf  Tafel  11.)  Für  die  Minimalzahl  2  der  Dreiecke  ist  zu  unterscheiden,  wieviel  freie 
Ecken  der  Gnmdfläehe  zwischen  den  beiden  Dreiecken  liegen.  Bei  keiner  freien  Ecke  ergiebt  sich  nur  ein  Grund- 
flach (z.  B.  für  71  =  10:  X^,  Tafel  IV).  Ist  eine  freie  Ecke  vorhanden,  so  kann  diese  mit  jeder  einzelnen  der 
n  —  5  Zwischenecken  des  Deckkantenzuges  verbunden  sein;  aber  verschiedene  Typen  ergeben  sich  nur,  wenn  man 
die  freie  Ecke  mit  der  ersten  Hälfte  der  Zwischenecken  verbindet,  denn  weiterhin  treten  die  Spieo^elbilder  der  bis- 
herigen Vielflache  auf.  (Vergl.  die  Zehnflache  42,  44^  45^  Tafel  IV.)  Man  findet  also  "  ~  ^  oder  !Lzi_i  Jer- 
artige  w-flache,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.     Die  weitere  Behandlung  der  Grund-w-flache  mit  zwei  Drei- 

n  —  R       /     71—6  \ 

ecken  findet  sich  bei  Hermes,  Progr.  1894.   S.  12  ff.  und  führt  für  deren  Anzahl  zu  den  Werten  2     -       V^     -     +  l) 

oder  2  ''  .  \2  "  -{-  Ij,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.  Diese  Formeln  geben  für  die  Zahl  der  ge- 
nannten Grundflache  dieselben  Werte,  welche  Kirkman  S.  410  seiner  (als  zweiten  bezeichneten)  Abhandlung  anfülnt. 
Bei  Hermes  werden  aber  weiter  nur  noch  die  Resultate  für  den  Fall  von  drei  Dreiecken  gegeben.-) 

Es  sollen  ferner  noch  die  Vielflache  mit  einer  Deckfläche,  deren  Grundfläche  also  ein  (n — *2)-eck  ist.  be- 
trachtet werden.  Die  Deckfläche  ist  dann  ein  Vieleck  mit  n  —  2,  n  —  3,  n  —  4,  ....  5,  4,  oder  3  Kanten.  Von 
den  3  h  —  6  Kanten  des  Vielflaches  sind  n  —  2  Grundkanten  und  ebensoviel  Seitenkanten.  Hat  demnach  die 
Deckfläche  ft  Kanten,  so  besitzt  sie  noch  3n  —  6  —  2(w  —  2)  —  ft  d.  h.  n  —  2  —  fi  freie  Kanten  die  in 
den  verschiedensten  Gruppierungen,  vereinzelt  odei-  auch  sämtlich  zu  offenen  Systemen  vereinigt  und  an  verschiedene 
konvexe  Ecken  der  Deckfigur  verteilt  vorkommen  können.  Ist  z.  B.  n  =  8,  so  ist  die  Deckfläche  ein  6-,  5-  4- 
oder  3-eck  mit  bez.  0,  1,  2  oder  3  freien  Kanten  und  es  sind  füi-  die  Ge,stalt  der  Deckfläche  mit  ihren  freien 
Kanten  die  Anordnungen  möglich,  wie  sie  die  Figm-en  67  zeigen.  Aus 
diesen  Deckkantenfiguren  —  die  beiden  letzten  ausgenommen  —  lassen  sich 
in  der  vorher  geschilderten  Weise  die  Achtflache  VIIIi^  bis  F777b  (in  der 
Eeihenfolge  wie  sie  Tafel  II  zeigt)  konstruieren.  Die  letzte  und  vorletzte 
Anordnung  dagegen  führen,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  auf  die  Acht- 
flache VIILj  imd  T'777r,,  nui-  dass  dann  jedesmal  das  vorkommende  Sechs- 
eck als  Grundfläche  erscheint.  Auf  diesen  Uebelstand  der  Methode,  dasselbe 
Vielflach  auf  verschiedenerlei  Weise  zu  ergeben,  war  aber  bereits  hin- 
gewiesen. 0.  Hermes  hat  mittels  derselben  die  Typen  der  allgemeinen  Pig  «7 
>2-flache  für  w  =  11  und  «  ==  12  bestimmt,  und  an  Zahl  zu  beiläufig  1250 
und  7533  gefunden.  ^J  In  der  Abhandlung  „Die  Formen  der  Vielflache"  im  ersten  Hefte  von  Bd.  120  des  Journals 
für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  hat  Hermes  seine  Methode  der  Ableitung  der  allgemeinen  Vielflache  im 
Zusammenliange  dargestellt;  auch  ist  sie  von  ihm  für  die  singulären  Vielflache  verallgemeinert  worden'),  worauf  wir 
sogleich  noch  eingehen  wollen.  Soll  nicht  verkannt  werden,  dass  für  die  Ableitung  der  möglichen  Typen  der 
allgemeinen  Vielflache  einer  bestimmten  Anzahl  n  von  Grenzflächen    mittels   dieser   geschilderten   Methode    ebensoviel 


1)  Hermes'  Methode  hat  die  Vorteile,  dass  die  Ableitung  der  jji-llache  von  der  Kenntnis  der  («  —  l)-flache  un- 
abhängig ist,  dass  die  Kantenfigur  schneller  durch  Zeichnung  zu  fixieren  ist,  als  das  ganze  Diagramm,  auch  nicht  leicht, 
wenigstens  bei  den  Vielflachen  nicht  zu  grosser  Flächonzahl,  bei  einiger  Aufmerksamkeit  eine  Kautonfigur  übersehen  wird, 
aber  den  Nachteil,  dass  auch  hier  dasselbe  Viclflach  mehrere  Male  erscheint,  auf  verschiedene  seiner  Grenzflächen  als  Grund- 
fläche bezogen,  wenngleich  dieser  Übelstand  hier  nicht  so  oft  auftritt,  wie  bei  den  früher  geschilderten  Verfahren. 

2)  Progr.  1894.  S.  17. 

3)  Ob  dies  die  endgültigen  Werte  sind,  dürfte  noch  offenstehen,  da  für  n  =  10  die  Anzahl  nach  derselben  Methode  zu- 
nächst irrtfimlichenveise  zu  2.'U  gegeben  war.  1  Progr.  189G.  S.  23.)  Bei  grösserer  Flächenzahl  des  Vielflaches  ist  eben  die  Be- 
stimmung der  Dcckkantcnfigur  an  sich  schon  ein  nicht  zu  unterschätzendes  kombinatorisches  Problem.  Man  vergleiche  hier 
noch  die  Zehntiache  mit  einer  Deckfläche,  deren  Grundfläche  also  ein  Achteck  ist:  Xi,  Xso  bis  Xu,  X25»  bis  Xsib  auf 
Tafel  ni;  Xäsa  bis  X33,  X4sa  bis  Xist  auf  Tafel  IV  und  Xct  bis  Xgtu,  X77  auf  Tafel  V.  Von  den  allgemeinen  Elfflachea 
besitzen  82,  279,  510,  336,  43  Typen  bez.  0,  1,  2,  3,  4  Deckflächen.  Es  existieren  228,  986,  2237,  2806,  1205,  70  Typen  der 
Zwölfflache  mit  0,  1,  2,  3,  4,  5  Üeckflächen  und  ein  Zwölfflach,  das  Pentagondodekaeder,  mit  sechs  Deckflächen. 

4)  Dieselbe  Zeitschrift.    Bd.  120.    Heft  4.    S,  305  ff. 

BrUcknor,  Vielocko  und  Viclflacho.  13 
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geleistet  wird,  und  mindestens  nicht  umständlicher,  als  durch  andi-e  Methoden,  so  lässt  sich  doch  kaum  leugnen,  dass 
das  Herausgi-eifen  einer  bestimmten  Fläche  als  Grundfläche,  wenn  es  nicht  nur  zm-  bequemeren  bildlichen  Darstellung 
geschieht,  an  und  für-  sich  etwas  Willküi-liches  ist,  wodurch  dieser  Fläche  für  das  Vielflach  eine  Bedeutimg  beigelegt 
wird,  die  ihr  nicht  zukommt.  Das  wird  um  so  bemerkbarer,  je  gi-össer  der  Wert  n  der  Flächenzahl  ist.  Dieses 
Beziehen  des  Gesamtvielflachs  auf  eine  Fläche  lässt  sich  vergleichen  mit  der  Einführung  eines  Koordinatensystems, 
das  der  Gestaltung  eines  geometrischen  Gebildes  an  sich  fremd  ist.  Wenn  aber  die  symbolische  Darstellung  eines 
Vielflaches  durch  eine  Formel  von  Hermes  auch  auf  die  singulären  ausgedehnt  wirdM,  so  geschieht  gewiss  ein 
wesentlicher  Schritt,  diese  bisher  ziemlich  veniachlässigten  Gebilde  in  den  Kreis  der  Betrachtung  zu  ziehen  und  es 
erweist  sich  diese  Dai-stellung  insofem  von  besonderer  Bedeutung,  als  es  durch  sie  gelingt,  die  polar-reciproken 
singulären  Vielflache  in  einfacher  Abhängigkeit  von  einander  zu  zeigen.  Auch  zur  Auffindung  der  autopolaren  Viel- 
flache ist  die  Methode  dann  dienlich. -j  Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass  bei  Hermes  die  Ableitung  der  singulären 
Vielflache  aus  den  allgemeinen  in  andi-er  Weise  erfolgt,  als  in  unsrem  Texte  erläutert  -wTirde.     Entfernt  man  nämlich 


bei   einem   singulären   Vielflache    V  mit  e  Ecken,   unter   denen    sich  fi  mit  m^,  - 


m-u  Kanten  (»i  >  3)   befinden, 


Fig   67  a. 


Fig.  67  b. 


alle  diese  mein-  als  di-eikantigen  Ecken  durch  ebene  Schnitte,  so  entsteht  ein  allgemeines  Vielflach  V^  mit  e^  Ecken 
und  /;  Flächen,  und  es  ist:  e^  =  e  —  fi  +  m^  +  m.,  +  .  .  .  -f-  ni,,  ^  e  -f  ^»«  —  ,«,  /o  =  /'  +  f-  Da  nun  e^  gleich 
2/Ö  —  4  ist,  so  kommt  e  -\-  Zm  —  ,«  =  2/"  +  2,u  —  4,  oder  2f  —  e  =  2;»«  —  3fi  +  4.^)  Umgekehi-t  erhält 
man  ein  singuläres  Vielflach  aus  einem  allgemeinen,  indem  man  auf  einer  oder  mehreren  der  mehrkantigen  Flächen  a 
des  allgemeinen  Vielflaches  Pyramiden  errichtet,  deren  Seitenflächen  in  den  Ebenen  der  Nachbai-flächen  jener  zur  Basis 
gewälilten  Fläche  a  liegen;  die  also  entstehen,  indem  man  alle  Nachbarflächen  einer  mehr  als  dreikantigen  Fläche 
eines  allgemeinen  Vielflaches  zmn  Schnitt  bringt.'')  Diese  Nachbai-flächen  verlieren  dadurch  je  eine  Ecke.  Es  sind 
daher  nm-  solche  Flächen  c  zm-  Konstruktion  verwendbar,  von  deren  Nachbarflächen  keine  di-eikantig  ist.  Auch  sind 
bei  Fortsetzung  der  Konstruktion  alle  Flächen  cc  ausgeschlossen,  die  mehr  als  dreikantige  Ecken  besitzen.")  Ein 
bestimmtes   singuläres   Vielflach    Y  ist   demnach    aus    einem    allgemeinen    F^  abzuleiten,    dessen    Flächenzahl    um    die 

Anzahl  der  mehrkantigen  Ecken  von  V  gi-össer  ist,  als  die  Fläohen- 
zahl  von  V.  Nun  besitzt  V  das  Maximum  mehrkantiger  Ecken, 
wenn  die  Ecken  durchweg  vierkantig  sind.  Dann  wü-d  die  zuletzt 
geschriebene  Gleichung  2 /'  —  P4  =  4 c^  —  '^c^-\-\,<i.\i.e^^f  —  2  =  fi, 
also  fg  =  2f — 2.  Im  ungünstigsten  Falle  braucht  man  also  zur 
Herstellung  der  Typen  des  singulären  »^-flaches  noch  die  allgemeinen 
(2w  —  2)-flache,  z.  B.  zm-  Erzeugimg  der  singulären  Achtflache 
noch  die  allgemeinen  Vierzehnflache,  da  füi-  n  =  8  in  der  That  ein 
singuläres  Vielflacb  mit  dm-chweg  %ierkantigen  Ecken  existiert.^) 
Die  Bezeichnung  des  singulären  Vielflaches  und  seine  Ableitimg  aus 
dem  allgemeinen  sei  durch  das  folgende  Beispiel  erläutert. 

Das  in  Fig.  67  a  dargestellte  Neunflach  /X33  (nach  Taf  HI 
hat  die  Formel:  (5;  5,4,5,5,4;  5,  5,  4(i) ),  wobei  der  Iudex  (l' 
die  Fläche  heraushebt,  die  durch  Aufsetzen  einer  Pyramide  eliminiert 
werden  soll.  Diese  Elimination  führt  zu  dem  Achtflache  Fig.  67b 
mit  der  Formel:  (5;  5,  4(2),  4i,  4;,  4;  4i,  -l^,  ij).  Hier  deuten  die 
Indices  1  an,  dass  an  den  betr.  Flächen,  die  der  eliminierten 
Fläche  4j  benachbart  waren,  eine  mehi-  als  dreikantige  Ecke  liegt, 
so  dass  also  nur  die  den  Zahlen  ohne  Index  zugehörigen  Flächen 
ringsum  von  dreikantigen  Ecken  umgeben  sind  und  für  die  weitere  Konstruktion  in  Beti-acht  kommen.  4i  bedeutet 
die  vierkantige  Ecke,  die  an  Stelle  der  Fläche  4i  getreten  ist.  Die  Elimination  eines  der  noch  hierzu  verfügbaren 
Vierecke  (z.  B.  4(2)  in  Fig.  67b)  führt  zu  dem  Siebenflache  Fig.  67c  mit  der  Formel:  (4^;  4^,  Aj,  Si,»,  4i,  4(s); 
4i,4j,  81,2),  und  die  Elimination  des  Vierecks  4(3)  endlich  ergiebt  das  Sechsflach  Fig.  67  d,  dessen  Formel 
(32,3;  32,3, lo,  3i,2,  3i,3,  4^;  3i,3,  4i,  81,2)  ist.     Die  Anzahl   der  Indices  an  einer  Fläche   zeigt  hier  an,  wieviel  mehr- 

1)  a.  a.  0.  S.  308  ff. 

2)  Nach  briefl.  Mitteilungen, 
Verf.  (z.  Z.  noch  nicht  veröffentlicht.) 

3)  Den  reciproken  Satz  und  das  Verhältnis  beider  Sätze  zum  Eulerschen  Satz  s.  a.  a.  0.  S.  306. 

4)  Es  lässt  sich   nach   früherem  stets  unter  den  unendlich  vielen  isomorphen  Typen  eines  bestimmten  allgemeinen 
Vielflaches  einer  finden,  bei  dem  die  n  Nachbarflächen  einer  Fläche  durch  einen  Punkt  gehen. 

5)  Weitere  Beschränkungen  3.  a.  a.  O.  S.  307. 

6)  Zur  Ableitung  der  singulären  Fünf-,  Sechs-,  Siebenflacho  hat  man  die  allgemeinen  Vielflache  bis  zu  n  =  G,  9,  U 
Flächen  nötig,  da  bei  den  genannten  singulären  Vielflachen  nicht  alle  Ecken  vierkantig  sein   können.     Vergl.  a.  a.  0.  S.  312. 


Fig.  67  d. 


Die  betr.  Untersiiohungeu  bilden  den  Inhalt   des  dritten  Teiles  ders.  Abhandlung  des 
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kantige  Ecken  diese  Fläche  besitzt.  —  Hermes  giebt  S.  316 — 333  a.  a.  0.  das  vollständige  Verzeichnis  der  singu- 
lären  Fünf-,  Sechs-,  Sieben-  und  Achtflache'),  worin  ein  Hauptverdienst  der  Abhandlung  besteht.  Auf  die  weiteren 
sich  anschliessenden  interessanten   Untersuchungen  dieser  Vielflache  (a.  a.  0.  S.  333 — 353)  sei  hier   nur  hingewiesen. 

—  Wir  wenden  uns  im  folgenden  zurück  zur  Morphologie  der  alhjcnirincn  Vielflache  im  Sinne  Eberhards, 
dem  auch  die  Betrachtungen  über  Stamm-  und  Scheitelflächensysteme,  sowie  über  die  Kreuzungskanten  bereits 
angehörten. 

77.  Die  Kanteiipolyj^one  eines  Vielflaches.-)  Ein  einfaches,  einteiliges  Kantenpolygon  F  auf  einem 
w-flach  An  ist  eine  Folge  beliebig  vieler  Kanten  fcj,  /cg, .  .  .  ]c,„,  in  welcher  der  Endpunkt  einer  Kante  h;  mit 
dem  Anfangspunkte  der  nächsten  Kante  /.•,_)_  i  zusammenfällt  und  der  Endpimkt  der  letzten  Kante  Jc„,  identisch 
mit  dem  Anfangspunkte  der  ersten  Kaute  l\  ist.  Schneidet  sich  P  nicht  selbst,  so  wird  die  Oberfläche  von  A„ 
durch  P  in  zwei  einfach  berandete  Flächenstücke  S^  und  S^  geteilt,  deren  Ränder  P^  und  P.^  isomorph  mit  P 
sind.  Es  heissen  nämlich  zwei  Polygone  P  imd  P'  isomoi-ph,  wenn  sich  ihre  —  an  Zahl  gleichen  —  Kanten 
kl,  k-2  ...  Ä„,  und  /i''i,  74  . . .  k',,,  so  ordnen,  dass,  falls  irgend  welche  aufeinaiulerfolgende  Kanten  k;,,  k>,.^i  .  .  .  kx  +  u  iu 
einer  Ebene  liegen,  dies  auch  für  die  Folge  entsprechender  Kanten  k'x,  /.i_|_i  .  .  .  Äi+,,  gilt.  —  Man  nennt  die 
Flächen  von  S^,  von  denen  nur  eine  Kante  dem  Polygone  P  angehört,  zurücktretende  Flächen  von  S^,  die 
andern  vorgeschobene  Flächen.  Das  Entsprechende  gilt  für  S.j^.  Bezeichnet  man  mit  6;,  und  Ci,  die  Menge 
der  Randflächeu  ß  von  iS'j   bez.  y  von  &,  welche  h  auf  einander  folgende  Kanten  des  Polygons  P  enthalten, 

so  ist  die  Zahl  m  aller  Kanten  von  P  sowohl  durch  h^  -\-  "^K  -\-  'i^h^  -\- als  auch  durch  c^  -\-  2c^  -\-  Zc^... 

ausgecb-ückt.  Nun  gehören  die  erste  und  letzte  Kante,  die  eine  vorgeschobene  Fläche  von  S^  in  P  hat, 
zu  einer  vorgeschobenen  Fläche  von  S.^,  d.  h.  zu  einem  vorgeschobenen  w-eck  ß  gehören  n  —  2  zurücktretende 

Flächen  /,  also  ist  deren  Gesamtzahl  Cj  =  \  -\-  2h^-\-  ^b,, Analog  ist  b^  =  c^  -\-  2c^  -\-  ?>Cr,  -\- 

Zieht  man  von  b^^  -\-  2b.,  -\-  ?>b.^  ^  .  .  ^  c^  -\-  2c„  -\-  'Ac,^  -\-  .  .  .  die  Gleichungen  b^  =  i:^  -\-  2c^ -\-  .  .  .  und 
\-\-  2h^-\-  .  .  .  =  c^  ab,  so  kommt  nach  Division  durch  2 -.b:^  -\-  b^  -{-  b^  -{-  .  .  ^=  c.^  -\-  c^  -\-  c^  .  .  .  d.  h.  die 
Anzahl  der  vorgeschobenen  Flächen   von  S^  und  S.^  ist   dieselbe.     Bezeichnet    m;in    diese   Anzahl    mit  v,   und 

schreibt  den  obigen  Wert  für  m  in  der  Form:  m  ^  b^  -{-  2  (b.;^  -\-  b.j  -\-  b^  -\-  .  .)  -{-  b.^  -}-  2b^  -{-  2b-  -\- 

so  ergiebt  dies:  tn  =  fcj  +  2v  -\-  q,  d.  h.:  Die  Zahl  aller  an  ein  Polygon  P  grenzenden  Flächen  &i  +  Cj  +  2v 
ist  gleich  der  Zahl  seiner  Kanten;  jede  Fläche  so  oft  gezählt,  als  sie  getrennte  Kantenfolgen  in  P  enthält;  und: 
Ein  Polygon  P  besitzt  stets  eine  gerade  Anzahl  2  v  gemeinsamer  Kantin  zweier  vorgeschobenen  Flächen  ß  und  y. 

Denkt  man  sich  die  Kanten  des  Polygons  P,  die  derselben  Grenzfläche  angehören,  durch  die  übrigen 
Kanten  der  Grenzfläche  ersetzt,  d.  h.  schafft  man  eine  Fläche  von  S^  gewissermassen  auf  die  andre  Seite  des 
Polygons,  dass  sie  S,^  angehört,  so  heisst  das  neue  Polygon  P'  ein  Nachharpolygon  von  P.  Aus  dem  vorher- 
gehenden folgt  dann:  Jedes  Polygon  P  besitzt  m  Nachbarpolygone. 

Denkt  man  sich  durch  zwei  auf  einander  folgende  Kauten  von  P  die  Ebene  gelegt,  d.  i.  nichts 
anderes,  als  die  Ebene  einer  an  P  grenzenden  Fläche  des  Vielflaches,  so  liegt  dieses,  da  es  konvex  voraus- 
gesetzt ist,  lediglich  auf  einer  Seite  dieser  Ebene.  Umgekehrt  lässt  sich  zeigen'),  dass  ein  beliebig  im 
Räume  gegebenes  (aus  Strecken  zusammengesetztes)  Polygon  P  =  /,•,  fc^  .  .  .  km  als  Kantenpolygon  eines  kou- 
vexen  Vielflaches  aufgefasst  werden  kaini,  weini  jede  durch  zwei  oder  mehrere  auf  eiiumdor  folgeiulc  Kanten 
gehende  Ebene  alle  übrigen  Kanten  des  Polygons  auf  ein  und  derselben  Seite  liegen  hat.  Wie  ferner  nach 
früherem  isomorphe  Polyeder  durch  Variation  der  Grenzebenen  stetig  in  einander  übergeführt  werden  können, 
so  können  auch  zwei  isomorphe  Kantenpolygone  —  man  denke  sie  sich  als  Polygone  isomorpher  Vielflache 

—  unter  Erhaltmig  ihres  morphologischen  (.'harakters  stetig  in  einander  übergeführt  werden.  Hat  man  mm 
auf  einem  Vielflache  An  ft  I'olygone  P^,  P.^,  .  .  .  Pf,,  die  sich  nicht  selbst  oder  gegenseitig  durchsetzen, 
und  zerschneidet  man  das  Vielflach*)  längs  dieser  Polygone,    so  zerfällt   (^s    in  ji   einfach   berandete   und   ein 

1)  Es  ist,  wenn   Vn,i  flio  Anzahl  der  singuUlren  H-hachc  mit  i  mehrkantigen  Ecken  bezeichnet:   Fs.i  =  1;   ^'c,,i  =  3, 

K,;,v.=  l,     K(!,3=l;    ^7,1=11,    ^7,2=11,    F7,3=6,    ^7,4=1;    F8,l  =  64,    F8,2=93,    F8,3=70,     r8,4=23,     F8,5=2,    F8,6=l. 

Die  zugehörigen  Figuren  sind  nach  den  bei  Hermes  angeführten  Formeln  leicht  herzustellen. 

2)  Im  folgenden  ist  nur  von  allgemeinen  Viclflachen  die  Hede,  wenn  nichts  Besonderes  bemerkt  ist. 

3)  Eberhard,  Morphologie.  S.  57.  4)  Selbstverständlich  ist  hier  und  weiterhin  stets  die  Oberfläche  gemeint. 
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ft-fach  berandetes  Flächenstüek.  Ist  also  umgekehrt  eine  durch  die  Polygone  P^,  P,,  .  .  .  Pf,  ft-fach 
heran dete  polyedrische  Fläche  gegeben,  so  kann  man  sie  durch  jt  einfach  berandete  Flächenstücke 
Sj^,S.2...S„  schliessen,  falls  deren  Randpolygone  P^,P.^,  ...  Pi  isomorph  mit  P.^,P.^,  . ..  P^,  sind,  lediglich 
durch  Variation  jener  Polygone  unter  Erhaltung  ihres  morphologischen  Charakters. 

78.  Enthaltende  (redncible)  nud  euthalteue  Vieltlache.  Ervveiternug  eines  Vielflaches.  Sind  üie 
eben  besprochenen  Polygone  P^,  P.,,  .  .  .  Pa  des  Vielflaches  Ä,,  so  beschaffen,  dass  sich,  mit  Weglassung  des 
fi-fach  berandeteu  Stückes,  die  jt  polyediischen  Flächenstücke  S^,  S.^,  .  .  .  S^,  (natürlich  nach  Variation  der 
Grenzebenen,  welche  den  morphologischen  Charakter  nicht  ändert)  zu  einem  neuen  Vielflach  Ap  (Tvop<M  ist) 
zusammensetzen  lassen,  so  heisst  dieses  neue  Vielflach  Aj,  enthalten  in  An,  oder  enthaltenes  Vielflach,  imd 
A„  heisst  das  cntlialtende  (reclucible)  Vielflach.  Umgekehrt  wird  sich  dann  aus  Ap  durch  Zerschneidung  längs 
gewisser  polygonaler  Züge,  wodurch  die  Oberfläche  in  jt  einfach  zusammenhängende  Stücke  zerfällt,  und 
Einfügung  des  ft-fach  berandeten  Flächengürtels  zwischen  die'  nun  getrennten  Teile  »S^ ,  5o ,  .  .  .  >S'^  durch 
Enveiterung  das  Vielflach  An  herstellen  lassen.  Existiert  nun  auf  einem  Vielflache  ein  System  von  Poly- 
gonen Pi,...Pu,  von  denen  jedes  mit  einer  bestimmten  Anzahl  der  anderen  längs  je  eines  bestimmten  Zuges 
dentisch  ist,  welche  das  Vielflach  in  fi  einander  ausschliessende  Stücke  Sj,&,...Su.  teilen,  imd  lassen  sich 
diese  Stücke  nach  Zerschneidung  des  Vielflaches  längs  der  polygonalen  Züge  nach  Einfügung  von  Envcitcrungs- 
flächen  an  ihi-en  Rändern  zu  einem  neuen  Vielflach  schliessen,  so  heisse  das  System  der  Polygone  ein 
Erweiterungsnetz  des  ursprünglichen  Vielflaches.  Wie  längs  eines  solchen  Erweitenmgsnetzes  stets  aus 
einem  ursprünglichen  A,,  ein  erweitertes  A„j^y  erhalten  werden  kann,  zeigt  die  folgende  Konstruktion.  Es 
bestehe  zunächst  das  Netz  nur  aus  dem  einen  Polygone  P,  und  S,^  und  S  seien  die  einfach  durch  P 
berandeten  Teile,  in  welche  das  Vielflach  An  durch  Zerschneidung  längs  P  zerfällt.  Die  Randflächen  auf 
/Sj  seien  ß^,  ß.,,  .  .  .  ß,,  die  auf  S  seien  y-i ,  y-i ,  ■  ■  ■  Yk-  Auf  den  beiden  Randgürteln  der  ß  und  y  konstruiere 
man  die  mit  P  isomorphen  Polygone  P'  und  P"  —  in  Fig.  G8  punktiert  gezeichnet  — ,  welche  die  mit 
Äj  und  S  isomorphen  polyedrischen  Flächen  S/  und 
S'  beranden.  Man  orientiere  dann  die  beiden  Poly- 
gone   P'   und    P"    so,    dass    jede    Kantenfolge,    die  \        y„ 


Fig.  6S. 


Fig.  60. 


in  P"  auf  einer  und  derselben  Fläche  y  verläuft,  in  P'  in  einer  Ebene  liegt,  und  dass  umgekehrt  jede 
Kantenfolge,  die  in  P'  in  derselben  Fläche  ß  verläuft,  in  P"  in  einer  Ebene  liegt.  Legt  man  dann  durch 
alle  Kanten  von  P'  und  P"  Ebenen,  durch  die  Kantenfolgen  die  schon  erwähnten,  durch  Einzelkanten  —  wie 
die  Mittelkante  auf  /3.,  (Fig.  G8),  welche  der  einzelverlaufenden  Kante  von  P"  auf  75  entspricht  —  beliebige, 
so  bringt  man  diese  Ebenen,  deren  Anzahl  gleich  der  Zahl  m  der  Kanten  des  Polygons  P  ist,  leicht  so  zum 
Schnitt,  dass  gerade  das  Polygon  P  von  dem  Vielflach  abgeschnitten  wird,  und  zwischen  die  beiden  Rostandteile 
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S'  und  Sj'  ein  Gürtel  von  m  Flächen  eingeschaltet  ist.  Vergl.  Fig.  69,  S.  100.  Die  hier  stark  gezeichneten 
Polygone  sind  die  punktierten  der  Fig.  68.  Die  eingeschalteten  Flächen  d\  die  an  S'  gi-enzen,  sind  an  Zahl 
den  ß  gleich,  denn  sie  grenzen  an  entsprechende  Ufer  der  isomorphen  Polygone;  die  Flächen  e  stimmen  an 
Zahl  mit  den  y  überein,  aus  demselben  Grunde.  P  hatte  m  Kanten.  Dies  war  nach  dem  früheren  Satze 
auch  die  Anzahl  ß  -{-  y  der  Flächen;  also  sind  auch  m  =  d  -\-  e  Flächen  eingeschaltet,  und  das  die  Flächen  d 
und  £  trennende  neue  Polygon  ist  somit  ebenfalls  »«-kantig.  Längs  dieses  neuen  m-kantigen  Polygons  kann 
man  mittels  derselben  Konstruktion  wieder  »i  Flächen  einschalten  u.  s.  w.  Man  kann  somit  durch  Erweitei'ung 
längs  eines  jw-kantigen  Polygons  P  aus  einem  Vielflach  A^  ein  Vielflach  A„^am  konstruieren,  wo  0  jede 
beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Da  man  ferner  das  Polygon  P  beliebig  wählen  kaim  (die  Beschränkungen 
s.  später),  so  lässt  jedes  Vielflach  unbeschränkt  viel  Erweitemngen  zu,  auch  von  einer  nicht  durch  m  teilbaren 
ganz  beliebigen  Anzahl  von  Flächen,  da  man  ja  auf  dem  eingeschalteten  Gürtel  durch  Abschneiden  von 
Ecken  und  Kanten,  d.  h.  durch  eine  der  drei  Fundamentalkonstruktionen,  beliebig  viel  Dreiecke,  Vierecke  und 
Fünfecke  einfügen  kann. 

Besteht  das  Erweiterungsnetz  aus  mehreren  Polygonen  Pj ,  P^, , .  .  .  P^, ,  die  sich  nicht  schneiden 
so  fühi-e  man  die  obige  Konstruktion  zunächst  an  einem  Polygone,  etwa  Pj ,  aus.  Auf  dem  erweiterten  Viel- 
flache sind  noch  den  P^,  P3,  .  .  .  P^,  isomoi-phe  Polygone  enthalten,  da  ja  das  „ausserhalb"  Pj  befindliche 
polyedrische  Flächenstück  S  nicht  morphologisch  geändert  worden  ist.  Nun  erweitere  man  läno-s  P.,  u.  s.  w. 
Das  schliesslich  erhaltene  Vielflach  enthält  die  jt  von  den  Polygonen  P,  einfach  berandeten  Flächenstücke 
Si,  S^  .  .  .  Sfi  in  durchaus  getrennten  Lagen. 

Jeder  Bestandteil  iS  muss  mindestens  drei  Flächen  enthalten.  Denn  besteht  S^  nur  aus  einer 
Fläche  «,  so  liegen  alle  Randkanten  des  übrigen  Teiles  von  A„  in  einer  Ebene,  und  da  in  einer  Ecke  nur 
drei  Flächen  zusammenstossen  dürfen,  so  kann  man  an  den  Rand  von  A„  —  S'i  keine  andern  Flächen 
ansetzen,  als  eben  wieder  die  Fläche  u.  Entsprechend  ist  die  Überlegung,  wenn  ä,  nur  zwei  Flächen  a  und  ß 
enthält.  Dagegen  kann  man  wohl  einzelne  Flächen  a,  ß  .  .  .  isolieren,  nur  müssen  die  sie  berandenden  Poly- 
gone sich  um  mehrere,  f/etrennte  Flächenstücke  S;  erstrecken.  Ein  Beispiel  hierfür  zu  geben  wird  sich  in 
Nr.  83  Gelegenheit  finden.  (Vergl.  Fig.  3''  Tafel  VI.)  Woran  erkennt  man  nun,  dass  ein  Vielflach  A'  durch 
Erweiterung  aus  einem  andern  Vielflach  A  entstanden  ist,  d.  h.  dass  A'  enthaltendes  (reducibles)  Vielflach 
ist?  Dass  es  nicht-enthaltende  (irreducible)  Vielflache  giebt,  lehren  das  Vier-,  Fünf-,  Sechs-  imd  Siebenflach- 
denn  aus  diesen  lassen  sich  keine  Flächen  ausschalten,  so  dass  die  Restflächen  für  sich  zur  creschlosseuen 
Oberfläche  eines  Vielflaches  zusammenfügbar  bleiben.  Soll  ein  Vielflach 
enthaltend  sein,  so  muss  auf  ihm  eine  ft-fach  berandete  (ft>2)  polyedrische 
Fläche  I f,  existieren,  deren  [t  Randpolygone  Pi,...Pf,  folgende  Eigenschaften  /*^     Vj.^'.  % 

besitzen:   Sie   müssen  sich  so   in  einzelne  getrennte   Stücke    (Kantenfolgen)         /    '•,    \    ^\    "'  "  i 
zerlegen  lassen, 

Pa  ^^  ^A ,  1  +   ^/i ,  2   -f-   ■   •  •   +  4 ,  /.  —  1    -|-   '/, ,  i  -f  1   +   •   •   ■   +   ?/, ,  ,1  I    ^i     /■  I         I 

(/«=1,2,....«)')  J/'.fl/'^    ^''^     ^' 

—  jedes   Polygon  P/,   in   Bezug   auf  den   eingeschlossenen   Bestandteil  S/,  in  \  ,  j     J  p 
demselben   positiven  Sinne,   d.  h.   dass   ein   im   Polygone    wandernder   Punkt 

die  eingeschlossene  Fläche  Sh   zur  Linken  hat,  durchlaufen  — ,   dass   erstens  X^'*""--  -...';, 

je    zwei    Kantenfolgen   +  ^'.*  ""^^   + '«, <   entsprechend    isomorph    sind,    dass  — ^^ 

zweitens    in    P.-  und   Pu    auf   die   Züge   -}- if,,t    und    — /j.,,    resp.    zwei   Züge  rig.  70. 

+  li^K  und  — 4,i'  folgen,   und   dass  drittens  in  P*'  an  den  Zug  +  (!*■,,  sich 

der    Zug   -j-  i^'^i.    schliesst.     Als    Beispiel    diene    ein    in    Fig.  70    dargestelltes    reducibles    Vielflach    mit    vier 
Polygonen    Pj,   Pj,,   P^,   P,,,    welche    die    polyedrischen    Flächen    S^,  5'„,   S.^,   iS',    einfach    beranden.     Nach 


* ...  -  - • - " " 


1)  Natürlich  braucht  das  /t'"  Polygon  V,^  nicht  sämtliche  Kantenfolgen  ?^  ^   (t  =  1,  2  .  .  .  ji,   aber  verschieden  von  /i) 
zu  enthalten.    Vergl.  das  folgende  Beispiel. 
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Ausschaltung  der  vierfach  berandeten  Fläche  I\  lassen  sich  dann  die  vier  Stücke  S^,  S^,  S.^,  S^  zu  dem 
Vielflache  Fig.  7 1  zusammensetzen.     Die  vier  Polygone  sind  hier : 

P,  =  /i,. +  /,,,,, 

Ps  ^  4, 1  -f"  ?2, 3  +  h. -1  -\-  h,S) 

P3  ^  (s,  1  -|-  h,  i  -\-  h,i  -\-  h.i, 

P,  =  h.,  +  k,. 
Die  einzelnen  Züge  sind  in  der  Figur  durch  schärfer  hervortretende  Punkte  getrennt. 
Zu  jedem  Zuge  existiert  ein  isomorpher,  z.  B.  ist  Zi,3  isomorph  mit  — ?3, 1.  Auch  die 
andern  obigen  Bedingungen  sind  erfüllt.  Z.  B.  folgen  in  P^  und  P3  auf  die  Züge 
+  ?2,3  und  —  Z3  2  bez.  die  Züge  -|-  Ij^^  und  —  l^^i,  und  in  P4  schliesst  sich  an  den 
Zug  +  ?4,  s  der  Zug  -|- ?4,3-  — ■  Ein  weiteres  Mittel,  ein  gegebenes  Vielflach  A„  auf  seine  Reducierbarkeit 
zu  prüfen,  wird  sofort  gegeben  werden. 

79.  Die  charakteristische  (lieichuug  eines  Vielflaches.     Definitionen  verschiedener  Erweiterungen. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  für  ein  (allgemeines)  Ji-flach: 

f^  +  fi+f^-\ h/.-i=w     und     3/3  + 4/4  H h(«-l)/;- i  =  6m-12 

folgt,  wenn  man  die  erste  mit  sechs  multipliziert  und  dann  die  zweite  subtrahiert: 

3/3  +  2 A  +/5  - /7  -  2/s in  —  7)/„_,  =  12 , 

d.  h.  die  linke  Seite  dieser  Gleichtmg  hat  den  von  der  morphologischen  Eigenart,  d.  i.  von  der  Zahl  und 
Art  der  Flächen  des  Vielflaches  invarianten  Zahlenwert  12.  Diese  Gleichung  soll  die  charaMeristische  Gleichung 
des  allgemeinen  n-flaches  heisseu.  Die  nächste  Nimimer  wird  weiter  auf  sie  eingehen;  hier  dient  sie  nur 
zu  folgender  Betrachtung.  Es  sei  mit  Bezug  auf  che  vorhergehenden  Untersuchungen  /",'  die  Zahl  der  /-ecke 
der  polyedrischen  Einschaltungsfläche  F„  und  /',  die  entsprechende  Zahl  für  das  enthaltene  Vielflach,  also 
f,  -\-  f'  die  Zahl  der  /-ecke  in  dem  enthaltenden  Vielflache.     Dann  ist 

3  (/3  +  /.,')  +  2  {f\  +  0  +  /;  +  /,;'  -  if,  +  /■,')  -  2  if,  +  /■/)-■■•  =  12, 

und  da  die  charakteristische  Gleichung  auch  für  das  enthaltene  Vielflach  gilt,  S/j -j- 2/'^ -|- /j — /', ==12. 

Durch  Subtraktion  beider  Gleichungen  ergiebt  sich  für  die  Begrenzungsflächen  der  Einschaltungsfläche  I\ 
die  Relation:  8/3'  +  2/^'  +  f-^'  —  /"/  —  2/^"  —  •  •  •  =  0.  Sie  giebt  ein  Mittel  an  die  Hand,  um  zu  untersuchen, 
ob  ein  gegebenes  Vielflach  enthaltend  ist,  und  um  die  etwa  in  ihm  enthaltenen  Vielflache  zu  bestimmen. 
Sehr  bemerkenswert  ist  dabei,  dass  diese  Relation,  ebensowenig  wie  die  charakteristische  Gleichung,  die  Zahl 
der  Sechsecke  enthält;  diese  können  also  in  Ff,  noch  in  beliebiger  Anzahl  vorkommen.  Hat  die  Gleichung 
die  Lösungen  /j  =  f^  =  /■,  =  /"_  =  ■••  ^  0,  so  besteht  Ff,  nur  aus  Sechsecken.  Eine  solche  Erweiterung 
heisse  FRementarerueikrung;  das  Polygonnetz  auf  A„,  das  eine  solche  Erweiterung  zulässt,  heisse 
FRementarnetz  und  die  polyediüsche  Fläche  P),,  die  lediglich  aus  Sechsecken  zusammengesetzt  ist,  werde 
ein  Hexagonoid  genannt.  Besteht  das  Elementarnetz  nur  aus  einem  einzigen  Polygone  P,  so  heisse  dieses 
ein  Elementarpolygon,  imd  die  aus  Sechsecken  bestehende  nur  zweifach  berandete  Erweiterungsfläche  soll 
FJlemenkirgiirtel  heissen.  Ein  Elementarpolygon  P,  welches  das  Vielflach  in  die  beiden  Bestandteile  S^  und 
S2  so  teilt,  dass  sich  zwischen  den  Rändern  P'  und  P"  von  S^  und  S^  eine  einfache  Bcihe  von  Sechsecken 
derart  einschalten  lässt,  dass  jedes  Sechseck  zugleich  Kanten  von  P'  und  P"  enthält,  wird  Normalpolygon 
genannt;  die  einfache  Reihe  von  Sechsecken  heisst  Normalgürtel.  Die  Wichtigkeit  und  Notwendigkeit  der 
Einführung  dieser  neuen  Begriffe  ergiebt  sich  aus  den  weiteren  Untersuchungen. 

80.  Einteilung  der  Vielflaehe  in  BereicJie,  Sfännne  und  Familien.  Die  charakteristische  Gleichung  für 

die  allgemeinen   Vielflache  lässt  sich   in  die  beiden  Gleichungen  zerfallen: 

3/h  +  2/4  +  /s  —  12  =  m ,       /,  +  2/h  +  a/i,  H =  m  , 

worin  )«  eine  positive  ganze  Zahl  ist.  Sie  sollen  weiterhin  kurz  als  die  beiden  Stammgleichungcn  bezeichnet 
werden.     Alle  Vielflache,  die  zu  demselben  Werte  von  m  gehören,  sollen  einen  Bereich  bilden.     Es  werden 
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also  dem  Werte  von  m  gemäss  sämtliche  vorhandeneu  Vielflache  in  die  Bereiche  B^,  B^, .  .  .  Bm  eingeordnet. 
Für  einen  bestimmten  Wert  von  m,  d.  h.  in  einem  bestimmten  Bereiche,  existiert  (so  lange  ni  endlich  ist) 
eine  ganz  bestimmte  Anzahl  von  Lösungen  fi,t\,f;,,t\>fs  ■  ■  ■  der  beiden  Stammgleichiingen.  Alle  Vielflache, 
die  zu  demselben  Lösungssystem  gehören,  bilden  einen  Stamm.  Danach  besitzt  jeder  Bereich  eine  be- 
stimmte endlidie  Anzalü  von  Stämmen.  Alle  Vielflache  desselben  Stammes  können  sich  in  zweierlei  Hinsicht 
von  einander  unterscheiden.  Erstens  in  der  Aliordnung  der  Flächen  des  für  ilen  Stamm  charakteristischen 
Lösiingssystems  /j, /i  ■  ■  • /s  •  •  •  und  zweitens  in  der  Ajizahl  der  Sechsecke,  die  von  dem  Lösmigssystem 
unabhängig  ist.  Nicht  alle  Lösungen  des  Systems  der  Stammgleichimgen  werden  ja  für  sich  die  Oberfläche 
eines  existierenden  Vielflaches  bilden  können;  eine  gewisse  bestimmte  Minimalzahl  von  Sechsecken  wird 
unter  Umständen  zur  Konstruktion  hinzugenommen  werden  inüssen.  Lassen  sich  aus  einem  aus  dem 
Lösungssystem  der  Stammgleichungen  und  einer  gewissen  Anzahl  von  Sechsecken  konstniierten  Polyeder 
keine  Sechsecke  ausschliesseu,  so  dass  die  Restflächen  allein  ein  Vielflach  bilden  können,  so  heisst  das 
Polyeder  irreducibel,  im  andern  Falle  reducihel.  Jeder  Stamm  enthält  dann  eine  endliche  Anzahl  irreducihler 
Stammvielflache.  Aus  jedem  dieser  irreduciblen  Stammvielflache  lassen  sich  nun  durch  Elementarerweiterung 
d.  h.  Einfügung  von  weiteren  Sechsecken,  unbegrenzt  viele  Vielflache,  die  also  reducibel  sind  (eben  auf  das 
Stammvielflach)  ableiten.  Alle  so  aus  demselben  irreduciblen  Stammvielflach  abgeleiteten  Vielflache  gehören 
zu  derselben  Familie.  Es  gilt  sonach,  um  das  Gesagte  zusammenzufassen:  Die  Vielflache  zerfallen  in  imendlich 
viel  Bereiche  Bg,B^,B2  .  .  .,  jeder  Bereich  hat  endlich  viel  Stämme  2J,},,  Z!,f,,  .  .  .,  jeder  Stamm  hat  endlich  viel 
irreducible  Vielflache  und  somit  endlich  viel  Familien,  jede  Familie  hat  unendlich  viel  Typen,  die  sich  nur 
durch  die  Einschaltungsflächen,  welche  lediglich  aus  Sechsecken  bestehen,  imterscheiden. ^)  Hiernach  sind 
sämtliche  existierenden  Vielflache  eingeteilt,  allerdings  nicht  nach  der  blossen  Anzahl  ihrer  Grenzflächen, 
sondern  nach  ihrer  morphologischen  Ahhümjigkeit  von  einander,  und  für  jedes  vorgelegte  Vielflach  lässt  sich 
der  Platz  in  diesem  System  sofort  angeben. 

8L  Stellung  der  weitereu  Probleme.  Ein  Vielflach  ^1,,+^,  das  durcli  Elementarerweiterimg  aus 
einem  irreduciblen  Vielflach  A^  entstanden  ist,  besitzt  dieselben  charakteristischen  Zahlenwerie  der  f\,f\  u.  s.  w. 
und  gehört  zu  demselben  Stamme  und  Bereiche.  Zur  Ableitung  aller  möglichen  Polyedertjrpen  wird  man 
sich  also  auf  die  Stammpolyeder  beschränken  können.  Für  jedes  derselben  sind  dann  die  Polygone  bez. 
Erweiterungsnetze  zu  bestimmen,  längs  denen  eine  Einschaltung  von  hexagonoidischen  Flächen  statthaft  ist.  Es 
sind  also  die  Eigenschaften  solcher  Polygone  im  folgenden  zunächst  zu  untei-suchen;  es  ist  ferner  zu  zeigen, 
in  welcher  Weise  die  gewünschte  Erweiterung  zu  erledigen  ist.  Von  besonderer  Wichtigkeit  wird  dabei  die 
Betrachtung  der  hexagonoidischen  Einschaltungsfläche  F^,  an  sich  sein.  Dann  sind  noch  die  Fragen  zu 
beantworten,  welche  für  die  Einteihmg  der  Vielflache  in  der  geschilderten  Weise  von  grundlegender  Bedeutung 
sind:  Gehört  zu  jeder  beliebigen  Zahl  m  ein  Bereich  von  Vielflachen?  Definiert  jedes  Lösungssystem  /",  der 
Stammgleichungcn  auch  wirklich  einen  Stamm  von  Vielflachen,  d.  h.  giebt  es,  unter  Umständen  mit  einer 
bestimmten  endlichen  Zahl  von  Sechsecken  verbunden,  wenigstens  zu  einem  Vielflach  Veranlassimg?  Die 
folgenden  Nummern  sollen  hierüber  Aufschluss  erteilen. 

82.  Die  Elementarpolysoiie  und  Elenieiitargürtel.  Unter  einem  Elementarpolygon  eines  Vielflaches 
war  ein  solches  zu  verstehen,  tlas  eine  Spaltung  des  Vielflaches  in  zwei  einfach  durch  dieses  Polygon  berandete 
Stücke  S^  und  S^  imd  Erweiterung  durch  einen  Elementargürtel,  d.  h.  einen  Gürtel  von  Sechsecken  zuliess. 
Es  sei  P  ein  solches  Elemeiitarpolygon  auf  yl„  und  mit  6r  sei  der  einzuschaltende  Gürtel  von  m  Sechsecken 
bezeichnet,  dessen  Randpolygone  jRj  und  iJo  ''i'^'*  isomorph  mit  P  sind.  Cr  besteht  im  allgemeinen  aus 
mehreren  Elementardrcifen,  d.  h.  einfachen  Reihen  von  Sechsecken,  von  denen  immer  nur  ein  vorhergehendes 
an  ein  folgendes  grenzt.  Teilt  man  den  Gürtel  von  li^  aus  in  solche  Elementarstreifen,  so  mögen  sich  r^ 
vollständige,  d.  h.  ringsum  geschlossene,  zwcifacli  berandete,  und  p,  unvollständige,  einfach  oder  mehrfach 
unterbrochene  Streifen  ergeben.     Die  entsprechende  Zerlegung  von  G  von  B^   aus  führe  zu  r^  vollstäudigen 


1)  Soweit  diese  Behauptungen  nicht  von  selbst  einleuchten,  sind  sie  später  zu  beweisen. 
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und  o.,  uuvoUstäudigen  Streifen.     Dann   lässt   sich  leicht  beweisen: ')    Wie  auch  der  Gürtel  G  beschaffen  sein 
mag,  es  gilt  stets  r^  =  r^  und  Qi  =  Q2,  d.  h.  die  Zahl  der  vollständigen  und  unvollständigen  Elementarstrerfen 
ist  unabhängig  davon,   ob    die  Zerlegung   des  Gürtels   von   dem   einen  oder  andern  seiner  Randpolygone  aus 
erfolu-t.     Die   Zahl   7  =  »"i  +  9i    der    vollständigen    und    unvollständigen    Streifen    heisst    die  Amplitude    des 
Gürtels  G.  —  Es  wird  nun  weiter  der  Satz  bewiesen:  Jedes  Folygm  Pj  auf  G,  welches  G  in  zwei  zweifach 
herandete  Gürtel  Gj  und  G^  teilt,  ist  ein  Eleimniarpolygon.     Denn  da  das  mit  B^  isomorphe  Polygon  B.,  ein 
Elementarpolygon   ist,   so    kann    man    an   E»   nach  Weglassung    der    polyedrischen    Fläche   S^   wieder    einen 
Gürtel    G/  ansetzen,   welcher   isomorph  mit   G-^  ist.     Dann  ist  das  Randpolygon  P„  dieses  Gürtels  natürlich 
isomorph  mit  F^,  und  die  Polygone  P,  und  P^  schliessen  einen   aus  m  Sechsecken  bestehenden  Gürtel  ein, 
d.  h.  aber,   P^,   an  welches  sich  dieser  Gürtel  {P^P.^  hat  ansetzen  lassen,   ist  ein  Elementarpolygon.  —  Es 
werde   nun    angenommen,   auf  dem  Gürtel  G  {Tt^P^}   seien   zwei   unter   sich  isomorphe  Polygone  Pj  und  Pj 
vorhanden,   die    sich   nicht   schneiden.      Dann    kami    bewiesen    werden;-)    Zuischeti   Pj  und  P«    liegt   auf  G 
stets  noch  ein  drittes  mit  den  Bandpolygmmi  E^   und  P^  des   Gürtels  isomorplies  Polygon  P^.     Ein  solcher 
Einschaltuugsgürtel    G,   welcher  zwei   isomorphe   Polygone   Pj    und   P,   enthält,    heisst    aber   dann   rediwibel, 
denn   er   zerfallt   in   die  Gürtel  G  {B^P^   und    G(^P,jB.^,   welche   von   isomorphen  Polygonen   berandet   sind; 
es  kann  also  einer  dieser  Teilgttrtel  weggelassen  werden  und  die  Stücke  S^  und  &  können  durch  den  andern 
Teilgürtel    allein    schon    zu    einem    erweiterten  Vieltiache  geschlossen  werden.     Ein   Gürtel   G    ist   demnach 
irreducibel,  tvenn  sich  auf  ihm  keine  isomorphen  Polygmie  P^  und  P.^  ziehen  lassen.     Hat  man  andrerseits  auf 
einem  Gürtel  G  alle  mit  B^  und  Pj  isomorphen  Polygone  B^R^ . .  B"  gezogen,  so  kann  man  ihn  in  0  +  1 
im  allgemeinen  nicht  isomorphe  irreducible  Elementargürtel  zerlegen.     Ist  6  =  0,  so  ist  schon  der  ursprüng- 
liche  Gürtel  irreducibel.     Es    gilt   mm    der  äusserst   wichtige   Satz:'^)    Die  Anzahl  der   zu   einem    beliebigen 
Elementmpolygonc  gehörigen  in-educiblen   und   aüomorphen   Elementm-gürtel    ist   endlich;    d.  h.    ein   bestimmtes 
Vielflach  A^  lässt  sich  längs  eines  auf  ihm  etwa  enthaltenen  Elementai-polygons  nur  auf  eine  endliche  Anzahl 
Weisen  dui-ch  irreducible  allomorphe  Elementargürtel  erweitem.    Zum  Beweise  des  Satzes  setze  man  an  das 
Polygon  Pi  fortgesetzt  Elementarstreifen  an,  dass  mau  eine,  vielleicht  in  das  Unendliche  gehende,  polyedrische 
Fläche  von  Sechsecken  erhält.     Man  konstruiere  ferner  auf  dieser  Fläche  alle  möglichen  mit  B^  isomorphen 
Polygone  P.,,  Pj,  P^ .  .  .,  welche  mit  R^  die  nichtisomorphen  Lrreduciblen  Gürtel  G^yG^  .  .  .  beranden.     Dann 
kann   P3    nicht    ganz    auf   dem   Gürtel   zwischen   P^    und   P^   liegen,    deim   sonst   wäre   der   Gürtel    G^   eben 
reducibel.     Es    kann  aber   jedes  folgende  Polygon,   z.  B.   P3,   nicht    ganz   ausserhalb   des   Gürtels    Go   liegen, 
sonst  wäre  der  Gürtel  G3  reducibel,  d.  h.  es  wird  Pj  von  jedem  folgenden  Polygon  geschnitten.     Hat  aber 
das  Polygon  B^  a  Kanten,  so  hat  jedes  mit   ihm  isomorphe  Polygon  P,  ebenfalls  a  Kanten.     Da  sich  nun 

keiQ  Polygon  über  mehr  als  [—1  Elementarstreifen  erstrecken  kann,  da  es  ja  mit  einer  Fläche  a  eines 
Elementarstreifens,  den   es   durchquert,    mindestens    zwei    Kanten    gemeinsam    hat,    |^bei  [^— J  Streifen  hätte 

das   Polygou,   da   es   doch   nach   dem  Ausgangsstreifen   zurück  muss,   schon  4  •  I  — J  „Querkanten" j ,  so  folgt: 

Ist  y  die  Amplitude  des  Gürtels  (P1P2),  so  sind  sämtliche  mit  Pj  isomorphen  Polygone  P3,  •  •  ■  P.  auf  dem 

an  Pj    gesetzten  Gürtel  von  Elementarstreifen  von   der  Amplitude  y  +  [^J  t-nthalten,  wenn  a  die  Zahl  der 

Kanten  des  Polygons  P^  ist.  Nun  ist  die  Zahl  der  Elementarjiolygone  dieses  Gürtels  sicher  endlich,  also 
giebt  es  auch  nur  eine  endliche  Zahl  von  Polygonen,  die  mit  Pj  isomorph  sind  und  irreducible  allomorphe 
Gürtel  beranden,  w.  z.  b.  w.  —  Bezeichnet  ff,  die  Anzahl  der  Sechsecke  des  irreduciblen  Elementargürtels 
Gi,  so  ist  die  Zahl  der  Sechsecke  eines  zu  einem  Elementarpolygon  P  gehörigen  reducibleu  Gürtels  gegeben 

durch  «jö, +  «,()., -| -\-u^,0„,  wo  q  die  Anzahl  der  möglichen  irreduciblen  Gürtel,  die  a,  beliebige  positive 

ganze  Zahlen  einschliesslich  der  Null  bedeuten.  Im  allgemeinen  wird  ein  reducibler  Gürtel  G  auf  mehr  als 
eine  Weise  in  ein  System  sich  ausschliessender  irreducibler  Gürtel  zerlegt  werden  können. 


1)  Eberhard,  Morphologie,  S.  67.  2)  ebenda,  S.  G9. 

3)  ebenda,  S.  71. 
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83,  Normalpolygoue  und  Noi-mal^ürtel.  Reduziert  sich  für  ein  Elementarpolygon  wenigstens  ein 
zugehöriger  irreducibler  Elementargürtel  auf  nur  eitien  vollständigen  oder  unvollständigen  Elementarstreifen, 
so  ist  das  Polygon  Normalpolygon  genannt  worden,  der  Giiiiel  ein  Nonnalgürtel.  Die  vergleichende 
Betrachtung  der  Vielflache  lehi't,  dass  diese  Polygone  die  häufigsten  und  auch  wichtigsten  sind.  Als  Beispiele 
dienen  die  Normalpolygone  eines  Sechsflaches,  Fig.  1"  und  2%  Tafel  VI.  Längs  des  Polygons  der  Form,  wie 
es  Fig.  1*  zeigt,  lässt  sich  ein  aus  drei  Sechsecken  bestehender,  vollständiger  Normalgürtel  einschalten.  Das 
resultierende  Neunflach  ist  in  Fig.  1''  dargestellt.*)  Längs  des  Polygons  in  Fig.  2"  lässt  sich  sowohl  ein 
unvollständiger  als  ein  vollständiger  irreducibler  Gürtel  einfügen.  Den  ersten  zeigt  Fig.  2'',  den  zweiten 
Fig.  2°;  jener  besteht  aus  zwei,  dieser  aus  vier  Sechsecken.  Li  Fig.  2"^  sieht  man  die  aus  jenen  beiden 
irreduciblen  Gürteln  bestehende  reducible  Einschaltungsfläche  aus  sechs  Sechsecken.  Man  findet  den  in 
voriger  Nummer  erwähnten  Satz,  dass  sich  diese  Einschaltungsfläche  von  beiden  Polygonen  E^  und  i?.,  aus 
in  gleichviel  vollständige  und  unvollständige  Streifen  zerlegen  lässt,  bewahrheitet.  Die  trennenden  Polygone 
sind  in  der  Figur  punktiert  gezeichnet.  Sie  sind  isomorph  mit  JJj,  was  die  Einschaltungsfläche  als 
reducibel  charakterisiert.  —  Es  fragt  sich  nun,  welches  ist  die  Gestalt  eines  Normalpolygons,  wie  findet 
man  auf  einem  Vielflach  ein  Normalpolygon  und  wie  erhält  man  die  Einschaltungsfläche.  Zunächst  gilt  der 
Satz:  Von  den  Kanten  eines  Normal2)olygonx  lönnen  höchstens  drei  auf  einander  folgende  in  eitler  Ebene  liegen. 
Denn  lägen  in  dem  Normalpolygon  P,  welches  das  Vielflach  in  die  Teile  S  und  S'  spaltet,  che  vier  auf 
einander  folgenden  Kanten  Ic^,  k^,  kg,  Jc^  in  einer  Ebene  d.  h.  einer  Fläche  «  des  Bestandteiles  S',  so  würde, 
wenn  man  das  Vielflach  längs  P  zerschnitte  und  an  die  freie  Berandung  von  Ä  die  Reihe  Sechsecke  ansetzte, 
das  Sechseck  «',  welches  an  der  Stelle  der  früheren  Fläche  a  liegt,  vier  Kanten  mit  dem  Polygon  gemein 
haben;  es  blieben  also  nur  zwei  Kanten  dieses  Sechsecks  übrig,  die  nicht  an  P  gi-enzen,  d.  h.  aber  die 
«'  benachbarten,  an  P  grenzenden  Sechsecke  ß  und  y  hätten  eine  Kante  /.;  gemein.  Der  Erweiteruncso-ürtel 
bestände  also  nicht  aus  einer  einfachen  Reihe  von  Sechsecken,  d.  h.  P  wäre  kein  Normalpolygon,  was  crecren 
die  Voraussetzung  ist.  Es  lässt  sich  nun  weiter  durch  ausführliche  Betrachtungen'-)  zeigen:  Damit  ein 
Kantenpolygon  P^=]ci,h,h,  ■■■h,n  ein  Nonnalpolygon  sei,  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  dass  die  Anzahl 
seiner  Kanten  eine  paare  ist  und  dass  in  mindestens  einer  der  beiden  Kantenfolgen  Ä'i, /ig,  Jts . . .  fc2m_i  und 
ka,ki,Jc6  . .  .k2m,  jß  swei  benachbarte  Kanten  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 
Man  bezeichnet  die  Kantenfolge,  welche  diese  Bedingung  erfüllt  —  etwa      \       ^    /  ^      /?"     [     fi'" 

\,\,  .  .  .  A-2m_i  —  als  eine  lolge  von  Gegenkanten.     Ist  auf  einem  Viel-         ) _(      ^'     \ y'^J^jy^^ 

flach    eine    solche  Folge    von  Gegenkanten    gegeben,    die    mit    ihren  Ver-     /        y'    \—j — \     ,  ,,'   \\  y'"' 
bindungskanten  das  Normalpolygon  bilden,  so  geschieht  die  Einschaltung       \    v^"      •       '''  -     aW^" 

des  Sechsecksgürtels   auf  folgende  Weise.     Man    kapjje   alle   Gegenkanten         |~?^f        ,   ^""^a^'^^^'V^ 
Ä-, jÄ'j  .  .  .    (Fig.  72)    des  Polygons    durch    sich    nicht    störende   vierseitige      ■^^^''^\"_     /    'V'\    ''     ^ 
Schnitte  8y,  dg,  dj,  .  .  .  weg.     Jede  der  Randflächen  /3,  bez.  y,  der  beiden  ^      %^^~\^        >    /?'"/ 

Bestandteile  S  und  6"  erhält  dadurch,  je  uach   dem  Laufe  des  Polygons       \  Z''  /    .  V.'fV'"'^^  \ 
eine  oder  zwei  Kanten  mehr.     Nun  bringe  man  jedes  der  Vierecke  mit        /  J'\.^..r,^"T\.:^,^,/~~~ 
den   beiden   Nachbarvierecken   zur  Kreuzung.     Es    ergiebt    sich   dann   die         /""^C  4    J"      \    y" 
fortlaufende   Reihe    von    Sechsecken   dj,  dj,  ...,    an   Zahl    gleich    der    der  ^    yu,^    y'  \ 

Gegenkanten  des  Normalpolygons  ^),  und  die  Randflücheu  /j,  und  y,  nehmen  y;    .^j 

dabei   ihre   ursprüngliche   Gestalt   wieder   an.     Es   streitet   übrigens   nicht 

gegen  den  Begriff  des  Normalpolygons,  wenn  zwei  isomorplie  Züge  desselben  identisch  zusammenfallen;  jede 
doppelte  Kante  ist  bei  der  Konstruktion  des  zugehörigen  Normalgürtels  durch  zwei  einander  seitende  Vierecke 
von  dem  Vielflach  abzuschneiden.  So  ergiebt  sich  aus  dem  Sechsflsich  Fig.  3"  Tafel  VI  das  Zehnflach  Fig.  3" 
durch   Einschaltung   des   aus   vier   Sechsecken   bestehenden   vollständigen   Normalgürtels   längs   des   Polygons, 

1;  Ihü   eingeschalteten   Sechsecke   sind   hier   und    im   folgenden   schraffiert.     Die   Polygone  sind   dem  früheren   ent- 
sprechend bezeichnet.  2)  Eberhard,  Morphologie,  S.  76. 

'S)  Wenn  es  sich,  wie  bisher  vorausgesetzt,  nicht  selbst  schneidet  (s.  hierüber  später). 

liruckuer,  Violucko  und  VielHacho.  14 
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welches   die   den  Bestandteil  S^   bildenden  beiden  Dreiecke  isoliert.     (Vergl.  hierzu  Xr.  78.)     Der  Fall,  dass 
sich  das  Normalpolygon  selbst  schneidet,  kommt  in  der  nächsten  Nummer  zur  Sprache. 

84.  Die  Gegeukauteusysteme  eines  Yielflaohes  nnd  die  Bestimmniig  der  Normalpolygoiie.  Bestimmt 
man  zu  einer  beliebigen  Kante  k^  eines  Vielfiaches  Ä„  die  vier  Gegenkanten  Jc^^,  k^^,  ko^,  /»oi  (Fig.  73),  zu 
jeder  von  diesen  wieder  die  vier  Gegenkanten,  u.  s.  w.,  so  erhält  man  ein  Gegenkantensyskm  des  Yielflaches. 

Umfasst  dieses  System  noch  nicht  alle  3w  —  6  Kanten,  so  nehme  man  eine  noch 
nicht  darin  enthaltene  Kante  des  Vielflaches  und  wiederhole  füi-  diese  die  Bestimmuncr 
der  Gegenkanten.  Da,  wie  leicht  ersichtlich,  von  jeder  Ecke  des  Vielflaches  eine 
Kante  eines  Systems  ausgehen  muss,  in  jeder  Ecke  aber  nur  di-ei  Kanten  zusammen- 
treffen, so  kann  es  höchstens  drei  Gegenkantensysteme  geben.  Um  nun  sämtliche 
Normalpolygone  eines  gegebenen  Vielflaches  zu  bestimmen,  verfahre  man  folgender- 
massen.  Man  gebe  der  zuerst  gewählten  Kante  A^  einen  bestimmten  Sinn,  in  dem 
sie  diu-chlaufen  wird,  imd  bestimme  in  demselben  Sinne  zu  k^  die  beiden  Gegenkanteu 
Ä„j  und  A„j.  Dabei  bewegt  sich  ein  von  der  Kante  k^  nach  Äq^  oder  Ä„o  schreitender  Punkt  von  dem  End- 
punkte von  /.•(,  im  ersten  Falle  nach  links,  im  zweiten  Falle  nach  rechts  um  die  zu  Ag  gehörige  Scheitel- 
fläche «  (Fig.  73).  Man  bezeichnet  deshalb  k,^^  als  linksmtige,  kf^.,  als  rechtsseitige  Gegenkante  von  k^.  Nun 
bestimme  man  in  demselben  Sinne  weiter  die  linksseitigen  und  rechtsseitigen  Gegenkanten  zu  k^^  imd  h^, 
etwa  A'oji  und  A^o,  sowie  Jl^^i  und  k^^^.^,  zu  jeder  von  diesen  wiederum  die  beiden  Gegenkanten,  und  so  fort. 
Dann  wird  nach  /-mahger  Wiederholung  dieses  Prozesses  eine  beliebige  erhaltene  Kante  jK'=Aof,f.f,  j.  (wo 
jedes  £  entweder  1  oder  2  bedeutet)  entweder  identisch  mit  k^  sein  oder  mit  irgend  einer  der  Kanten 
A'o!,jj  t^  (Ji<Ci),  durch  welche  man  bei  der  Ableitung  von  Ag  nach  Ä'  gelangt.')  Im  ersten  Falle  sind  die 
von  Atq  ausgehenden  und  dahin  zurückführenden  Gegenkanten  die  eines  Normalpolygons,  dem  die  Kante 
A"q  angehört.  Im  zweiten  Falle  ergiebt  sich  ein  Normalpolygon,  dessen  Gegenkanten  che  von  Ao,jt„  j^  nach 
der  mit  ihi-  identischen  Kante  A^o ,,,,.{.  führenden  Gegenkanteu  sind.  Denselben  Prozess  hat  man  von  der 
Kante  A^  aus  zu  wiederholen,  indem  man  ihr*  den  entgegengesetzten  Sinn  beilegt.  Sind  in  den  gefundenen 
Normalpolygonen  noch  nicht  sämtliche  Kanten  des  Vielflaches  enthalten,  so  verfahre  man  mit  einer  neuen 
Kante  A(,'  wie  mit  A'^,  u.  s.  w.  Nach  dem  früher  Gesagten  wird  man  im  ungünstigsten  Falle  den  Prozess 
di'eimal  auszuführen  haben,  da  dann  sämtliche  Kanten  des  Vielflaches  erschöpft  sein  müssen.  Damit  sind 
auch  alle  Normalpolygone  des  Vielflaches  bestimmt.  Es  fragt  sich  mm,  wie  gross  ist  die  Zahl  der  Gegen- 
kantensysteme eines  vorgelegten  Vielflaches?  Es  seien  kg,  k^,  k^ .  .  .k,„  die  auf  einander  folgenden  Kanten 
einer  seiner  Flächen  «„,_|_i.  Die  von  den  Ecken  dieser  Fläche  ausgehenden  Kanten  seien  mit  Av'  bezeichnet, 
und  zwar  soU  A','  mit  A-,_i  und  A,  eine  Ecke  bilden.  Dann  gehören,  wenn  man  rings  um  diese  Fläche  von 
Jcg  aus  geht,  zu  einem  System  von  Gegenkanten:  Aq,  kj,  Ag,  Äj',  k^,  A'g'.  . .,  d.  h.  es  ist  von  den  Kanten  der 
Fläche  immer  die  drittfolgende  Kante  mittelbare  Gegenkante  von  k^.  Ist  also  »«  -\-  1  eine  durch  drei  teilbare 
Zahl,  so  gelangt  man  bei  Bestimmimg  der  Gegenkanten  zu  A^  nach  einem  Umlauf  um  die  Fläche  zu  A'^ 
zurück  und  an  jeder  Ecke  von  a„,-fi  befindet  sich  soweit  eine  Gegenkante  von  Aq.  Um  alle  Kanten  von 
«m+i  als  Gegenkanten  von  einander  zu  erhalten,  muss  man  den  Umlauf  noch  bei  zwei  weiteren  Kanten, 
etwa  A\  und  A'j,  beginnen.  Man  schliesst  leicht  weiter:  Besitzen  sämtliche  Flächen  eines  Vielflaches  eine  durch 
drei  teiHmre  Kantenzahl,  so  hat  es  drei  getrennte  Gegenkantensysteme.  Kommt  dagegen  an  einem  Vielflach  auch 
nur  eine  Fläche  vor,  deren  Kantenzahl  von  der  Form  'iv-\-\  oder  'iv-{-'2  ist,  so  zeigt  sich,  dass  sämtliche 
Kanten  dieser  Fläche  mittelbare  Gegenkanten  zu  einander  sind,  d.  h.  aber,  alle  Kanten  des  Vielflaches  bilden 
in  diesem  Falle  ein  einziges  Gegenkantensystem,  da  die  Zahl  der  Gegenkauten  verschiedener  Systeme  an  jeder 
Ecke  dieselbe  ist.  Es  lässt  sich  beweisen-),  dass  für  jedes  n  von  der  Form  8  -{-  2p  Vielflache  konstruiert 
werden    können,    für    welche    die    Zahl    der    Kanten    jeder    Grenzfläche    ein    Vielfaches    von    3    ist.      Diese 


1)  Natürlich   gelten   sie   nur  als  identisch,  wenn  sie  beim  zweiten  Male  in  derselben  Richtung  durchlaufen  werden. 

2)  Eberhard,  Morphologie,  S.  84. 
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Vielflache  seien  als  solche  der  zweiten  Klasse,  alle  übrigen  als  solche  der  ersten  Klasse  bezeichnet.  In 
Fig.  74  ist  als  Beispiel  für  ein  Violflach  der  zweiten  Klasse  das  Zehnflach  Xiga  mit  seinen  drei  Gegenkanten- 
systemen dargestellt. 

Bestimmt  man  auf  einem  Vielflach  A„,  nachdem  man  einer  ersten  Kante  A"j  einen  bestimmten  Sinn 
beigelegt  hat,  eine  linksseitige  Gegenkantenfolge  /<"i,A'a,/i'3  •  ■  ■,  d.  h.  eine  Folge  von  Kanten  derart,  dass  jede 
nächste  Kante  linksseitige  Gegenkante  der  vorhergehenden  ist  (Fig.  74),  dann  ist  die  P^olge  der  Zwischen- 
kanten  eine  rechtsseitige  Gegenkantenfolge,  wenn  man  sie  in  derselben 
Richtung  beschreitet.  Nun  ist  die  Zahl  der  Gegenkauten  zu  k^  eine  begrenzte; 
also  muss,  wenn  man  genügend  weit  geht,  eine  Kante  k,n  auftreten,  die 
entweder  a)  mit  einer  der  vorhergehenden  Kanten  zusammenfällt,  und  zwar 
entweder  mit  einer  Kante  der  Folge  l\,Jc.2,Jü^  .  .  .  (Fall  a')  oder  einer  ihrer 
Zwischenkanteu  (Fall  a")  oder,  die  b)  als  dritte  Kante  in  eine  Ecke  des 
Zuges  neu  eintritt.  Bei  einem  Vielflach  der  zweiten  Klasse  mit  drei  voll 
ständigen  Gegenkanteusystemen  können  die  Fälle  a")  und  b)  sicher  nicht 
eintreten,  denn  sonst  kämen  in  einer  Ecke  zwei  Gegenkanten  zusammen; 
dagegen  muss  Fall  a')  stets  eintreten,  und  zwar  kehrt  der  linksseitige  wie 
der  rechtsseitige  Gegenkantenzug  zu  1;^  wieder  nach  k^  selbst  zurück.  Wäre 
nämlich  km  die  erste  Kante,  die  mit  einer  Kante  des  Zuges  \,k.2,...ki—i, 
kl  ...  km- 1,  km  zusammenfiele,  etwa  mit  A,-,  dann  müsste  auch  als  vorher- 
gehende linksseitige  Gegenkante  A,„_i  mit  A,  — i  zusammenfallen,  d.  h.  A„,  wäre  nicht  die  erste  in  den 
Zug  hineinfallende  Kante:  es  muss  daher  A',„  mit  Aj  zusammenfallen.  Eine  solche  Folge  von  Gegenkanten 
wird  sich  also  zu  einem  geschlossenen,  sich  nicht  kreuzenden  Polygon  scliliessen  lassen,  d.  h.:  Auf  einem 
Vielflach  der  ziveiten  Klasse  gieht  es  sich  nicht  selbst  schneidende  Normalpolygnne  und  zwar  durch  jede  Kante 
zicei,  ein  linksseitiges  und  ein  rechtsseitiges.^)  Die  Einschaltung  des  Sechsecksgürtels  für  diesen  Fall  ist 
bereits  erledigt.  Auch  auf  einem  Vielflach  der  ersten  Klasse,  dessen  sämtliche  Kanten  nur  ein  Gegenkanten- 
system bilden,  muss  sich  der  zu  einer  bestimmten  Aufangskante  A^  gehörige  links-  imd  rechtsseitige  Gegen- 
kantenzug schliessen,  indem  eine  letzte  Kante  identisch  mit  A\  wird,  da  die  Zahl  der  Gegenkanten  endlich 
ist.  Dabei  kami  es  aber  geschehen,  dass  (zunächst)  der  Fall  a")  eintritt^),  d.  h.  dass  vorher  eine  Kante  A;„, 
mit  einer  der  Zivischmkanten  von  A,_i,  /■;,■,  Aj+i  .  .  .  zusammenfällt,  z.  B.  mit  der  Zwischenkante  von  Av_i 
und  A,  (Fig.  6  Tafel  VI),  wobei  diese  Kante  in  demselben  Sinne  durchlaufen  erscheint,  wie  als  Zwischenkante 
des  Zuges  A-,_i,  A,,  A,-|-i  oder  im  entgegengesetzten  Sinne. ^)  Das  Normalpolygon  durchsetzt  sich  dann  längs 
der  Kante  k,,,.*')  Es  lässt  sich  zeigen''),  dass  sich  auch  in  diesem  Falle  die  aus  Sechsecken  bestehende  Ein- 
schaltungsfläche konstruieren  lässt ^),  und  es  ergiebt  sich  der  Satz:  Ist  auf  einem  Vielflach  der  ersten  Klasse 
eine  links-  oder  rechtsseitige  Folge  von  m  Gegenkanten  gegeben,  deren  Kantenpolygon  sich  h-mal  durchsetzt,  ohne 
dass  aber  in  einer  Ecke  mehr  als  zivei  dieser  Gegenkanten  zusamnienstossen ,  so  kann  man  längs  desselben  eine 


1)  Denn  für  die  rechtsseitige  Gegenkantenfolge  einer  Kaute  /i,  Ulsst  sicli  dieselbe  Betrachtung  anstellen.  In  Fig.  74 
sind  die  zu  der  Kante  A,  gehörigen  beiden  Polygone  mit  den  Oegenkanten  l:^,  /■,,  /r, ,  h\  bez.  k^,  k^,  k^,  k^  leicht  auffindbar. 
Der  zu  jedem  der  beiden  Polygone  gehörige  Normalgürtel  besteht  aus  vier  Sechsecken.  Das  längs  des  ersten  Polygons 
erweiterte  Vielflach  zeigt  Fig.  4,  Tafel  VI.  Zu  derselben  Kante  A-,  gehören  unter  Umständen  ausser  dem  links-  und  rechts- 
seitigen noch  weitere  Normalpolygone.  So  besitzt  das  Vielflach  Fig.  74  zu  k^  das  aus  sämtlichen  Gegenkanten  des  einen 
Systems  bestehende  Polygon  l,\ ,  \ ,  7c, ,  A, ,  k^,  k^,  k^,  k^.  Das  erweiterte  Vielflach  mit  der  Einschaltungsfläche  zeigt  Fig.  5, 
Tafel  VI.     Die  nezeichnung  der  Flächen  ist  bei  dieser  und  der  vorigen  Figur  dieselbe  wie  in  Fig.  74  des  Textes. 

2)  Natürlich  kann  auch  hier  der  Fall  «')  eintreten,  wonach  sich  ein  nicht  schneidendes  links-  oder  rechtsseitiges 
Normalpolygon  ergiebt,  z.  li.  für  jede  Kante  eines  Pentagondodekaeders. 

3)  Der  erste  Fall  ist  in  der  Figur  dargestellt. 

4)  Vergl.  für  die  verschiedenen  Möglichkeiten  dieses  Durchsetzens  des  Normalpolygons:  Eberhard,  .Morphologie, 
S.  88.  ö)  Ebenda,  S.  88  ff. 

6)  Die  zu  Fig.  G  Taf.  VI  gehörige  Einschaltungsfläche  nimmt  an  der  Kreuzungsstelle  des  Normalpolygons  die  in 
Fig.  7  Taf  VI  gezeichnete  Gestalt  an,  wo  die  Flächen  a,  (3  .  .  .  die  der  Fig.  G  entsprechenden  sind. 
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aus  m  +  /(  Sechsecken  zusammengeMtzte  ElemenfarßäcJie  in  die  Oberfläche  fies  Vieiflaches  einscJutlten.  Im 
Gegensätze  zu  eiuem  Elementargiirtel  zeigt  aber  diese  Einschalturigsfläche  nicht  mehr  die  Eigenschaft,  dass 
auf  ihr  ein  dem  Grimdpolygou  isomorphes  oder  auch  nur  gleichartiges,  d.  h.  wieder  ein  links-  oder  rechts- 
seitiges Normalpolygon  existiert.') 

Tritt  endlich  der  oben  als  b)  bezeichnete  Fall  ein,  dass  nämlich  von  der  geschlossenen  Folge  von 
Gegenkanten  drei  in  einer  Ecke  zusammenstossen,  so  gehört  jede  von  diesen  di-ei  Kanten  zu  zwei  der  drei 
Züge  des  Normalpolygons,  die  durch  eben  diese  Ecke  gehen.  In  Fig.  8  Taf  VI  sind  die  drei  durch  ihre 
Gegenkanten  bezeichneten  Züge  ^i  e:^  Ä',_i,  ^V,  ^V+i;  ^2  ^  A'/,  — i,  A«,  Av,  +  i  und  Zs^]ci+i,1ct,]ii^i.  Auch  in 
diesem  Falle  lässt  sich  die  aus  Sechsecken  bestehende  Elementarfläche  einschalten-);  an  der  Kreuzungsstelle 
der  drei  Polygonzüge  hat  sie  die  in  Fig.  9  Taf.  VI  gezeichnete  Gestalt.  Nach  aUem  ergiebt  sich  schliesslich 
der  wichtio-e  Satz:  Auf  jedem  Vielflache  giebt  es  zu  jeder  Kaufe  stets  ein  links-  und  ein  rechtsseitiges  Normal- 
pohjgon,  längs  deren  sich  je  eine  Elementarfläche  in  die  Oberfläche  des  Vielflachs  einschalten  lässt.  Dabei  kann 
es  vorkommen,  dass  eine  solche  links-  oder  rechtsseitige  Folge  von  Gegenkanten  alle  on  —  6  Kanten  des 
Vielflaches  umfasst.  Ein  Beispiel  hierfür  ist  das  Fünfflach.  Dann  treten  nach  Einfügung  der  zugehörigen 
Einschaltungsfläche  die  fünf  Flächen  des  Fünfflaches  auf  dem  erweiterten  Vielflache  gänzlich  voneinander 
getrennt  auf  Es  wird  später  gezeigt  werden,  dass  sich  jedes  Vielflach  elementar  so  erweitern  lässt,  dass  in 
dem  neuen  Vielflache  die  n  Flächen  des  ursprünglichen  isoliert  erscheinen.^) 

85.  Die  Charakteristik  eines  Kanteiipoly^ous.  Um  die  Elementai-polygone  und  Gürtel,  sowie  die 
Elementarerweiterungen  längs  eines  Netzes  eines  Vieiflaches  studieren  zu  können,  ist  es  nötig,  den  Begrifi^ 
der  Charakteristik  eines  Polygons  einzufülu-en.  Bezeichnet  man,  wie  in  Nr.  77,  mit  b/,  und  o,  die  Anzahl 
derjenigen  Randflächen  auf  beiden  Ufern    eines   Polygons   P,  welche  h  auf   einander  folgende   seiner  Kanten 

enthalten,  so  soll  C'(P)  =  63  +  26^  +  865  -| {c^  +  2f^  +  3cj  H )   die  Otarakteristik  des  Polygons 

heissen.  Es  seien  ferner  s  und  s'  die  Summen  der  Randflächen  auf  beiden  Seiten  des  Polygons,  so  dass 
s  =  fcj  -)-  b,  +  ?'3  +  ^1  +  •  ■  ■  und  s'  =  i"j  +  Cj  -j-  c.^  +  ''4  +  •  •  ■  ist.  Jedes  Vieleck  wird  dabei  so  oft  als  Rand- 
vieleck gezählt,  als   es  getrennte  Kanten  in  dem  Polygon  besitzt.     Da  nun,  wie  in  Nr.  77  abgeleitet  wui-de, 

b^-\-b^-\-b^-\ ^  ('i -\- C3 -{- c^ -\ ist,  so  folgt  aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichimgen :  .s  —  s'=b^  —  q . 

Da  nun  aber  auch  b^  =  e^  -\-  2c^  -\-  5c-^  -\-  ■  ■  ■  imd  c\  =  b^  -\-  2b^  -\-  ob^  -\-  ■  ■  ■  gesetzt  werden  kann,  so 
ergiebt  sich  als  Wert  der  eben  definierten  Charakteristik  C(P)  =  c^  —  l\  =  s' —  .s.  Nemit  man  tue  Einzel- 
kanten, welche  die  zurücktretenden  Randflächen  des  Polygons  in  diesem  besitzen.  Kanten  erster  und  ziceiter 
Art  des  Polygons,  je  nachdem  sie  zu  den  Flächen  des  einen  oder  andern  Ufers  gehören,  so  sagt  che  letzte 
Gleichung  aus:  Die  Oiarakteristik  C(P)  eines  Polygons  P  ist  gleich  der  Differenz  der  Zahlen  der  auf  beiden 
Ufern  liegenden  Grenzflächen  (jede  so  oft  gezählt,  als  sie  getrennte  Knntenfolgen  aufweist),  oder  gleich  der  Dif- 
ferenz der  Kanten  erster  und  zweiter  Art.  Welche  der  beiden  Definitionen  weiterhin  benutzt  wird,  ist  im 
allgemeinen  gleichgültig,  doch  ist  für  die  Grenzfälle  die  letztere  leichter  anwendbar.  Setzt  man  -\-C{P)^Ci  —  bi 
=  s'  —  s,  so  sagt  man,  die  Charakteristik  ist  auf  das  Innere  des  Polygons  bezogen,  wenn  die  Flächen, 
welche  die  r^  einkantigen  Züge  liefern,  als  innerhalh  des  Polygons  liegend  gerechnet  sind.  Auf  das  Äussere 
des  Polygons  bezogen  ist  die  Charakteristik  dann  gleich  —  C{P).  Daraus  folgt:  Die  Charakteristik  eines 
ebenen  w- kantigen  Polygons  ist  gleich  +  m,  je  nachdem  dessen  Fläche  als  eingeschlossen  oder  als  aus- 
geschlossen angesehen  wird. 

86.  nie  Hexa^ouoide  von  einfachem  und  zweifachem  Zusammenhang^  und  die  Charakteristik  eines 
Elementai'ltolygons. ')  Unter  einem  Hexagouoide  schlechthin  ist  nach  früherem  eine  polyedrische  Fläche  zu 
verstehen,  deren  sämtliche  Grenzvielecke  Sechsecke  sind.     Jedes  auf  einem  solchen  Hexagonoide  verlaufende 


1)  Beweis:  Eberhard,  Morphologie,  S.  89  ff.  2)  Ebenda,  S.  90  ff. 

3)  Vergl.  Nr.  94. 

4)  Vergl.  für  das  Folgendn:  Eberhard,  Morjihologie,  S.  94ff.,  und  A.  Schönfliess,  Über  die  Kborhardsehen 
Hexagonoide,  Nachrichten  d.  Kgl.  Gesellach.  d.  Wissensch.  7.11  Göttingen  aus  dem  Jahre  1894  (1895),  S.  316.  In  dieser 
Abhandlung  ist  die  Theorie   bedeutend  vereinfacht,   weshalb   wir  uns  zunächst  an  die  Schönfliesssohe  Darstellung  halten. 


85.  Die  Charakteristik  e.  Kantenpolyg.  86.  Die  Hexagonoide  v.  eiiif.  u.  zweif.  Zusammenh.  u.  d.  Charakterist.  e.  Elemeutarpolyg.    lU.J 

Kantenpolygon  besitzt  liöchstens  fünfkantige  ebene  Züge.  Der  Begriff  der  Charakteristik  eines  solchen 
Polygons  ist  der  in  voriger  Nummer  abgeleitete.  Ein  Hexagonoid  kann  keine  geschlossene  Fläche  sein,  da 
es  sonst  ein  Vielflach  darstellte,  das  lediglich  von  Sechsecken  begrenzt  wäre,  was  unmöglich  ist.  Es  ist 
also  ein  Hexagonoid  eine  einfach  oder  mehrfach  berandete  polyedrische  Fläche.  Es  soll  zunächst  ein  einfach 
zusammenhängendes,  also  einfach  berandetes  Hexagonoid  betrachtet  werden.  Ein  solches  lässt  sich  stets  auf  eine 
Ebene  abbilden,  und  da  man  die  einzelnen  Sechsecke  von  beliebiger 
Gestalt  annehmen  darf,  ohne  die  morphologischen  Eigenschaften 
dabei  zu  ändern,  so  kann  man  sie  auch  regulär  annehmen,  wodurch 
ein  einfach  zusammenhängendes  Hexagonoid  nichts  andres  wird, 
als  ein  Stück  einer  ebenen  regulären  Sechsecksteilung  (Fig.  75)- 
Verbindet  man  die  Mittelpunkte  der  aufeinander  folgenden  Sechs- 
ecke, welche  die  Randflächen  eines  Polygons  P  des  Hexagonoides 
bilden,  so  erhält  man  ein  sog.  Mittelpunldspolygon.  Jedes  Kanten- 
polygon besitzt  danach  zwei  Mittelpunktspolygone,  deren  Kanten 
sämtlich  den  drei  Zügen  von  parallelen  Geraden  angehören,  die 
die  Mittelpunkte  der  Sechsecke  enthalten  und  eine  reguläre  Drei- 
ecksteilung der  Ebene  bilden.  Man  denke  sich  nun  das  Kanten- 
polygon und  ebenso  in  demselben  Sinne  die  Mittelpunktspolygone  rig  75 
umlaufen  und  den  Umfangswinkeln  der  letzteren  einen  bestimmten 
positiven   Sinn   beigelegt.     Die   Umlaufsrichtung   des   Polygons   dreht   sich   dann  bei   einem  Drei-,  Vier-  und 

Fünfzügler')  bez.  um  — ,  — -,  -—,  und  zwar  sei,  wenn  der  Dreizügler  der  innern  Seite  des  Polygons  angehört, 
die  Änderung  der  Umlaufsrichtung  -|-  -—  ;  dann  ist  sie,  wenn  der  Dreizügler  der  äussern  Seite  des  Polygons 
angehört, -■     Die  Summe  aller  Drehungen  ist  aber"),  da  sich  das  Polygon  nicht  selbst  durchsetzen  soll, 
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also  einfach   ist,  2;r  oder  ü  •  ..  ,  d.  h.  es  ist: 


j  71        .        ,  J^Tt       .       j  OTI  7t  '2'7t  OTT  ^71 

63  ■  y  +  '>4  •  IT  +  '':^  •  IT  -  '3  ■  ^  -  C4  •  -^  -  C5  •  Y-  =  6  •  y . 

worin    die    //    und    c    die    frühere   Bedeutung    haben.      Aus    dieser    Gleichung    folgt:    C(P)  =  6,   d.  h.:    Die 
Cliarakteristik  jedes  Kantenpolygons  auf  einem  einfach  zusammenhängenden  Hexagonoide  ist  gleich  6.*) 

Ein  Polygon  auf  einem  zweifach  zusammenhängenden  (also  zweifach  berandeten)  Hexagonoide  hat, 
weim  es  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  einschliesst,  natürlich  ebenfalls  die  Charakteristik  sechs,  da 
es  sich  mit  seiner  Innenfläche  auf  eine  ebene  Sechsecksteilung  abbilden  lässt.  Es  mögen  nun  auf  einem 
zweifach  zusammenhängenden  Hexagonoide  zwei  sich  nicht  kreuzende  Polygone  laufen,  die  selber  einen 
zweifach  zusammenhängenden  Flächenteil  begrenzen,  und  deren  Charakteristiken  C(P)  und  C'(P)  seien, 
»bezogen  auf  das  Innere  des  von  ihnen  berandeten  Sechsecksgürtcls.  Dieses  Hexagonoid  ist  wohl  auf  die 
Ebene  abbildbar,  aber  zunächst  nicht  so,  dass  die  Sechsecke  regulär  sind.  Man  denke  sich  nun  jedes  der 
beiden  Polygone  je  durch  ein  Mittelpunktspolygou")  ersetzt  —  es  ist  leicht,  nach  den  vorliergehenden 
Betrachtungen  einzusehen,  dass  schon  ein  Mittelpunktspolygon  zur  Festlegung  des  Kantenpolygons  genügt  — 
und  verbinde  diese  beiden  Mittelpunktspolygone  durch  einen  Quersclmitt,  der  wieder  längs  einer  Mittelpunkts- 
linie verläuft,  und  längs  dessen  man  das  Hexagonoid  zerschneidet,  so  dass  es  einfach  zusammenhängend 
wird.     Man   kann   den  Querschnitt   im    allgemeinen   so  wählen,   dass  seine  Enden  nicht  in  Ecken  der  beiden 


1)  D.  h,  wenn  bez.  drei,  vier  oder  fünf  Kanten  des  Polygons  des  nicht  in   der  Kbene   abgebildeten  Hexagonoids   in 
einer  Ebene  liegen. 

2)  Wieners  Definitionen  (s  Nr.  12)  sind  hier  /.u  Grunde  gelegt. 

3)  Bei  der  Bestimmung  der  Charakteristik   des   in  Fig.  76  gezeichneten  Polygons  mittels  der  Formel  C{P)  =  s' — .< 
ist  das  mit  i  bezeichnete  Sechseck  aus  bekannten  Gründen  doppelt  zu  zählen. 

4)  Ein  solches  Mittelpunktspolygon  ist  natürlich  jetzt  kein  ebenes. 
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Mittelpunktspolygoue  fallen.  Xun  kann  man  das  zei-selmittene  Hexagonoid  als  einfach  zusammenhängend  auf 
die  Ebene  mit  regulären  Sechseeken  abbilden.^)  Der  Querschnitt  ist  gleichwertig  einem  Polygon  auf  einem 
einfach  zusammenhängenden  Hexagonoide^),  also  ist  seine  Charakteristik  6,  und  da  seine  zwei  Ufer  mit  den 
beiden  Polygonen  zusammen  ein  auf  einem  Hexagonoide  Ton  einfachem  Zusammenhange  verlaufendes  Polygon 
darstellen,  so  ist  C(P)  +  f"(P')  +  6  =  6  oder  C\P')  =  — C{P),  d.h.:  Jedes  auf  einem  ziceifacli  zusammen- 
hängenden Hexagonoide  verlaufende  Polygon,  welches  jenes  in  zwei  zweifach  herandete  Güiid  teilt,  hat  (das  Vor- 
zeichen unberücksichtigt)  dieselbe  CliaraJcf^ristil:^)  Es  haben  also  auch  die  beiden  Randpolygone  eines 
solchen  Hexagonoids  dieselbe  Charakteristik,  und  nach  deren  Werte  C  sei  das  Hexagonoid  mit  Hc 
bezeichnet.  Setzt  man  an  die  freien  Ufer  der  Randpolygone  eines  solchen  Hc  nach  und  nach  weitere 
Sechsecksreihen  an,  so  wird,  da  C  die  Differenz  der  Sechsecke  aiif  beiden  Seiten  eines  Polygons  ist,  dieser 
Prozess  des  Sechseckansetzens  auf  einer  Seite  schliesslich  ein  Ende  nehmen,  ausgenommen  für  ein  Hexagonoid 
Hq,  wo  auf  jedes  Ufer  jedes  Polygons  der  Charakteristik  Xull  gleichviel  Sechsecke  zu  liegen  kommen.*) 
Ein  solches  H^,  kann  nach  beiden  Seiten  ins  Unbegrenzte  fortgesetzt  werden;  jeder  Gürtel  enthält  gleichviel 
Sechsecke,  denn  die  Charakteristik  jedes  neuen  Randpolygons  ist  wieder  Null.^)  Es  gilt  nun  der  zu 
beweisende  Satz:  Einfache,  sich  nicht  durchsetzende  Kantenpohjgone  eines  Vielflaches,  längs  deren  eine  Elementar- 
erweiferung  möglich  ist,  liegen  auf  einem  Hexagonoid  H^^.  Deim  ist  P  ein  solches  Kantenpolygon  eines  Viel- 
flaches, so  wird  die  längs  P  einschaltbare  hexagonoidische  Fläche  G  ausser  von  P  noch  von  einem  zu  P 
isomoi-phen  Polygone  P^  begrenzt.  An  G  lässt  sich  aber  längs  Pj  ein  mit  G  isomorpher  Gürtel  G^  ansetzen, 
der  zu  Pj  ebenso  liegt,  wie  fr  zu  P  u.  s.  w.  (Yergl.  Xr.  82.)  G  ist  also  nach  beiden  Seiten  unbegrenzt 
fortsetzbar,  was  nur  der  Fall  ist,  wenn  P  auf  einem  Hexagonoid  H^  liegt,  also  selbst  die  Charakteristik 
Null  hat,  d.  h.:  Die  Elementarpohjgone  eines  Vielflaches  haben  die  Oiaralierisiik  Xull.  Diese  Bedingung  ist 
nun  zwar  notwendig,  aber  noch  nicht  hinreichend,  um  ein  Kantenpolygon  als  Elementarpolygon  zu  kenn- 
zeichnen. Hat  ein  Polygon  P  eines  Vielflaches  die  Charakteristik  Null,  und  konstruiert  man  das  zu  ihm 
gehörige  Hexagonoid  iZ^  durch  beiderseitiges  Ansetzen  von  Sechsecken,  so  kann  es  geschehen,  dass  Hg  zu 
P  eine  solche  Lage  annimmt,  dass  sich  P  auf  H^  selbst  durchsetzt;  dann  ist  aber  schon  ein  Teil  von 
P  Elementai-polygon,  d.  h.  P  ist  reducibel.  Soll  also  ein  Polygon  P  eines  Vielflaches  ein  Elementarpolygon 
sein,  so  muss  es  die  Charakteristik  Null  haben  und  überdies  irreducibel  sein,  d.  h.  es  darf  nicht  bereits  ein 
Teil  desselben  isomoi-ph  auf  ein  geschlossenes  Polygon  eines  Hexagonoids  H^  abbildbar  sein. 

87.   Die  Morphologie  der  Hexagouoide  üg  nud  die  drei  (rrnudformen  der  Elementarpolygone.    Es 

sei  ein  nach  beiden  Seiten  ins  Unendliche  verlaufendes  Hexagonoid  H^  vorgelegt,  ""j  (In  Fig.  TG  ist  es 
durch  zwei  Polygone  ^^  berandet.)  Man  ziehe  von  dem  Mittelpunkt  31  irgend  eines  Sechsecks  die  drei 
Mittelpunktslinien;  dann  können  zwei  verschiedene  Fälle  eintreten. 


1)  Es  schadet  nichts,  wenn  sich  dabei  Teile  der  Abbildung  überdecken. 

2)  Vergl.  z.  B.  die  Mittelpunktslinie  M.  und  das  zugehörige  Polygon  P.  in  Fig.  75. 

3)  Die  Charakteristiken  stimmen  auch  im  Vorzeichen  überein,  wenn  man  beide  Polygone  in  solcher  Richtung 
umläuft,  dass  das  Ufer,  welches  die  geringere  Zahl  vou  Sechsecken  als  Eandflächen  hat,  bei  beiden  Polygonen  gleichzeitig 
zur  Rechten  oder  Linken  hegt. 

4)  Die  an  sich  höchst  interessanten  Sätze  über  die  allgemeinen  Hexagonoide  H^  müssen  hier  übergangen  werden. 
Man  vergl.  hierüber  das  betr.  Kapitel  bei  Eberhard  (Morphol.  S.  9-1— 110)  u.  Schönfliess  a.  a.  0.  Am  einfachsten  gestalten 
sich  die  Untersuchungen  für  solche  Ä^,  die  dadurch  entstehen,  dass  an  ein  ebenes  c- kantiges  Polygon  Reihen  von  Sechs- 
ecken angesetzt  werden.     Die  ä'"  Reihe  enthält  dann  h  .  c  Sechsecke.     Eberhard  betrachtet  nur  diese  Art  der  H^. 

ö)  Man  könnte  die  Hd  wohl  danach  als  Cylinderhexagonoide  bezeichnen,  während  man  die  /7.  paraboloidisch 
nennen  könnte. 

6)  Um  das  Folgende  der  Anschauung  näher  zu  bringen,  denke  man  sich  ein  solches  H^  dadurch  ei"zeugt,  dass  mau 
ein  rechteckiges  Stück  AB  CD  aus  einer  ebenen  regulären  Sechsecksteilung  herausschneidet  und  so  zu  einem  Cylinder 
zusammenbiegt  (Modell!),  dass  die  letzten  Sechsecke  des  Randes  AD,  der  an  den  Rand  BC  anzufügen  ist,  mit  Sechsecken 
des  Randes  BC  zusammenfallen.  Laufen  dann  zwei  gegenüberliegende  Kanten  der  Sechsecke  parallel  mit  der  Achse  des 
erzeugten  Cylinders,  so  ist  das  Hexagonoid  ein  Hl  i  andernfalls  ein  //J^,  nach  den  weiteren  Erläuterungen  des  obigen  Textes. 
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Erstens.     Die    eine  Mittelpunktslinie  t   kehrt   nach    einem   Umlauf  um    das  Hexagonoid   nach   dem 
Punkte  M  zurück,  nachdem  sie,  das  erste  Sechseck  eingerechnet,  deren  m  durchlaufen  hat.     Jede  der  beiden 
andern  Mittelpunktslinien  ('  und  t"  windet   sich   dami   in  Form   einer  Sehrauhenlinie  an  dem  Hexagonoid  in 
die   Höhe,    ohne    sich    also  je   selbst   wieder    zu    durchsetzen.     Dagegen    wird    die    eine 
die  andre,  da  die  Umläufe  im  entgegengesetzten  Sinne  erfolgen,  unendlich  oft  schneiden. 
Der    erste  neue  Schnittpunkt  sei   M'.     Die  Zahl  q   der  Sechsecke,  die  von    t'   und   t" 
zwischen  M  und  M'  durchlaufen  werden,  ist  dieselbe,  wie  eine  blosse  Betrachtimg  der 
Figur  zeigt.     Es  sei  mm  il/j  derjenige  Sechsecksmittelpimkt  auf  t,  welcher  auf  M  folgt. 
Man  lasse  jetzt  die  Mittelpunktslinie  t'  auf  die  benachbarte  //  durch  Jfj  fallen.     Dann 
geht  das  ganze  Hexagonoid  notwendig  in   sich  selbst   über,  d.  h.,   da   man   in   derselben 
Weise  fortfaliren  kami,  es  lässt  m  cyMische   Transformationen  zu.     Den  andern  Mittel- 
punktslinien t'  und  t"  entsprechen  loxodromische  Transformationen,  d.  h.  man  kann  das 
Hexagonoid    gewissermassen   an    sich    selbst   hinaufschrauben,    indem    man    den   Mittel- 
punkt  M  auf  den   nächsten   J//   von   t'  fallen   lässt  u.  s.  w.     Ein   solches  Hexagonoid 


heisse   eins   der  ersteti  Art  H^.     Die   Zahl   dieser   loxodromischen   Transformationen   ist 


Fig.  76. 


bestimmt   durch  die  Anzahl   q  der  Sechsecke,   welche  t'  oder  t"  von  M  bis  M'  durch- 
läuft.    Da   von   den   drei   Zügen   MtM,    Mt'M'   und   Mt"M'   jeder   die   beiden   andern 
unter  einem  Winkel  von  60**  sclmeidet,  so  sind  sie  unter  einander  gleich,  woraus  q^ni 
folgt.     Ein  Hexagonoid  H^  hängt  also  nur  von  der  Zahl  ni  der  Sechsecke  der  sich  schliessenden   Mittel- 
pimktslinie  ab.     Von  M  aus  kann  man  auf  zwei  geschlossenen,   das   Hexagonoid   umlaufenden   Mittelpunkts- 
zügen   nach   M  zui'ückgelangen:    auf    dem    Zuge    MtM  und    auf   dem    Zuge   Mt'M'  -j-  M'f'M;    der    erste 
durchschreitet  ni,  der  zweite  2;h   Sechsecke. 

Zweitens.  Es  kehre  keine  der  drei  von  einem  beliebigen  Sechsecksmittelpunkt  M  ausgehenden  Mittel- 
punktslinien nach  M  zurück  (Fig.  77);  jede  läuft  dann  schraubenförmig  an  dem  Hexagonoide  in  die  Höhe. 
Um  die  Vorstellung  zu  präzisieren,  sei  diejenige  Mittelpunktslinie  mit  t  bezeichnet,  welche  den  langsamst 
aufsteigenden  Schraubengang  bildet,  und  der  Simi,  in  welchem  dieser  das  Hexagonoid 
umläuft,  sei  als  links-  oder  rechtsdrehender  festgesetzt;  als  linksdrehender,  wenn  ein 
in  t  aufsteigender  Punkt  einem  ausserhalb  des  Hexagonoids  betindlichen  Auge  von 
rechts  imten  nach  links  oben  laufend  erscheint  (wie  in  Fig.  77).  Von  den  beiden  andern 
Mittelpimktslinien  läuft  dann  stets  die  eine  (hier  t")  in  gleichem  Sinne  mit  t,  die  andre 
(<')  in  entgegengesetztem  Simie  um  das  Hexagonoid,  und  die,  welche  gleichen  Sinn  mit  t 
hat,  ist  die  am  steilsten  ansteigende.^)  Von  den  im  entgegengesetzten  Simie  sich  auf- 
schraubenden Mittelpunktslinien  möge  sich  mm  zum  ersten  Male  wieder  sclmeiden:  t  und 
t'  in  M',  t'  und  t"  in  ilf";  im  letzteren  Falle  durchlaufe  t'  zwischen  M  und  M" 
p  Sechsecke,  t"  aber  q  Sechsecke;  im  ersten  Falle  möge  /'  zwischen  M  und  M'  p'  Sechs- 
ecke, t  aber  q'  Sechsecke  durchlaufen.  Dann  ist  q' =  q  imd  p' =  p  —  </,  weil  die  drei 
Züge  Mt"M",  MtM'  und  M't'M"  gleichviel  Sechsecke  enthalten,  da  die  drei  Mittel- 
punktslinien in  den  genannten  Punkten  gleiche  Winkel  von  60"  miteinander  bilden. 
Ein  Hexagonoid  ziveiter  Art  If^^  ist  also  von  zwei  Grössen,  p  und  q,  abhängig,  und  es 
giebt  hier  drei  loxodromische  Transformationen.  Von  M  aus  kann  man  auf  zwei 
geschlossenen,  das  Hexagonoid  umlaufenden  Mittelpunktszügen  nach  M  zurückgelangen:  auf  dem  Zuge 
Mt'M'  -\-  M'tM,  und  auf  dem  Zuge  3H"M"  -\-  M"t'M-  der  zweite  durchschreitet  p  +  q,  der  erste 
p'  -\-  ()'  =  p  Sechse(;ke. 


1)  Leicht  zu  beweisen.  So  lange  t  die  am  langsamsten  aufsteigende  Linie  ist,  sind  t,  t'  und  t"  Schraubenlinien. 
Für  den  Grenzfall,  wo  t  und  t'  gleich  steil  laufen,  wird  t"  zu  einer  der  Achse  des  Cylinders  parallelen  Geraden.  Verlauten 
t'  und  t"  gleich  steil,  so  wird  t  zu  einer  geschlossenen  Mittelpunktsliuie  (Kreis),  wodurch  sich  der  erste  Fall  eines  H^ 
wieder  ergiebt. 
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Es  sollen  nun  die  durch  die  betracliteten  Züge  charakterisierten  Polygone  der  Hexagonoide  studiert 
werden,  und  zwar  zunächst  die  des  Hexagonoids  erster  Art  HJ.  Von  den  Kanten  des  dm-ch  f  auf  Hl 
bestimmten  Polygons  liegen  immer  je  zwei  in  einer  Ebene.  Das  Polygon  hat  die  Gestalt,  wie  sie  Fig.  78 
zeigt,  und  ist  ein  links-  oder  rechtsseitiges  Normalpolygon  F^(2ni)'^),  je  nachdem  man  die  Gegenkanten  zu 
einer  Kante,  oder  zu  ihrer  Naehbarkante  bestimmt.  Solcher  Normalpolygone  P^{2m)  enthält  HJ  ein  unend- 
liches System.  —  Der  Zug  Mt'M'  +  M't"M  auf  HJ  charakterisiert  ein  Elementarpolygon  P.^  der  Gestalt, 
wie  sie  Fig.  79  zeigt.  Es  hat  mit  dem  den  Punkt  31  enthaltenden  Sechsecke  einen  vierkantigen  Zug  gemein, 
ist  also  kein  Normalpolygon.  Da  die  Zahl  der  sämtlichen  von  dem  Mittelpimktszuge  dui'chlaufenen  Sechsecke 
2q  =  2m  beträgt^),  von  diesen  aber  eins  vier  Kanten,  eins  kerne  Kante  (das,  welches  den  Mittelpunkt  M' 
hat),   die  diesen  benachbarten  je  eine  Kante,   alle  übrigen  aber  zwei  Kanten  zu  dem  Polygon  liefern,  so  ist 


Fig.  TS. 


Fig.  79. 


Fi  ff.  SO. 


die  Zahl  der  Kanten  des  Polygons  4  m  —  2.  Weil  der  Mittelpunkt  jedes  an  Pj  grenzenden  Sechsecks  zum 
Ausgangspunkt  31  der  Mittelpunktszüge  t'  und  t"  gewählt  werden  kann  und  es  unendlich  viel  Polygone  Pj 
giebt,  so  existieren  auf  dem  HJ  m-mal  unendlich  viel  solcher  Elementarpolygone  P^(4m  —  2).  Es  leuchtet 
ein,  dass  alle  diese  P^  desselben  HJ  isomorph  sein  müssen;  allomorphe  Typen  Po  können  nicht  vorkommen. 
Das  zu  dem  Zuge  31t' 31'  -\-  31' 1 31  auf  dem  Hexagonoide  zweiter  Art  H^  gehörige  Polygon  Pj 
hat  die  Gestalt  Fig.  80.  Es  ist  wiederum  ein  Nornialpolygon,  da  die  Kanten  A'  und  /.■'  der  beiden  einzigen 
ebenen  dreikantigen  Züge,  welche  das  Polygon  enthält,  Gegenkanten  zu  einander  sind.  Von  diesen  drei- 
kantigen ebenen  Zügen  gehört  der  eine  dem  den  Punkt  31  enthaltenden  Sechsecke  an,  während  das  31' 
enthaltende  Sechseck  nur  eine  Kante  mit  dem  Polygon  Pj  gemein  hat.  Die  Zahl  der  Kanten  des  Polygons 
beträgt  also  2p,  wenn  p  die  Anzahl  der  von  dem  Mittelpunktszuge  durchstrichenen  Sechsecke  war.  —  Das 
zu  dem  Zuge  Mt"3I"  -\-  M"t'3I  gehörige  Elementarpolygon  hat  die  Gestalt  Fig.  79  und  ist  deshalb  mit  Pj 
zu  bezeichnen,  nur  ist  jetzt  die  Zahl  der  Sechsecke,  die  von  den  beiden  Mittelpunktslinien  dm-chstrichen 
werden,  verschieden  (gleich  p  und  q).  Die  Zahl  der  Kanten  des  Polygons  beträgt  2p-\-2q — 2;  die 
Ableitung  dieses  Wertes  geschieht  wie  in  dem  früheren  Falle,  nui-  ist  2»»  dm-ch  p  -{-  q  zu.  ersetzen.  Man 
ersieht  leicht,  dass  das  vorher  betrachtete  Elementarpolygou  P„(4w  —  2)  aus  dem  jetzigen  P.,(2p-\-2q  —  2) 
erhalten  wird,  wenn  das  Hexagonoid  H^  dadurch  in  ein  HJ  übergeht,  dass  eine  der  drei  loxodromischen 
Transformationen  cyklisch  wird.  Auf  H^  existieren  p' -\- q' ^  p-mal  unendlich  viel  isomorphe  Polygone 
P^(2p),  und  p  -\-  g-mal  unendlich  viel  isomorphe  Polygone  Pi{'2p  -j-  2q  —  2).  Allomorphe  Typen  Pj  und 
Pj  können  auf  demselben  H^  nicht  vorkommen.') 

1)  Die  eingeklammerte  Zahl  bedeutet  die  Anzahl  der  Kanten. 

2)  Fig.  79  stellt  diesen  Fall  dar,  wenn  man  in  ihr  p  =  q  =  m  und  31'  an  Stelle  von  M"  setzt. 

3)  Eberhard,  Morphologie,  S.  122. 
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Nun  ist  offenbar,  dass  jedes  beliebige  Elementarpolygon  der  Charakteristik  Null  durch  Ansetzung 
von  Sechsecken  zu  einem  Hexagonoid  5j,^  oder  H^^  führt,  und  es  ei'giebt  sich,  da  die  Polygone  der  Form  P^ 
auf  jedem  Hexagonoide  existieren,  der  Satz:  Jedes  Eleynentarpolygem  P  ist  Nachharpolygon  eines  durch  zwei 
Zahlen  p  und  q  dcfmierkn  Elementarpolygons  P<^{2p-\-2q  —  2)  der  Grundform  Fig.  79.  Ist  dabei  p>q,  so 
enthält  das  zu  P.^  geltörige  Hexagonoid  unendlich  viel  Normalpolygone  P^{2p' -\-2(i')':^P^(2p)  der  Ch'umlform 
Fig.  80,  wobei  p' =  p  —  1,  q' =  1  '*''■  ^^^  "'^^''  P  =  (L  (^o,s  Polygon  P.^  also  ein  P^i^p  —  2),  so  existieren 
auf  dem  zu  P.^  gehörigen  Hexagonoide  einfach  unendlich  viele  Normalpolygonc  Pj  (4p)  der  Form  Fig.  78. ') 
Man  sieht  ferner,  wenn  man  den  Verlauf  der  Mittelpunktslinien  ins  Auge  fasst,  sofort  die  Richtigkeit  des 
Satzes  ein:  Auf  einem  Hexagonoide  H^^  besitzt  das  Normalpolygon  Pj,  auf  einem  HJ^  das  Normalpolygon 
Pj   die  Minimalzahl   von  Kanten   unter   allen   auf  dem   betr.  Hexagonoid  verlaufenden  Elementarpolygonen.  ^) 

88.  Reduktion  der  Elemeiifarpolysone  eines  Vielflaches.  Es  brauchen  nur  solche  Polygone  P(2»w) 
der  Charakteristik  Null  auf  dem  Vielflaclie  ins  Auge  gefasst  zu  werden,  deren  ebene  Kantenzüge  höchstens  fünf- 
kantig sind.  Dann  sind  folgende  vier  Fälle  möglich,  a)  Es  sind  alle  ebenen  Züge  zweikantig,  b)  Es  folgt  auf 
einen  dreikantigen  Zug  +  1  nach  0,  1,2,  ...  h  zweikantigen  Zügen  ein  dreikantiger  Zug  +  1.^)  In  diesen 
beiden  Fällen  ist  P(2;«j  ein  Normcdpohjgou  im  Sinne  der  Nr.  83.  c)  Es  folgt  in  P{2m)  auf  einen  drei- 
kantigen Zug  +  1  nach  h  zweikantigen  ein  dreikantiger  Zug  +  1,  imd  d)  es  treten  auch  vier-  und  fünf  kantige 
ebene  Züge  auf    Ersetzt  man  im  Falle  c)  (vergl.  Fig.  81)  den  Zug  e^Se.^  durch 

den  Zug  e^S'e^,  indem  man  an  die  freie  Berandung  von  S  zwischen  e,  und 
Cg  die  Sechsecke  anfügi,  mid  ersetzt  man  im  Falle  d)  einen  vier-  bez.  fünf- 
kantigen ebenen  Zug  durch  die  fünfte  und  sechste  bez.  sechste  Kante  des 
zugehörigen  Sechsecks,  so  gelangt  man  in  beiden  Fällen  zu  einem  Nachbar- 
polygon P(2mj)  [wobei  m^^m  —  1  oder  m — 2  ist],  welches  entweder 
ein  Normalpolygon  a)  oder  b)  ist,  oder  wieder  zur  Klasse  c)  bez.  d)  gehört.  Setzt  man  im  letzteren  Falle 
diese  Operation  fort  —  im  imgünstigsten  Falle  im  ganzen  (»«  —  3) -mal,  da  jedes  folgende  Nachbarpolygon 
zwei  oder  vier  Kanten  weniger  zählt  — ,  so  erhält  man  entweder  ein  Normalpolygon  oder  einen  mindestens 
sechskantigen  ebenen  Zug.  Ein  höchstens  fiinfl;antige  ehene  Züge  enthaltendes  Kantenpolygon  P  (2m)  der 
CJtaralicristik  0  ist  hiernach  dann  und  nur  dann  Elementarpolygon,  wenn  in  einer  Reihe  vmi  ii<,m  —  3  ihm 
henachbarten  Polygonen  P(2m^),  P{2m.^),  ...  P(2m„),  in  der  jedes  folgende  zwei  oder  vier  Kanten  tceniger 
als  das  vorhergehende  zählt,  das  letzte  Polygon  ein  Normalpolygon  darstellt.  Es  wäre  schliesslich  noch  zu 
zeigen,  wie  man  ein  beliebiges  Normalpolygou  P(2m)  auf  eine  der  Gnmdformeu  Pj  oder  P^  reduziert, 
doch  soll  hierfür  auf  die  Eberhardsche  Originalarbeit  verwiesen  werden.^)  Es  genüge  folgendes  zu  be- 
merken.'» Hat  man  auf  einem  Vielflache  An  ein  beliebiges  Elementai-polygon  bestimmt,  so  denke  man  es  sich 
auf  das  zu  ihm  gehörige  Hexagonoid  H^  oder  H^  gelegt.  Dann  gelangt  man  im  zweiten  Falle,  sowohl 
wenn  man  an  dem  einen,  als  wenn  man  an  dem  andern  Ufer  eine  gewisse  Zalil  Sechsecke  zufügt,  zu  einem 
der  unendlich  vielen  Polygone  Pg,  im  ersten  Falle  zu  Polygonen  P^.  Sind  nun  S  und  S^  die  beiden  Stücke, 
in  welche  A„  durch  P  geteilt  wird,  so  setzt  man  an  deren  Berandung  gemäss  den  obigen  Betrachtungen 
so  lange  Sechsecke  an,  bis  man  zu  einem  Polygon  P.^  oder  Pj  gelangt.  Dann  sind  die  beiden  je  durch 
P,  oder  P;  berandcten  polyedrischen  Flächen  längs  des  isomorphen  Randes  aneinanderfügbar,  und  man  hat 
das  erweiterte  Vielflach  erhalten. 

89.  Die  Elenientai'poly^oue  des  Pen<a^(»ndodekaedei's  und  dessen  Erweilerung.  Um  die  vorstehende 
Theorie  an  einem  Beispiel  zu  erläutern,  sei  das  Pontagondodekaeder  Ä^^  gewählt.  Es  sei  seine  Grund- 
fläche «, ,    die    daranstossenden    Fläclien    der    Reihe    nach    u.^,  u^,  u^,  u^,  «g,   und  die  übrigen  sechs  Flächen 

1  Die  bisher  gegebene  Darstellung  weicht  von  der  Eberhards  ab;  die  Grundlinien  für  sie  hat  Schönfliess 
a.  a.  0.  vorgezeichnet. 

2)  Eberhard,  Morphologie,  S.  l.s:i. 

3)  Das  entgegengesetzte  Vorzeichen  zweier  Züge  deutet  an,  dass  die  Vielecke,  welche  die  betr.  Züge  liefern,  auf 
versehiedenen  Ufern  des  Polygons  liegen.  4)  A.  a.  0.  S.  141  «', 
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seien  so  bezeichnet,  dass  einer  jener  sechs  ersten  Flächen  «;,  die  Fläche  ß^  +  e  gegenüberliegt.  Die  Elementar- 
polygone P  sind  dann  diejenigen,  welche  Ä^^  in  zwei  einfach  berandete  Stücke  »S'  und  S'  teilen,  von  denen 
jedes  sechs  Fünfecke  besitzt.-')  Sie  sind  bestimmt  als  Berandung  der  folgenden  Stücke.  1)  »S'  =  ccjjKo, «3, 0:^,0:5, «g. 
Hier  ist  P  ein  links-  oder  rechtsseitiges  Normalpolygon.  2)  S  =  «j,  ß^,  «3,  «j,,,  «jj,  «j^.  P  ist  ein  Normal- 
polygon mit  nur  di'eikantigen  Zügen.  In  diesen  beiden  Fällen  ist  die  Erweiterung  von  Ä-^^2  bereits  erledigt. 
3)  S  =  «i,  «g,  «9,  «10,  «11,  «10.  Setzt  man  an  den  Rand  P(18)  von  S  die  Sechsecke  ß.,,  ß^,  ß-j  an,^)  so  gelangt 
man  zu  einem  Polygon  Pi(12).  Ebenso  fühi-t  die  Ansetzung  der  Sechsecke  ßi,  ßg,  ßi«  an  den  Rand  P(18) 
von  S"  zu  einem  Polygon  Pj^(l2).  Die  Aneinanderfügvmg  der  neuen  polyedrischen  Flächen  längs  Pi(12) 
führt  zu  dem  erweiterten  Vielflach  Fig.  10  Tafel  VI.^)  4)  S  =  «i,  «j»  «3;  «7;  «s?  "lä-  Elementarpolygou 
P(16).  S  wird  erweitert  durch  ß^,  ß^^,  S'  durch  ßj^,  ß.,,  ß-,,  ßg.  Randpolygone  Pi(12).  Das  erweiterte 
Vielflach  ist  Fig.  11  Taf  VI.  5)  S  =  «^,  a.^,  a^,  a.,,  a^g,  a^^.  Elementarpolygon  P(12).  S  wird  erweitert 
durch  ßi,  ßi2,  S'  durch  ßi,  ß^.  Randpolygone  P3(12).  Fig.  12  Taf  VI.  6)  S  =  Uj^,  cc^,  a^,  cc^,  cl,,  a^^.  Ele- 
mentarpolygon P(14).  S  wu-d  erweitert  dm-ch  ß^^,  S'  diu'ch  ß^.  Randpolygone  P3(12).  Fig.  13  Taf  VI. 
7)  S  =  «1,  K^,  Kg,  «7,  ccg,  «IQ.  Elementarpolygon  P(18).  S  wird  erweitert  diu-ch  /3g,  /S,,,  ^j^,  5"  dm-ch  /Sj,  ß^,  /3g. 
Randpolygone  P3(14).  Fig.  14  Taf  VI.  8)  ä  =  «i,  cc,,  «3,  «,,  «g,  «n.  Elementarpolygon  P(16).  S  wird 
erweitert  dm'ch  ß^,  ß^.2  und  ein  drittes  Sechseck  ß',  das  an  den  freien  Rand  von  a^,  ß^^,  ß^  anzusetzen 
ist,  S'  durch  ^7, /3g  und  ein  di-ittes  Sechseck  ß"  an  den  freien  Rand  von  k^^,  ß^,  ß-^.  Randpolygon  P3(14). 
Fig.  15  Taf  VI.  9)  S  =  «j,  «„,  k^,  «,,  «g,  «^i.  Elementarpolygon  P(20).  S  wird  erweitert  durch  ßio,  ß^,  ßn 
und  di-ei  weitere  Sechsecke  ß',ß",ß"'  an  den  freien  Rand  von  ßs,ßi-2,u^,  S'  durch  ß,^,  ß^,  ß^  und  di-ei  Sechs- 
ecke 'ß,"ß,"'ß  au  deu  fi-eien  Rand  vou  /J^, /3p  «g.  Randpolygone  P3(16).  Fig.  16  Taf.  VI.  10)  ä  ^  «j,  Oj, 
Kg,  «5,  K7,  «Jg.  Elementarpolygon  P(18).  S  wLrd  erweitert  durch  /3g,  ß^^,  S'  durch  ß-_^,  ß~.  Die  P(18)  be- 
nachbarten Randpolygone  sind  Normalpolygone  P3(14).     Fig.  17  Taf  Yl.  — 

Längs  des  in  den  Figuren  10 — 17  stärker  gezeichneten  Normalpolygons,  das  die  erweiterten  Flächen- 
stücke S  und  6"  trennt,  köimen  weiter  in  bekannter  Weise  ein  oder  mehrere  Sechsecksgürtel  eingeschaltet 
werden.  Dui'ch  Einfügung  zweier  Reihen  von  je  sechs  Sechsecken,  y^,  y^  ■  ■  ■  ?&  '•^'^  ^v  ^2  ■  •  •  ^s  entsteht  z.  B. 
aus  Fig.  13  das  in  Fig.  18  Tafel  VI  dargestellte,  erweiterte  Vielflach.  Hier  sind  die  stark  gezeichneten 
Polygone  B,^  und  iJj  die  Randpolygone  der  nun  völhg  getrennt  liegenden  Teile  S  und  S'  des  ursprüngHchen 
Pentagondodekaeders,  d.  h.  diese  Polygone  P^  und  P^  sind  isomorph  mit  dem  ursprüngHchen  Elementai-- 
polygon;  die  fein  gestrichelten  Polygone  sind  die  P^  und  7?^  benachbarten  Normalpolygone  P3.*) 


1)  Dies  folgt  aus  einem  Satze  in  Nr.  91.  Vergl  die  Ableitung  der  Elementarpolygone  des  Dodekaeders  bei  Eber- 
hard, a.  a.  0.  S.  146 — 152.  Es  genügt,  immer  nur-  eins  der  Polygone  eines  bestimmten  Typus  ins  Auge  zu  fassen  ".bgleieh 
jeder  Tyjjus  auf  dem  Dodekaeder  eine  bestimmte  Anzahl  mal  auftritt.  Es  ist  femer  im  Text  nur  der  eine  Bestandteil  S  von 
An  angegeben,  da  S'  von  selbst  daraus  folgt. 

2)  Das  soll  heissen,  man  setze  an  Stelle  des  Fünfecks  a,,  welches  ursprünglich  an  das  andre  Ufer  von  P  grenzte, 
das  Sechseck  (3,,  an  Stelle  des  Fünfecks  or,  das  Sechseck  /}„  u.  s.  w. 

3)  Hier  und  in  den  folgenden  Figuren  ist  das  stärker  gezeichnete  stets  das  Normalpolygon  P^  oder  P,.  Die  Ele- 
mentarpolygone sind  als  Ränder  der  nicht  schraffierten  Flächenteile  leicht  auffindbar.  DaPi(12)  sich  selbst  sechsmal  isomoiph 
ist,  so  können  die  polyedrischen  Flächen  hier  in  verschiedener  Weise  aneinandergesetzt  werden,  wodurch  sich  allomorphe 
Typen  erweiterter  Vielflache  ergeben. 

4)  Es  kann  diese  Figur  18  zugleich  dazu  dienen,  die  in  Nr.  82  abgeleiteten  Sätze  zu  erläutern.  Die  Bezeichnungen 
der  Figur  sind  denen  in  Nr.  82  entsprechend.  Die  Normalpolygone  P^^^F^^^  P,  sind  die  auf  dem  Gürtel  G  verlaufenden 
isomorjAen  Polygone,  zwischen  denen  noch  ein  den  beiden  Randpolygonen  iJ,  und  P.  isomorphes  Elementaqjolygon  Pq  (hier 
stark  punktiert)  existieren  muss.  (Es  ist  nebensächlich,  dass  Pq  mit  Pj  und  P,  Züge  gemeinsam  hat.)  Der  Gürtel  G  erweist 
sich  auch  hiemach  als  reducibel.  Er  lässt  sich  sowohl  von  P,  als  von  P,  aus  in  zwei  vollständige  und  zwei  unvollständige 
Elementarstreifen  zerlegen.  Das  Polygon  Pq  zerlegt  G  in  den  an  S  grenzenden  Gürtel  (7,  und  den  an  S'  grenzenden  Gürtel 
<?,.  Dann  lässt  sich  das  ursprüngliche  Pentagondodekaedcr  längs  des  Elementai-j)olygons  P  sowohl  durch  ö,  als  auch  durch 
G,  allein  erweitem.  (Im  zweiten  Falle  z.  B.  denke  man  sich  das  durch  Pq  berandete  Flächeustück  herausgeschnitten  und 
die  entstandene  Öffnung  durch  iS  geschlossen).  Cr,  und  G^  sind  irreducible  Erweiterungsgürtel,  ebenso  wie  der  lediglich 
aus  den  Sechsecken  §,  und  |S,,  bestehende  Gürtel,  der  aus  dem  Dodekaeder  durch  Erweiterung  Fig.  13  Taf  VI  ent- 
stehen  Hess. 
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90.  Die  Hexagonoide  vou  mehrfachem  Zusammenhange.  Die  folgenden  Betrachtungen  schliessen 
sich  an  Nr.  86  an.  Die  allgemeinste  Erweiteningsfläche  Ff,  (vergl.  Nr.  78)  mit  den  ,u  Randpolygonen 
Pj,  Po, .  . .  Pf„  welche  isomorph  mit  den  Rändern  der  Flächenstücke  S,^,  S.^, .  .  .  Sf^  sind,  ist  nichts  andres  als 
ein  ft-fach  zusammenhängendes  Hexagonoid.  Es  sei  nun  C  (P/,)  die  Charakteristik  eines  dieser  Polygone  P/,, 
in  Bezug  auf  das  Innere  des  Hexagonoides  gerechnet.  Es  sind  (i  —  1  Querschnitte  erforderlich,  um  das 
ju-fach  zusammenhängende  Hexagonoid  einfach  zusammenhängend  zu  machen.  Dann  ergiebt  sich  aber,  analog 
den  Betrachtungen  in  Nr.  86,  zwischen  den  Charakteristiken  die  Gleichimg  C  (Pj)  +  C  (P«)  -\-  .  .  .  C  (P^)  + 
(jtt  —  1).  6  =  6,  da  jedem  Querschnitte,  als  gleichwertig  einem  Polygon  auf  einem  einfach  zusammenhängenden 

f 
Hexagonoide,  die  Charakteristik  6  zukommt.     Es  ist  also:    ^h  C  (P/,)  = —  6  (u  —  2).    Daraus  schliesst  man 

1 
weiter:   Versteht  man  unter  C  (P/,)  die  Clmrakteristik  des  Randpolygons  des  Flächenstüdcs  S/,  in  Bezug  auf  sein 
Inneres   gerechtet,   so   hcsteht  ztvischen   den  ji  Bandpohjgonen   der   fi  FläcJienstücke   S^,  S.^, .  .  .  Sf,,  welche   mit 
dem  eingeschalteten  Hexagonoid  die  vollständige  Oberfläche  eines  VielflacJies  bilden  können,  die  Gleichung: 


^,CiI',)  =  (i{!i-% 


Aus  dieser  Gleichung  lassen  sich  zunächst  die  in  folgender  Nummer  gegebenen  Schlüsse  ziehen. 

91.  Die  allgemeinen  Elementametze  nnd  Erweiternngen. ')  Unter  den  ft  Polygonen  PjjPg, . . .  P„  eines 
Elementarnetzes  können  nicht  mehr  als  ii  —  1  Elementarpolygone  sein.  Denn  wären  sämtliche  Polygone  Elementar- 
polygone, so  wäre  ^C'(P^,)^0,  was  gegen  die  obige  Gleichimg  verstösst.  Sind  von  den  ft  Polygonen  jt —  1  Ele- 
mentarpolygone, so  hat  das  ft'"  Polygon  die  Charakteristik  6  .  (jt  —  2),  also  bei  einem  Netz  aus  di-ei  Polygonen  die 
Charakteristik  6.  Es  soll  nun  auf  einem  Vielflache  ein  (fi-{-  l)-teiliges  Netz  Pq,  Py,P^, .  .  .  Pf,  mit  u  +  1 
Flächenteilen  8^,8^,82.  ■  ■  ä,,  gegeben  sein,  von  denen  die  Teile  S^yS^,.-  -Sf,  identisch  mit  den  ebenen  Grenzflächen 

«j,  «„, .  .  .  «„  des  Vielflaches  sind.     Dann  gilt  die  obige  Hauptgleichung  in  der  Form:  C  (P^)  +  ^''  C  (P/,)  = 

1 
C)  (ft  —  1).     Da  aber  nach  früherem   (vergl.  Nr.  85)   die  Charakteristik   eines  ebenen   «<- kantigen   Polygons 

gleich  m  ist,  so  folgt  hieraus:  C(Pg)^ —  ^*  «;/,  -j-  6  (jt  —  1).     Nim  ist  aber    das  Polygon  P^  nicht   nur 

1 
die  Berandung  des  Flächenteils  8q,  sondern  zugleich  die  Berandung  der  aus  den  ft  Vielecken  mit  den  Kanten- 
zahlen nih  bestehenden  übrigen  polyechischen  Fläche.     Daher  ergiebt  sich  der  Satz:  Die  Charakteristik  C  des 
Pandpolygons  einer  aus  ft  gegebenen  ebenen  Vielecken  («/,),„    zusammengesetzten  pohjedrischen  Flüche  ist  von  deren 

h 

^sammensetzungsweise  unabhängig  und  berechnet  sich  nach  der  Formel: 

C  =  "^h  tn,,  —  6  (fi  —  1 ). 
1 

Setzt  man  also  aus  jt  gegebenen  ebenen  Vielecken,  deren  Kantenzahl  insgesamt  6  (jt  —  1)  ist,  eine  polyedrische 
Fläche  zusammen,  so  hat  deren  Randpolygon  die  Charakteristik  Null.-)  Die  angeschriebene  Gleichung  ge- 
stattet, auf  leichte  Weise  die  Polygone  der  Charakteristik  Null  eines  gegebenen  Vielflaches  zu  bestimmen. 
Es  ist  natürlich  dabei  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  jU  Flächen  in  isolierten  Teilen  auftreten,  nur  ist  das 
Polygon  dabei  um  sämtliche  Teile  zu  füliren.  Z.  B.  ergeben  sich  für  die  Werte  /',  =  2,  f-^^  2,  die  nach 
obiger  Gleichung  zu  C  =  0  führen,  unter  anderen  die  in  Fig.  82  (s.  Seite  116)  dargestellten  Polygone.  In 
beiden  Fällen  kann  die  Bestimmung  der  Charakteristik  auch  nach  früher  abgeleiteten  Methoden  erfolgen.     Im 

1)  Eberhard.  Morphologie,  S.  156 — 179.  Die  im  Text  gegebene  Darstellung  schliesst  sich  an  die  von  Schoen- 
fliess  an. 

2)  Z.  B.  bei  sechs  Fünfecken,  vergl.  Nr.  89;  ebenso  bei  drei  Vierecken  und  bei  zwei  Dreiecken. 
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Fig   82. 


ersten  Fall  ist,  wenn  die  Formel  C^s  —  s'  angewandt  wird,  die  Fläche  «  doppelt  zu  zählen,  da  sie  ge- 
trennte Kantenfolgen  des  Polygons  aufweist.  Im  zweiten  Falle  bestimmt  man  leichter  C  als  Differenz  der 
Kanten   erster  und  zweiter  Art.     (Hier  1,  2,  3,  4  und  1',  2',  3',  4'.) 

Es  sei  nun  auf  einem  Vielflache  A,,  ein  Elementaruetz  aus  u 
Polygonen  P/,  vorgelegt,  deren  Charakteristiken  also  die  obige  Gleichung 
befriedigen,  und  es  soU  die  Einschaltungsfläche  F^,  und  ihi-e  Kon- 
struktion weiter  untersucht  werden.  Die  notwendigen  Bedincnmgen 
dafür,  dass  die  Polygone  P/,  überhaupt  ein  Erweiterungsnetz  bestimmen, 
sind  bereits  in  Nr.  78  abgeleitet,  und  zur  Veranschaulichung  des 
Folgenden  kann  man  Fig.  70  benutzen,  von  der  in  Fig.  83  nur 
ein  Teil  neu  dargestellt  ist.  Verbindet  man  die  vor  der  Erweiterung 
identischen  Endpunkte  zweier  isomorpher  Elementarzüge  —  hier  L,i 
und  ?3  2  —  quer  durch  P),  durch  Züge  z  und  s',  die  weder  einen  weiteren  Elementarzug,  noch  sich  gegen- 
seitig schneiden,  und  längs  Kanten  von  Sechsecken  laufen,  so  berandet  das  Polygon  Zo.s,  2,^3,2,2'  eine  hexa- 
gonoidische    Fläche    2>,3,    die    ein    Stück    eines    H^    ist,    sich    also,    wenn    man    ihre    Sechsecke    regulär 

werden  lässt,  als  ein  einfach  berandetes  Stück  einer  ebenen  Sechsecksteilung  dar- 
stellt. Es  sind  also  die  isoynorplien  Elemmtarzüge  li^h  und  Ih^i  zweien,  sich  selbst 
und  einander  nicht  durchsetzenden  Kantenziigen  in  der  ebenen  Scchseclcsteilung  H^ 
isomorph.  Da  von  jeder  Ecke  von  iZg  sechs  Züge  ausgehen,  welche  dem,  höchstens 
fünfkantige  ebene  Züge  enthaltenden,  Zuge  U^z  isomorph  sind,  so  kann  man  auf 
Hf^  die  isomoqjhen  Züge  ?2,3  und  Zs^o  stets  auf  unendlich  viel  Weisen  so  ziehen, 
dass  zwischen  ihnen,  nach  Verbindung  ihrer  entsprechenden  Endpunkte  durch 
die  Züge  z  und  z',  die  einfach  berandete  hexagonoidische  Fläche  Z's.s  gefunden 
ist.  Verfährt  man  ebenso  zur  Auffindung  der  Flächen  Z'24,  ^^34  u.  s.  w.  der 
benachbarten  Züge,  so  werden  die  Einschaltungsflächen  E  gewisse  Sechsecke 
längs  der  Ränder  z  gemein  haben,  von  denen  also  einige  wieder  zu  tilgen  sind.') 
Es  werde  nun  2^03  von  ?o_3  aus  in  elementare,  vollständige  und  un- 
vollständige, Streifen  zerlegt,  und  zwar  mögen  sich  im  ganzen,  bis  man  an 
den    Rand    Z2,3    gelangt,    deren   rfs.s    ergeben.     Man    bezeichnet    d-i^^z^dz^i  nach 

Eberhard  als  Dist^tnz  der  beiden  Züge.-)     Die  ^  ^^ Distanzen  aller  Züge")  sind  aber  nicht  unabhängig 

von  einander;  es  lässt  sich  zeigen,  dass  durch  die  ja  —  1  Distanzen,  welche  ein  Polygon  Pj  mit 
den  übrigen  n  —  1  Polygonen  hat,  die  andern  Distanzen  in  gewisse  Grenzen  eingeschlossen  werden. 
Es  seien  ^1,2  ^  rfi,3  ^  .  .  .  <  di^f,  die  Distanzen  des  Polygons  P^,  welches  die  Fläche  S^  berandet,  von  den 
übrigen  Polygonen.  Man  setze  an  die  als  freischwebend  gedachte  polyedrische  Fläche  S^  dt^^  Elementar- 
streifen an.  Der  freie  Rand  PI  des  letzten  Streifens  kann,  da  seine  Kantenzahl  endlich  ist,  nur  eine  end- 
liche bestimmte  Zahl  von  Kantenzügen  enthalten,  die  mit  dem  Randpolygon  P.,  von  S.^  isomorph  sind.  Man 
kann  also  nur  auf  eine  endliche  Zahl  Weisen  So  ansetzen.  An  die  nun  entstandene  polyedrische  Fläche  iSj.a 
setze  man  d\^s  —  rfi,«  Streifen  an.  Das  freie  Randpolygon  muss  mindestens  einen  Zug  enthalten,  der  mit  Pj 
isomoi-ph  ist,  da  ja  P,  von  P^  die  Distanz  ^1,3  ^^  di^.,  -\-  (di^3  —  (Zi,^)  hat,  aber  sicher  nur  wieder  eine  end- 
liche Anzahl  von  solchen  Zügen,  so  dass  die  Ansetzung  von  S^  nur  auf  eine  endliche  Zahl  von  Weisen 
möglich  ist,  man  also  nur  eine  endliche  Zahl  von  Flächen  Si^o^s  erhält  u.  s.  w.  d.  h.:  Die  gegebenen  fi  —  I 
Distanzen  bestimmen  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Elementarflächen  81^-2,3 ...  f,  =^  Ff,  und  beschränhen  dadurch 
das  System  der  übrigen  Distanzen  auf  eine  endliche  Zahl  endlicher  Wertsysteme.*) 

1)  Vergl.  das  ausführlich  dargestellte  Verfahren  der  Bestimmung   einer  Fläche  Fu  zu  einem  gegebenen  Elementar- 
netze bei  Eberhard,  a.  a.  0.  S.  170  ff. 

2)  Die  Distanz  d{^h  entspricht  dem,  was  in  Nr.  82  als  Amplitude  y  eines  Gürtels  definiert  wurde. 

3)  Es  ist  dabei  ganz  allgemein  vorausgesetzt,  dass  jedes  Polygon  P  mit  jedem  andern  einen  Zug  gemein  hat. 

4)  Eberhard,  a.  a.  0.  S.  176. 


Fig.  83. 
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Aber  auch  die  Werte  der  gegebenen  Distanzen  können  ein  gewisses  Maximum  nicht  überschreiten, 
ohne  dass  die  Einschaltungsfläche  reducibel  wird'),  so  dass  schliesslich  das  Endresultat  lautet:  Zu  emem  auf 
der  Oberfläche  eines  Vielflaches  Ä„  gezogenen  Elementarnetze  gehört  stets  nur  eine  endliche  Anzahl  von  irreduciblen 
elementaren  Einschaltungsflächen. 

92.  Die  Existenz  von  Elemeutarpolygoneu  auf  jedem  Vielflache.  Auf  jedem  allgemeinen  konvexen 
Vielflache  giebt  es  mindestens  ein  sich  selbst  nicht  durchsetzendes  Kanteupolygon  der  Charakteristik  Null. 
Der  Satz  ist  bewiesen,  wenn  gezeigt  werden  kann,  dass  auf  jedem  Vielflach  u.  Vielecke  mit  den  Kantenzahlen 

)Wj,  ))u,  »«3  .  . .  mu  existieren,  welche  der  Gleichung  ^  m^  =  6  (jt  —  1)    genügen.      Das    diese    Flächen    um- 

1 
schliessende  Polygon,  welches  sich  nicht  selbst  durchsetzt,  aber  natürlich  gemeinsame  isomorphe  Züge  haben 
wird,  da  die  Flächen  7n,,  im  allgemeinen  getrennt  liegen  können,  ist  das  verlangte  von  der  Charakteristik 
Null.  Nun  gilt  für  die  3-,  4-  und  5-kantigen  Flächen  jedes  Vielflaches  die  Bedingung:  3^,  -\-  2/4  -{-  f^>  12. 
Also  kommt  auf  jedem  Vielflache  eine  der  folgenden  sieben  Kombinationen  dieser  Vielecke  sicher  mindestens 
vor:  a)  f,  =  2,  b)  f,  =  1,  /,  =  1,  /;  =  1,  c)  f,  =  1,  f,  =  3,  d)  /',  =  3,  e)  f,  =  2,  /;  =  2,  f)  f,  =  1, 
/j  =  4  und  g)  f^  =  6.  Jede  dieser  sieben  Kombinationen  befriedigt  aber  die  obige  Gleichung,  womit  der 
Satz  soweit  bewiesen  ist,  dass  die  Existenz  eines  Polygons  der  Chai-akteristik  Null  auf  jedem  Vielflach  erhellt. 
Der  weitere  Nachweis,  dass  diese  Polygone  in  allen  sieben  Fällen  Elementarpolygone  sind,  ist  aber  nach 
früherem  leicht  zu  führen;  es  ist  demnach  der  oben  ausgesprochene  Satz  als  richtig  erkamit. 

93.  Die   Charakteristikensysteme   eines   Vielflaches  A„  und   der   aus   ihm   elementar   abgeleiteten. 

Es  gilt  zunächst  zu  beweisen:  Zu  jedem  beliebigen,  sich  selbst  nicht  durchsetzenden  Polygone  P  eines  Viel- 
flaches An  giebt  es  auf  einem  Vielflach  E^,  welches  aus  A„  durch  Elementarerweiterimg  entstanden  ist,  ein 
Polygon  E  derselben  Charakteristik.  Es  möge  nämlich  das  Polygon  P  das  Vielflach  A^  in  die  zwei  poly- 
edi-ischen  Flächenstücke  A^  und  A.^  teilen.  A^  besitze  n   Vielecke  mit  den  Kantenzahlen  wj,  A^  aber  n"  Vielecke 

n' 

mit  den  Kantenzahlen  »?/,'.  Dann  ist  die  Charakteristik  C{P)  des  Polygons  sowohl  C(P)  =  ^J  m'f,  —  6  (n'  —  1), 

n" 

als    auch    C  (P)  =  ^^  m'i,  —  6  («"  —  1).     Es  ist  aber  C  (P)  nur  abhängig  von  den  nicht-sedisseitigen  Grenz- 

1 
flächen;  denn  fügt  man  A^^  ein  Sechseck  zu,  so  nimmt  in  C  (P)  das  erste  Glied  um  6  zu,  das  zweite,  da  n 
um  1  zunimmt,  um  G  ab.  Ein  Polygon  auf  dem  aus  A„  durch  Elementarerweiterung  entstandenen  Vielflach 
Em  braucht  also  nur  die  n  Vielecke,  die  zu  A^  gehörten,  auf  dem  einen,  die  zu  A^  gehörenden  n"  Vielecke 
auf  seinem  andern  Ufer  zu  haben,  um  dieselbe  Charakteristik  C  (P)  zu  besitzen,  wie  das  Polygon  auf  A„. 
Es  lässt  sich  nachweisen,  dass  sieh  die  Flächen  m'k  und  ml  auf  P,„  stets  durch  ein  sich  nicht  selbst  schneiden- 
des Polygon  trennen  lassen.')  Zu  jedem  Polygone  der  Charakteristik  C  auf  A„  gehört  also  auf  B,„,  das  durch 
Elementarerweiterung  aus  An  erhalten  ist,  ein  Polygon  derselben  Charakteristik.^)  Da  sich  nun  die  n  Viel- 
ecke von  An  nur  auf  eine  endliche  Anzahl  Weisen  in  zwei  Gruppen  von  n  und  n"  («'  -|-  n"  =  n)  Vielecken 
zerlegen  lassen,  so  folgt:  Die  Polygonsystcmc  aller  Viel  flache,  die  aus  einem  gegebenen  Viel  flach  elementar  ab- 
leitbar sind,  haben  ein  und  dasselbe  endliche  Charalcteristikcnsystcm. 

94.  Das   für  jedes  Vielflaeh   existierende  »j-teilige  Elemeutarnetz   und   die   Prozesse  U^  und  U^, 

Auf  jedem  Vielflach  yl„  bestimmen    die  Perimeter  der  n  Grenzflächen  ein  M-teiliges  Elementarnetz.     Wenn 

Tl 

dieser  Satz  richtig  ist,  so   muss  die   Gleichung  ^-  C  (P*)  =  G  (n  —  2)   gelten.     Nun   ist    aber   C  (Pa)    hier 

i 

1)  Eberhard,  a.  a.  0.  S.  176  ff  i,  Eberhard,  a.  a.  0.  S.  187. 

'S)  Zu  einem  Elementarpolygon  a>if  An  muss  auf  /?„  wieder  ein  Polygon  der  Charakteristik  Null  existieren,  das 
aber  nicht  notwendig  Elementarpolygon  zu  sein  braucht.     Vergl.  Eberhard,  a.  a.  0.  S.  187  —  197. 
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nichts  aiidi'es  als  die  Kanteuzahl  der  Fläche  «;,,  also  ist  die  Summe  aller  C  gleich  der  doppelten  Kantenzahl 
des  Vielflaches  d.  h.  gleich  2  .  (3w  —  6),  was  mit  6  (w  —  2)  identisch  ist.  Zu  diesem  n- teiligen  Elementar- 
netze soUen  zwei  Einschaltimgsflächen  näher  betrachtet  werden.  Der  erste  JErweiterungsprosess  sei  mit  Jl^ 
bezeichnet:  Man  schneide  die  2n  —  4  Ecken  von  An  durch  Dreiecke  ab,  und  variiere  diese  so,  dass  jedes 
Dreieck  mit  seineu  drei  Scheiteldreiecken  und  nur  mit  diesen  zum  Schnitt  gelangt.  Das  neue  Vielflach 
Azn  —  i  besitzt  daim  2n  —  4  Sechsecke  und  die  n  Flächen  von  An  in  isolierten  Lagen.  Bezeichnet  man  die 
Zahl  der  Flächen  des  Vielflaches,  das  aus  An  nach  jw- maliger  Wiederholung  dieses  Prozesses  TZj  hervor- 
geht, mit  »;,,,  so  ist  n'm  ^  iin'„,  —  i — 4.  Setzt  man  hier  rückwärts  die  Werte  für  n,n  —  i,  m,'„_2...  ein,  so 
ergiebt  sich:  «„=  3"'.  n  —  2  (3'" —  1).  Da  bei  jedesmaliger  Wiederholung  des  Prozesses  nur  neue  Sechsecke 
entstehen,  die  bereits  vorhandenen  aber  ihi'er  Art  nach  erhalten  bleiben,  so  hat  das  schliesslich  entstehende 
An'    (3"' —  1)  in  —  2)  eingefühiie  Sechsecke.     Dem  einmaligen  Erweiterimgsprozesse  U^  entspricht  eine  irre- 

ducible  Einschaltungsfläche.  Denn  hat  man  eine  hexagonoidische  Einschaltungsfläche  mit  n  den  Grenzflächen 
von  An  isomorphen  Randpolygonen,  so  kann  ein  Sechseck  höchstens  drei   dieser  Randpolygone   selten.     Nun 

haben  die  n  Randpolygone  6«  —  12  Kanten,    also    muss    die   Einschaltungsfläche    mindestens  ^ —  d.  h. 

2n  —  4  Sechsecke  als  Minimum  enthalten.  Eine  solche  Einschaltungsfläche  mit  dem  Minimum  der  Sechs- 
ecke ist  aber  sicher  irreducibel,  also  ist  die  durch  U^  erzeugte  Einschaltimgsfläche  irreducibel.  Fig.  19 
Taf.  VI  zeigt  das  durch  einmalige  Ausfühi-ung  des  Prozesses  77^  aus  dem  Siebenflach  VII^  Tafel  II  ent- 
standene 17-flach.  Ein  zweiter  Erwciiermujsprozess  U.,  werde  folgend ermassen  ausgeführt.  Man  schneide  die 
3w  —  6  Kanten  von  An  dui-ch  Ebenen  ab  imd  variiere  diese  so,  dass  jede  mit  den  Ebenen  der  vier  Nach- 
barkanten und  nur  mit  diesen  zum  Schnitt  gelangt.  Dadurch  entstehen  3».  —  6  Sechsecke  imd  die  Flächen 
von  A-n  treten  isoliert  auf  Ist  n'/,  die  Zahl  der  Flächen  des  nach  ft-maliger  Anwendung  des  Prozesses  ent- 
standenen Vielflaches,  so  ist  wJJ  =  4m^_i — 6  und  daraus  berechnet  sich  wieder  durch  Rekursionsverfahren: 
n'/^  =  4".  n  —  2  (4" —  1),  wovon  (4"  —  1)  {n  —  2)  eingeführte  Sechsecke  sind.  Fig.  20  Taf.  VI  zeigt  das 
durch  n<,  aus  dem  Siebenflach  VII^  entstandene  22 -flach.  —  Dem  einmaligen  Prozesse  77o  entspricht  eine 
reduciUe  Einschaltuugsfläche. ')  Es  ergiebt  sich  mm  dasselbe  Resultat  N,  wenn  man  n'„,  für  n  in  n',',  und  w^ 
für  n  in  wj,  einsetzt,  nämlich  JV=3"'.4''.h  —  2(3"'.4." — 1),  wovon  (3'" 4" — 1)  («  —  2)  Sechsecke  sind, 
d.  h.:  Unterwirft  man  ein  Vielflach  A^  w^mal  dem  Prozesse  77j  und  ju-mal  dem  Prozesse  77,,  so  ist  das 
sich  ergebende  Endpolyeder  Aj^  von  der  Reihenfolge  der  m  -\-  (i  Prozesse  unabhängig.  Dass  die  entstehenden 
Vielflache  isomorph  sind,  ist  nachgewiesen,  wenn  gezeigt  wird,  dass  das  duixh  den  Prozess  7Ti  (77»)  ent- 
stehende Vielflach  isomorph  mit  dem  durch  772  (-^i)  entstehenden  ist.  Dieser  Beweis  ist  aber  leicht  zu 
führen")  Nachdem  nun  in  den  Nr.  82  u.  fF.  die  verschiedenen  Methoden  der  Erweiterung  eines  gegebenen 
Vielflaches  durch  Sechsecke  erläutert  worden  sind,  wobei  selbstverständlich  das  betr.  Vielflach  auch  ein  Stamm- 
vielflach in  dem  früher  definierten  Sinne  sein  kann,  sollen  nun  im  folgenden  die  in  Nr.  81  am  Schlüsse  an- 
gezeigten Probleme  noch  einer  kurzen  Besprechung  unterzogen  werden. 

95.  Die  Existenz  des  Bereiches  U,,,.  Nach  Nr.  80  bilden  alle  Vielflache,  die  zu  demselben  Werte 
m  der  beiden  Stammgleichungeu  3/3  -\-  2f^  +  /^  =  m,  /"j^-  2/^  +  3/'<,  -{-...  =  m  gehören,  einen  Bereich. 
Es  soll  bewiesen  werden,  dass  jede  positive  Zahl  m  einen  Bereich  definiert.  Zu  dem  Zwecke  ist  es  nötig 
zu  zeigen,  dass  sich  für  jedes  m  ein  Vielflach  konstruieren  lässt,  welches  die  Gleichungen  befriedigt.  Es  sei 
ein  ß-flacli  VI.^  (Taf.  II)  mit  den  gegenüberliegenden  Flächen  «1,  «,-,  «»»  %!  "»;  <*^r,  gegeben.  Man  schalte  längs 
des   Elementarpolygons   %  |  «j,  a^  \  «j,  a^  \  a^,  a^  \  k,,  «. j  |  «3,  «5 1  «3   zwischen    die    beiden   Bestandteile   iSj  («;,  u^,  «3) 

und  ^2  («.„  «5,  «e)  einen  Sechsecksgürtel  aus  m  ^  1  +  [1']  Streifen    ein.     Die   aufeinanderfolgenden    Streifen 

seien:  «1,  «5,  «ö;  «i',  «2,  «3;  «i",  «5",  «<;";  «1",  «2",  «.i'";  ■  ■  •  •  so  dass  die  Flächen  («i.).j,  («l^e,  («i'")6-  •  •  •  (,''-■=  Ij^jS) 
und  ebenso  die  Flächen  («i)^,  {uk\,  («it"")c (^"  =  4,  5,  6)  Scheitelflächen  sind.»)    (Figur!)    Es  ergiebt  sich 


l)  Beweis  s.  Eberhard,  a.  a.  0.  S.  184.  2)  Eberhard,  a.  a.  0.  S.  182. 

3)  Der  äussere  Index  giebt  die  Kantenzahl  der  Fläche  an. 
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ein  Vielflach  ^3 ,„+6,  für  welches  noch  m  =  0  ist.  Kappt  man  nun  durch  einen  vierseitigen  Schnitt  /3j  die 
Kaute  ai\ui  ab,  so  ist  in  dem  entstehenden  Asm-^-r-  t\  =  ^,f\  =  67/5  =  ^jf6  =  3>«' —  1,/",  =  1,  d.  h.  m  =1. 
Kappt  man  weiter  die  Kante  d;,\ui  durch  einen  vierseitigen  Schnitt  ^.,  ab,  so  wird  ^3  =  0,  /\  =  ß,  /l  =  2, 
/■g  =  3wj'  —  2,  /■,  =  2,  also  m  =  2.  So  führe  man  dieses  Abschneiden  durch  Vierecke  längs  der  Reihe  der 
Kanten  «ä|ai,  cc'ö\c('e,  «5 1  a'i ,  «s  |  «1 ,  «sj«!  ■  ■  •  ■  fort-  Es  wird  immer  der  vorige  vierseitige  Schnitt  zum  Fünfeck; 
da  aber  das  neue  Viereck  eingeführt  wird,  lileibt  die  Zahl  dieser  ungeändert  gleich  6.  Bei  jedem  Schnitt 
wird  überdies  ein  Sechseck  zu  einem  Siebeneck,  wähi-end  die  bereits  erhaltenen  Siebenecke  nicht  gestört 
werden.  Nach  »«-maliger  Wiederholimg  ist  also  /j  =  0,  f^  =  6,  fr,  =  ni,  f^  =  Bm'  —  ni,  f.,  =  m,  d.  h.  das  Viel- 
flach Aim'+i-\-m  gehört  dem  Bereiche  Bm  an. 

96.  Die  Stämme  des  Bereiches  jB,,.  Die  weitere  Frage,  die  zu  beantworten  ist,  lautet:  Definiert  jedes 
Lösungssystem  /,•  der  beiden  wiederholt  angeführten  Stammgleichungen  bei  bestimmtem  m  einen  Stamm  von 
Vielflachen,  d.  h.  giebt  es,  unter  Umständen  mit  einer  bestimmten  endlichen  Zahl  von  Sechsecken  verbimden, 
wenigstens  zu  einem  Vielflach  Veranlassung,  das  sich  konstruieren  lässt?  Es  sollen  zunächst  die  Stämme  des 
Bereiches  B^  gefunden  werden.^)  Die  Gleichung  ?>f^  -\-  2f^  -\-f\  =  12  lässt  folgende  19  Lösungen  zu,  von 
denen  die  ersten  elf  Lösungen  der  Gruppe  a)  ohne  Sechsecke  geometrisch  darstellbar  sind,  während  die 
übrigen  acht  der  Gruppe  b)  die  mitangegebene  Zahl  von  Sechsecken  brauchen,  um  ein  geschlossenes  Vielflack 
zu  liefern.     Die  Nummern  der  Figuren  auf  den  Tafeln  sind  beigefügt,  so  weit  es  nötig  ist. 

Gruppe  a. 

1)  h  =  4,  A  =  0,  /;  =  0.  7)   /3  =  0,  /,  =  5,  /;  =  2.  {VII,,  Taf.  II) 

2)  h  -  2,  /;  =  3,  /:  =  0.  8)   /3  =  0,  /;  =  4,  f,  =  4.  (77/7.3,  Taf.  E) 

3)  f,  =  2,  /•  =2,  /;  =  2.  {VI,,  Taf.  E)  9)   f,  =  0,  f,  =  3,  /:  =  6.  (7X33,  Taf.  HI) 

4)  /;  =  2,  /;  =  0,  /;  =  6.  (F774Taf.  n)  10)/3  =  0,  U  =  2,  /:,  =  8.  (X35,  Taf.  V) 
5)/'3  =  l,  L  =  ^,  Ü  =  'i-  (F77^  Taf.  II)  n)f,  =  0,  f,  =  0,  /;  =  12.     Das  Pentagon- 
6)/'3  =  0,  /;  =  6,  /5  =  0.  (F772,  Taf.  11)                                                                        dodekaeder. 

Gruppe  b. 

12)  f,  =  3,  /•,  =  1,  f,  =  1,  /,  =  3.  ( F7773,  Taf.  U)      16)   f,  =  l,f,  =  2,  f,  =  b,  f,  =  1.  (7X,„  Taf.  UI) 

13)  f,  =  3,  /;  =  0,  f,  =  3,  /,  =  1.  (F77.,  Taf.  U)        17)   f,  =  1,  /;  =  1,  /;  =  7,  f,  =  2.  (Fig.  11,  Taf.  H) 

14)  f,  =  2,t\^  \,  f,  =  4,  /;  =  1.  {VIII,,  Taf.  II)      IS)   /;  =\,f,  =  0,  /;,  =  0,  /e  =  3.  (Fig.  12,  Taf.  H) 

15)  t\  =  1,  h  =  4,  A  =  1,  /e  =  2.  (F777,o,  Taf.  II)     19)   f,  =  0,  /;  =  1,  /;,  =  10,  f,  =  2.  (Fig  13,  Taf.  II) 

Es  definiert  also  jedes  positive  ganzzahlige  Lösungssystem  der  Gleichimg  S/j,  -|-  2f\  -f-  /"j  =  12  einen 
Stamm  allgemeiner  Vielflache.  Es  zeichnet  sich  übrigens  der  Bereich  7?^  dadurch  aus,  dass  jeder  Polyeder- 
stamm nur  ein  einziges  Stammvielflach  enthält.  Die  Lösimg  8)  f\  =  0,  f\  =  4,  f\  ^  4  z.  B.  ergiebt  als 
Stammp«lyeder  nur  das  Achtflach  VIIIj^,  denn  das  Neunflach  TXj,  (Taf.  III)  mit  einem  Sechseck  und  die 
drei  allomorphen  Typen  der  Zehnflache  X^^  (Taf.  V)  lassen  sich  aus  VIII,^  durch  Elemen*^arerweiteruug 
längs  gewisser  Polygone  erhalten.  Zerschneidet  man,  um  einen  Fall  herauszugreifen,  VIII,^  längs  des  Normal- 
polygons, welches  dieses  Achtflach  in  die  beiden  Teile  S  und  S'  zerfällt,  von  denen  jeder  zwei  sich 
seitende  Vierecke  und  die  beiden  Fünfecke  enthält,  von  denen  jedes  mit  jedem  der  beiden  Vierecke  eine 
Kante  gemein  hat,  so  lassen  sich  S'  und  S  nach  Einfüfcunti  eines  aus  zwei  Sechsecken  bestehenden  unvoll- 
ständigen  Normalgürtels  zu  dem  Zehnflach  Xgg«  zusammenfügen. 

97.  Die  Stämme  des  Bereiches  ifm.  Um  die  Stämme  des  Bereiches  S,„  für  einen  bestimmten  Wert 
von  m  zu  finden,  hat  man  die  Lösungen  der  beiden  Gleichungen  Zf^  -\-  2f\  -\-  f\  =  12  -J-  m  und  f.  -\-  2f^  -\- 
3/9  +  ■"■"!"  'infm+n  =  M  zu  bestimmen.     Jedes    Lösungssystem    der    ersten    Gleichung    ist   dann    mit  jedem 


1)  Die  ausführlichen  Ableitungen  vergl.  bei  Eberhard,  a.  a.  0.  S.  201  ff. 
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Lösungssystem  der  zweiten  Gleichung  zu  kombinieren.  Es  kann  bewiesen  werden:  Jedes  positive  ganzzaläige 
Lösungssijstem  der  leiden  Sta»imgleic]iHn(/en  bez.  der  charaJcteristischen  Gleichung  definiert  einen  Stamm  all- 
gemeiner Viel  flache,  da  sigh  mindestens  ein  Stanunpolyeder  geometrisch  konstruieren  lässt.^)  Die  Aufgabe, 
die  Lösungen  der  beiden  Stammgleichungen  zu  finden,  ist  ein  Problem  der  unbestimmten  Analvtik;  es 
handelt  sich  um  Auflösung  zweier  diophantischen  Gleichungen  mit  drei,  bez.  tn  Unbekannten.  Die  Anzahl 
aller  Lösungen  bei  gegebenem  m  ist  gleich  dem  Produkt  der  Anzahl  der  Lösungen  der  beiden  Gleichungen. 
Diese  zwei  Anzahlen  geben  an,  auf  wieviel  verschiedene  Arten  die  Zahlen  m  -\-  12  und  m  sich  als  Summe  von 
einer,  zwei  oder  di-ei  der  Zahlen  1,  2,  3  und  als  Summe  von  einer,  zwei,  drei,  vier ....  m  der  m  Zahlen  1,  2,  3 . . .  m 
darstellen  lassen.  Sie  lassen  sich  für  jeden  Wert  von  ni  durch  Rekursionsverfahren  berechnen.-)  Zu  einem 
bestimmten  Lösungssystem  der  Stammgleichungen  werden  für  m  >  0  im  allgemeinen  mehrere  allomorphe 
Stammvielflache  gehören.  Z.  B.  ergiebt  sich  für  m  =  3  u.  a.  die  Lösimg  f.,  =  o,  f^  =  2,  f^  =  2,  /".  ^  1, 
/g^  1,  die  sich,  schon  ohne  Sechsecke,  in  den  beiden  allomorphen  Typen  des  Neunflaches  IX^  (Taf.  lU) 
konstruieren  lässt.^) 

98.  Die  Bestimmmig  der  Polyederfamilieu  eines  Stammes.  Hat  man  ein  Lösungssystem  fz,fi,fbyfiiü--- 
der  beiden  Stammgleichungen  gefunden,  so  handelt  es  sich  mm  um  eine  Methode,  um  aus  diesen  M  Stamm- 
flächen imd  aus  einer  nicht  näher  bestimmten  Anzahl  jt  von  Sechsecken  die  möglichen  irreducihlen  Yielflache 
des  Stammes  zu  konstruieren.  Jedes  solche  Yielflach  bildet  dann  mit  allen  aus  ihm  durch  Elementarerweiterung 
ableitbaren,  also  reduciblen  Yielflachen  eine  Familie.  BezügHch  der  Lage  der  M.  Stammflächen  sind  nun 
vier  Fälle  zu  unterscheiden.'*)  a)  Die  21  Stammflächen  setzen  (ohne  Sechsecke)  die  vollständige  Oberfläche 
eines  Vielflaches  zusammen;  dies  sind  an  sich  Stammvielflache,  b)  Sie  bilden  m  isolierte  einfach  berandete 
Bestandteile  S^,  S,,.  . .  S^,  {m^  M.)  c)  Sie  büden  /  isolierte  mehrfach  berandete  Flächen  I^.  d)  Sie  bilden 
i'  isolierte  einfach  berandete  Bestandteile  S',  und  /"  isolierte  mehrfach  berandete  Flächen  F'/.  Jede  der  drei 
Gruppen  a)  b)  c)  zei-fällt  wieder  in  eine  endliche  Anzahl  von  Untergnippen.  Diese  unterscheiden  sich 
bei  b)  erstens  dui-ch  die  Anzahl  m  der  isolierten  einfach  heran  deten  Teile  St,,  zweitens  dm-ch  die  AH  der 
Verteilung  der  M  Stammflächen  auf  die  m  Bestandteile,  und  drittens  noch  duixh  die  Zusammensetzmigsiceise 
der  zi;  einem  Bestandteile  genommenen  Vielecke.  Komplizierter  wird  die  Bestimmung  der  Untergnippen  in 
den  Fällen  c)  und  d),  da  hier  bei  gleicher  Anzahl  von  Flächen  S,  bez.  Fi  noch  Verschiedenheiten  in  deren 
gegenseitiger  Lage  in  Betracht  zu  ziehen  sind.  Sicher  aber  ergiebt  sich  in  jedem  FaUe  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Untergruppen,  die  der  Reihe  nach  augegeben  werden  können.  Nicht  alle  L'ntergruppen  sind  jedoch 
durch  Stammvielflache  darstellbar.  Denn  hat  man  z.  B.  im  Falle  b)  m  isolierte  einfach  berandete  Flächen 
/S,,  Äg, .  .  .  Sm  mit  den  Randpolygonen  Pj,  Pj  .  .  .  P,„  aus  den  M  Stammflächen  zusammengesetzt,  so  sind  diese 
Polygone  zugleich  die  Randpolygone  der  noch  hinzuzufügenden  hexagonoidischen  Fläche  F,,,  und  es  muss 
also,  wenn  C  (Pa)  die  Charakteristik  des  Polygons  P^  in  Bezug  auf  das  Innere  des  Flächenstücks  Sh  ist,  die 

m 

Gleichung    ^^.  C  {F,)  =  6  (w  —  2)  befi-iedigt  werden,  worin  jedes  C  {P^}  durch  die  Zahl  und  Art  der  Viel- 

1 
ecke,  welche  S/,  zusammensetzen,  nach  der  Formel  in  Nr.  91  bestimmt  ist.    Die  Zusammensetzung  der  M  Stamm- 
flächen zu  den  S,  muss  also  im  EinMmige  mit  der  besprochenen  Gleichung  stehen.     Entsprechendes  gut  in  den 

1)  Vergl.  den  Beweis  bei  Eberhard,  a.  a.  0.  S.  205—221. 

2)  S.  Euler,  Introductio  in  anal3-sin  infinitorum,  Lib.  I.  Cap.  16.  Vergl.  Cantor  III.  S.  69G  ff.  Bezeichnet  man  z.  B. 
die    Zahl    der   Lösungen    der    ersten    Stammgleichung    mit  S3,,  Ssi-fi,  Ssv-)-»,   je    nachdem  m  von    der  Form  3v,  3j/ +  1. 

.3.+2  ist,  so  ist  Siy  +  i  =Ssy  -t-  2  +  r^^-^1,  Sj.  +  2  =  Ss,  +  5  +  [""Jl^l  +  r-l    wo  []   die  bekannte  Bedeutung   hat, 

und  es  ist  .Ss,  gleich  3  /3  -f  ^— ]  oder  gleich  3  (3  +  ^)  —/s-f-— '),  je  nachdem  v  ungerade  oder  gerade  ist.  Kom- 
plizierter ist  die  Behandlung  der  zweiten  Stammgleichung,  auf  die  hier  verzichtet  werden  soll.  Empirisch  lassen  sich  für 
nicht  zu  grosses  m  die  Lösungen  leicht  angeben. 

3)  Vergl.  dazu  die  elf  Typen  des  Zehnflaches  -V„  (Taf.  IV)  mit  einem  Sechseck. 

4)  Nach  Eberhard,  a.  a.  0.  S.  224  ff. 
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Fällen  c)  und  d).  Setzen  die  31  Stammfläclien  ein  polyedrisches  Flächenstück  S^  zusammen,  so  hat  dessen 
Randpolycron  die  Charakteristik  —  6,  weil  die  zur  Vervollständigung  von  S^  zum  geschlossenen  Vielflach  be- 
nöticrte  hexaofonoidische  Fläche  von  einfachem  Zusammenhange  ist.  Dabei  kann  die  Art  der  Zusammen- 
setzuncr  von  Äj  aus  den  31  Stammflächen  auch  eine  mehrfache  sein,  wodurch  sich  allomorphe  Stammviel- 
flache ergeben.  Beispiel:  /g  =  1,  A  ==  3,  /l  =  4, /"^  =  1;  die  di-ei  allomorphen  Stammzehnflache  X-,,,,,,^,^- 
Bilden  die  31  Stammflächen,  um  den  einfachsten  Fall  c)  zu  nehmen,  eine  mehrfach  berandete  Fläche,  so 
müssen  deren  sämtliche  Randpolygone  die  Charakteristik  —  6  haben,  aus  demselben  Grunde  wie  im  vorigen 
Beispiele.  Setzen  die  31  Stammflächeu  ein  einfach  berandetes  Stück  S^  und  ein  zweifach  berandetes  Stück  F^ 
zusammen,  so  muss  von  den  Charakteristiken  C  (P')  und  C  (P")  der  beiden  Polygone  von  F^  die  eine  gleich 
—  6,  die  andere  gleich  der  Charakteristik  des  Randpolygous  von  S^  sein,  weil  dieses  von  i^j  durch  einen 
zweifach  berandeten  Sechsecksgürtel  getrennt  ist  u.  s.  w.  Es  lässt  sich  nun  beweisen,  dass  zu  emem  den 
gemachten  Angaben  entsprechend  bestimmten  System  von  isolierten  Flächen  S;  (oder  i^,)  nur  eine  endliche 
Anzahl  irreducibler,  isomorph  berandeter  hexagonoidischer  Einschaltimgsflächen  existiert.')  Es  folgt  daher 
der  Satz:  Die  AnmJil  der  m  einem  beliebigen  Vidßachstamme  gehörigen  Familien  ist  endlieh.  Jede  Familie 
enthält  dann  neben  ihrem  Stammvielflach  alle  durch  Elementarerweiterung  aus  ihm  ableitbaren  Typen,  deren 
Anzahl  unendlich  gross  ist. 


E.  Die  besonderen  Euler  sehen  Vielflaclie. 


99.  Eiuteiluug:  der  besonderen  Vielflache.  Bei  der  Betrachtung  der  als  besondere  Vielflache  be- 
zeichneten räumlichen  Gebilde  kommen  ebensowohl  die  Grenzflächen  als  die  Ecken  in  Frage,  und  zwar  nicht 
nur  nach  ihrer  Zahl,  sondern  auch  nach  ihrer  Beschaffenheit.  Ein  Vielflach  heisst  regelmässig  (regulär),  wenn 
seine  sämtlichen  Grenzflächen  kongruente  regelmässige  Vielecke  (Polygone)  imd  seine  sämtlichen  Ecken  eben- 
falls regulär  und  kongruent  sind,  d.  h.  sich  zur  Deckimg  bringen  lassen.  Ein  reguläres  Vielflach  besitzt 
demnach  gleiche  Kanten  —  es  ist  gleichkantig  —  und  gleiche  Flächenwinkel.  (Beispiel:  Würfel)  —  Ein 
Vielflach  heisst  gleicheclig  und  gleichflächig,  wenn  seine  Flächen  imd  ebenso  seine  Ecken  sämtlich  kongruent 
sind.  Ein  solches  ist  nicht  notwendig  regulär;  dies  ist  es  nur  dann,  wenn  die  kongruenten  Flächen  regel- 
mässige Vielecke  sind,  d.  h.  wenn  das  Vielflach  zugleich  gleichkantig  ist.  (Beispiel:  Ein  Vierflach,  dessen 
Netz  dadurch  entsteht,  dass  man  die  Mittelpunkte  der  Seiten  eines  ungleichseitigen  Dreiecks  unter- 
einander verbindet,  ein  sog.  Sphenoid.)  —  Ein  Vielflach  heisst  gleicheclcig,  wenn  es  lauter  gleiche  (kongruente 
oder  symmetrisch -gleiche)  Ecken  hat,  während  die  Grenzflächen,  die  nicht  regulär  zu  sein  brauchen,  von 
einander  verschieden  sind  (Beispiel:  rechtwinkliges  Parallelepiped) ;  es  heisst  gleichflächig,  wenn  es  von  lauter 
gleichen  fkongruenten  oder  symmetrisch  gleichen)  Flächen  begrenzt  wird,  wobei  die  Ecken,  die  ebenfalls 
nicht  notwendig  regulär  sein  müssen,  von  einander  verschieden  sind.  Sind  bei  einem  gleicheckigen  bez.  einem 
gleichflächigeu  Köqjer  die  Flächen  bez.  Ecken  regelmässig,  so  heisst  der  Körper  ein  halbregulärer,  weil  er 
zu  einem  regulären  wh-d,  wenn  im  ersten  Falle  die  regulären  Flächen,  im  zweiten  die  regulären  Ecken 
sämtlich  von  einerlei  Kantenzahl  sind.  Alle  bisherigen  Definitionen  sind  ebenso  wie  für  die  Eulersehen 
Vielflache  der  Art  A  =  \,  soweit  sie  im  folgenden  zunächst  zur  Sprache  kommen,  auch  für  die  Vielflache 
höherer  Art,  die  später  zu  untersuchen  sind,  gültig.  —  Es  erübrigt  noch  eine  Bemerkung  über  die  Ecken 
der  Vielflache.  Konstruiert  man  um  den  Scheitel  einer  Ecke  eine  Kugel,  die  von  sämtlichen  Seitenflächen 
der  Ecke  in  grössten  Kreisen  geschnitten  wird,  so  heisst  die  Ecke  regelmässig  (regulär),  wenn  das  erzeugte 
sphärische  Polygon  auf  der  Kugel  regelmässig  ist.  (Vergl.  Nr.  37.)  Zwei  Ecken  heissen  gleich  (kongruent), 
wenn  bei  umbeschriebener  Kugel  von  gleichem  Radius  die  sphärischen  Polygone  kongruent  sind,  und  wenn  die 


1)  Eberhard  a   a.  0.  S.  22G. 
BrUckoer,  Violecko  und  Vielflache.  ^^ 
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Kanten  der  einen  Ecke  mit  entsprechenden  Kanten  der  andern  Ecke,  in  demselben  Umlaufssinn  genommen, 
der  Grösse  nach  übereinstimmen.  Ist  die  eine  Ecke,  bei  Berücksichtigung  auch  der  Länge  ihrer  Kanten, 
nur  das  Spiegelbild  der  andern  gegen  eine  ihrer  Grenzebenen,  so  heissen  die  beiden  Ecken  symmetrisdi-gleich. 

100.  Die  regelmässigen  Vielflaclie.  Ableitung  und  Existenzbeweis.  Ein  Vielflach  besitze  /"  «eckige 
(regelmässige)  Flächen  und  e  /»-kantige  (reguläre)  Ecken.  Es  ist  dann  n-f'^^2'k,  m-e  =  2Tx,  wemi  /.■  die 
Zahl  der  Kauten  bedeutet,  imd  da  e  -\-  f  =  h  -\-  2  ist,  so  ergiebt  sich: 

,  2mw  4m  .  im 

9  tili     _i^    Vl\    1»  M    '  •>  (  Ut     _i_     l)"l     IM  II   ?  ' 


2(wi  -\-  n)  —  »in'  ^(»f  -\-  n)  —  mn'  '         •2{m  +  m)  —  mn 

Da  weder  m  noch  n  gleich  6  sein  kann,  beide  aber  grösser  als  2  sein  müssen,  so   erhält  man  durch  Kom- 
bination von  n  =  3,  4,  5  mit  m  =  3,  4,  5  nur  folgende  endliche  j^ositive  ganzzahlige  Werte  für  e,  f,  h: 


1)    rt  =  3. 

ni  =  3, 

e=    4, 

/=     ^; 

k=    6. 

2)    w  =  3, 

m  =  4, 

e=    G, 

/=    8, 

/.  =  12. 

3)    n  =  3, 

m  =  5, 

e  =  12, 

/•=20, 

A-  =  30. 

4)    «  =  4, 

M  =  3, 

t'=    8, 

/=    6, 

k  =  12. 

5)    n  =  5, 

m  =  3, 

e  =  20. 

/•=12, 

h  =  20. 

Nach  der  Zahl  ihi"er  Flächen  heissen  diese  einzig  möglichen  fünf  regelmässigen  Vielflache  in  -der  angegebenen 
Reihenfolge:  Tetraeder,  Oktaeder,  Ikosaeder,  Hexaeder  (Würfel),  Dodekaeder  (Pentagondodekaeder).  Hiermit 
ist  gezeigt,  dass  nur  fünf  regelmässige  Vielflache  möglich  sind;  ihre  thatsächliche  Existenz  muss  noch 
bewiesen  werden.') 

Bildet  man  aus  n  (<  6)  gleichseitigen  Dreiecken  eine  «-kantige  Ecke,  so  dass  die  aufeinander 
folgenden  Flächen  gleiche  Winkel  (Flächenwinkel)  mit  einander  bilden,  so  ist  der  freie  Rand  der  n  Dreiecke 
ein  ebenes  regelmässiges  n-  eck.  Für  n  =  3  lässt  sich  der  freie  Rand  durch  ein  den  vorigen  kongruentes 
gleichseitiges  Dreieck  zum  regelmässigen  Vierflach,  dem  Tetraeder,  schliessen  (Fig.  84).  —  Man  setze  nun  die 
vier  kongruenten  gleichseitigen  Dreiecke  k  =  ABC,  ß  =  ACD,  y  =  ADE,  d  =  AEB  zu  der  vierkantigen 
Ecke  A  zusammen,  so  dass  die  vier  Fläehenwinkel  gleich  sind.  In  einer  Ecke  des  Randes,  etwa  B,  setze 
man  zwei  weitere  gleichseitige,  den  vorigen  kongruente  Dreiecke  e  =  BCF  imd  ^  =  FCD  an,  welche  die 
mit  A  kongruente  vierseitige  Ecke  C  ergeben.  Dann  ist  in  B  imd  D  nur  je  ein  gleichseitiges  Dreieck 
hinzuzufügen,  um  auch  hier  mit  A  kongruente  Ecken  zu  erzeugen,  und  es  ist  das  Oktaeder  entstanden. 
Die  (b-ei  kongruenten  Polygone  BCDE,  ABFI)  und  ACFE  sind  Quadrate  (Fig.  85  S.  124).  —  Werden  fünf 
kongruente  gleichseitige  Dreiecke  unter  gleichen  Flächenwinkeln  aneinandergelegt,  so  ergiebt  sich  eine  Ecke  A, 
deren  ebener  Rand  BCDEF  (Fig.  87  S.  125)  ein  regelmässiges  Fünfeck  ist.  In  einem  ersten  Eckpunkte 
desselben,  z.  B.  B,  lassen  .sich  dann  drei  weitere,  den  vorigen  kongruente  gleichseitige  Dreiecke  sicher  so 
ansetzen,  dass  sie  mit  den  zwei  daselbst  bereits  vorhandenen  eine  der  Ecke  A  kongruente  Ecke  E  bilden. 
Da  die  Flächenwinkel  immer  dieselben  sind,  so  lassen  sich  zu  den  drei  nun  in  C  zusammenstossenden  Drei- 
ecken zwei  weitere  fügen,  so  dass  die  Ecke  C  kongruent  der  Ecke  A  wird  u.  s.  w.  Nach  Anfügimg  von 
zehn  gleichseitigen  Dreiecken  werden  fünf  derselben  noch  einen  freien  Rand  bilden,  imd  da  die  drei  Dreiecke 
an  jeder  Ecke  dieses  Randes  dieselben  Winkel  mit  einander  bilden,  wie  je  drei  Dreiecke  des  freien  Randes 
der  Ecke  A,  so  ist  jener  Rand  kongruent  mit  diesem  und  kann  durch  eine  mit  A  kongruente  fünf  kantige 
Ecke  geschlossen  werden.  So  ergiebt  sich  das  Ikosaeder.  Je  fünf  einem  seiner  Eckpunkte  benachbarte 
Eckpunkte  bilden  ein  regelmässiges  ebenes  Fünfeck.  —  Da  sieh  aus  drei  Quadraten  nur  eine  bestimmte 
Ecke  bilden  lässt,  so  ist  der  Beweis  der  Existenz  des  Hexaeders,  dem  vorigen  entsprechend,  klar.  —  Auch 
aus  drei  regelmässigen  kongruenten  Fünfecken  lässt  sich  nur  eine  ganz  bestimmte  Ecke  bilden.  Setzt  man 
also  an  jede  Kante  eines  regelmässigen  Fünfecks  ein  ebensolches  an,  dass  je  zwei  aufeinander  folgende  mit 
jenem   eine  Ecke  bilden,  so   sind  die  fünf  entstehenden  Ecken  kongruent,  imd  je  zwei  aufeinander  folgende 


1)  Dieser  Existenzbeweis    ist    der  Vollständigkeit    wegen    hier   geführt,    obgleich   die  regelmässigen  Polyeder   den 
Elementen  angehören,  wie  auch  ihre  Kenntnis  gelegentlich  von  uns  schon  vorausgesetzt  wurde. 
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der  angesetzten  Fünfecke  bilden  mit  einander  denselben  Flächeuwinkel,  wie  jedes  derselben  mit  dem  ersten 
Fünfeck,  so  dass  die  freien  Kanten  jedes  angesetzten  Fünfecks  im  Endpunkt  der  vom  ersten  Fünfeck  aus- 
gehenden Kante  denselben  Winkel,  nämlich  den  Fünfeckswinkel  von  108"  bilden.  An  den  freien  zehnkantigen 
Rand  der  bisher  erhaltenen  poljedrischen  Figur  lassen  sich  dann  fünf  weitere  regelmässige  Fünfecke  so 
ansetzen,  dass  zehn  neue  kongruente  Ecken  entstehen.  Längs  des  schliesslich  verbleibenden  fünf  kantigen 
Randes,  der  ein  reguläres .  Fünfeck  sein  muss  —  denn  er  ist  kongruent  mit  dem  Rande,  den  die  ersten 
fünf  angesetzten  Fünfecke  nach  Tilgung  des  Ausgangsfünfecks  bildeten  —  lässt  sich  das  Gebilde  durch  ein 
zwölftes  Fünfeck  zum  Dodekaeder  (Fig.  88  S.  125)  schliessen.  ^)  Aus  dem  Gesagten  folgt  noch,  dass  jedes 
regelmässige  Vielflach  durch  seine  Kante  vollkommen  und  eindeutig  bestimmt  ist. 

101.  Die  znin  regulären  Vielflach  gehöreudeii  Kugeln.  Um  und  in  jedes  reguläre  Vielflach  lässt 
sich  eine  Kugel  beschreiben,  desgleichen  eine  Kugel  durch  die  Mitten  aller  Kanten.  Das  gemeinschaftliche 
Centrum  M  dieser  di-ei  Kugeln  ist  der  Mittelpunkt  des  Vielflaches.  Denn  errichtet  man  in  den  Mitten 
zweier  sich  seitenden  Flächen  Senkrechte,  so  schneiden  sie  sich,  weil  sie  in  der  Ebene  liegen,  welche 
die  Grenzkante  senki-echt  halbiert.  Jedes  solche  Paar  von  seitenden  Flächen  kann  wesen  der  Gleichheit  der 
Flächenwinkel  mit  jedem  andern  Paare  auf  zwei  Arten  zur  Deckung  gebracht  werden,  und  da  dann  auch 
die  Senkrechten  und  die  auf  ihnen  gebildeten  Abschnitte  zur  Deckung  kommen,  so  sind  alle  vier  Abschnitte 
unter  einander  gleich.  Die  Senkrechte  einer  Fläche  wu-d  daher  von  den  Senkrechten  aller  seitenden  Flächen 
in  demselben  Punkte  getroffen;  durch  den  gleichen  Pimkt  gehen  wieder  die  Senkrechten  der  weiteren  seitenden 
Flächen  u.  s.  w.  Dieser  Pvmkt  M  ist  also  gleichweit  von  allen  Flächen  und  allen  Kantenmitten  und  damit 
auch  gleichweit  von  allen  Ecken  entfernt.  Er  ist  der  gemeinsame  Mittelpunkt  dreier  Kugeln,  einer  um- 
besehi-iebenen  (vom  Radius  R),  einer  einbeschi'iebenen  (vom  Radius  P)  und  einer  durch  die  Kantenmitten 
(vom  Radius  Ä).     Die  Kanten  des  Vielflaches  sind  Tangenten  an  die  letztgenannte  Kugel. 

102.  Elementare  Betrachtung  des  Tetraeders,  Hexaeders  und  Oktaeders.  (Metrische  Relationen,  Rezi- 
prozität, Achsensysteme.)  Bei  jedem  regelmässigen  Vielflache  sei  im  folgenden  mit  a  die  Kante  bezeichnet,  mit 
11  die  Zahl  der  Kanten  einer  Grenzfläche,  mit  /'  die  Anzahl  der  letzteren,  mit  F  der  Inhalt  einer  derselben  und  mit  r 
und  Q  die  Radien  ihres  ein-  und  umbeschriebenen  Kreises.  Es  sei  ferner  w  der  Flächenwinkel  des  Vielflaches, 
0  die  Oberfläche,    V  das   Volumen.     Dann  gelten    ganz    allgemein 

die   leicht   zu   beweisenden   bez.   schon  bewiesenen   oder   als  bekannt  -4 

vorauszusetzenden  Formeln:  /%\ 

ji  T)"  ^'  a        ,    7t  a  -p,  .     .      (a  /      '\\\ 

A'  =  n- ,    p  =  —  cot  — ,    r  = ,    F  ==  Asm— ,  /      ■  \  ■  \ 

2  sm  —  /  '•  \    '    \ 

P  =  (>  tan  f,   0  =  /'.F,   F=|.0.  /  j    \   '■■  \ 

In  dem  Tetraeder  ABCD  (Fig.  84)  triflt  die  Höhe  ÄF  die  /  \    \.\     \ 

Grundfläche  im  Mittelpunkte  i^  des  ein- und  umbeschriebenen  Kreises,  /  .-'''^"  \      '-        \ 

so    dass   FF==Q=  ^-DE="~Y^,  DF  ^  r  =  ^  DE  ==  "VS ,  /..■-""  .^-J.-A"^'^^ 

o  D  o  o    '       '  •n^'^"-" '...-.A j^ 

AF^  =  AD''  —  DF-,  also  AF  =  aY\  ist.     Der  Mittelpunkt  M  ^^^^~~b^^ 

liegt  auf  AF  und  es  ist  MF  =  AF  —  P  =  yDM-  —  FII'  oder  ^'«  ^■ 

(a]/|  — ii)=/?--y,  woraus  sich  i?  =  |-j/6  ergiebt.    Ferner  ist  F^=  MF^  =  R' —  r-,  d.h.  P  =  ^y6, 


FE         1 
lacnenwinKei    co    nnaet    man    aus    cos  a  = 

70''31'43",6.  Übrigens  ist  0  =  0^3  und  V=%Y2. 


und  A'' =  MF^  ^  P- 4- Q',  d.h.  A^--Y^.     Den    Flächenwinkel    co    findet    man    aus    cos  oj  = -r-,-,  = -ir  zu 


12 


1)  Ähnlich  bei  Legendre,   ^^Idmenta   de  G^om^trie,  8.  dd.,  1809,  S.  23G.     Anders  bei  Holzmüller,  Einleitung  in 
d.  stereom.  Zeichnen,  Leipzig  1886,  S.  19. 

16' 
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E.    Die  besonderen  Eulerschen  Vielflache. 


Im  Hexaeder  schneiden  sich   die  Verbindungslinien  je  zweier  entgegengesetzter  Eckpunkte,  ebenso 

wie   die  Verbindungslinien   der  Mittelpunkte    zweier  Grenzflächen    in   31  und    es  ist    F  =  —  ,   A  ^  -^y2, 

iJ  =  -^ |/3,  a  =  90»,  0  =  6fr,  V  =  a\ 

Die  Endpimkte  der  vier  von  der  Ecke  A  des  OJäaeders  (Fig.  85) 
ausgehenden  Kauten  bilden  ein  Quadrat,   dessen  Diagonalen  sich  in 

3f  sehneiden.   ^Es  ist  J=3IH=-^ ,  E=BM=-^y2,  P'=A^—q\ 
alsoP=-||-]/6.  Ferner:  tau— =  -^^-^=  —  =  y'2,  d.h. 
Überdies  ist   0 


A 

■y2. 


109»  28' 16",  4. 


H3I 

Verbindet  man  die  Hälfte  der  Ecken  des  Würfels,  wie  es  Fig.  86 
zeigt,  durch  Diagonalen  der  Würfelflächen,  so  ergiebt  sich  ein 
Tetraeder.  Dieses  ist  sonach  die  Hemigonie^)  des  Hexaeders.  Die 
Verbindungslinien  der  noch  übrigen  Würfelecken  ergeben  ein  zweites 
Tetraeder.^)  Die  Verbindungslinien  der  Mittelpunkte  der  Hexaeder- 
flächen mit  den  Mittelpunkten  der  je  vier  Nachbarflächen  sind  die 
Kanten  eines  Oktaeders,  von  dessen  acht  Flächen  je  vier  sich  nicht 
seitende  in  die  Ebenen  der  Flächen  eines  der  eben  besprochenen 
beiden  Tetraeder  fallen.  Das  Tetraeder  ist  also  die  Hemiedrie'^)  des 
Oktaeders.  Die  umbeschriebene  Kugel  dieses  Oktaeders  ist  identisch 
mit  der  einbeschriebenen  des  Würfels,  desen  Flächen  Tangentialebenen  in  den  Eckpunkteu  des  Oktaeders  sind; 
die  beiden  Vielflache  sind  also  polar-resiprok  zu  einander.    Ebenso  bilden  auch  die  Mittelpunkte  der  Flächen 

des  Oktaeders  die  Ecken  eines  diesem  eingeschriebenen  Würfels.  Die 
Mittelpunkte  der  Flächen  des  Tetraeders  sind  die  Ecken  eines  neuen 
Tetraeders:  Dieses  ist  sich  selbst  reziprok  oder  autopolar.  Die  oben 
angeschriebenen  metrischen  Relationen  für  die  drei  besprochenen  regel- 
mässigen Vielflache  lassen  sich  aus  Fig.  86  z.  T.  direkt  ablesen. 

Verbindet  man  sämtliche  Ecken,  Flächenmittelpunkte  und  Kanten- 
mittelpunkte des  Oktaeders  mid  Hexaeders  in  Fig.  '6Q  mit  dem  Centrum 
M  der  di-ei  Kugeln,  so  gilt  für  dieses  Strahlensystem  das  Folgende: 
Die  sechs  Ecken  des  Oktaeders  liefern  sechs,  zu  je  zwei  einander 
diametral  gegenüberliegende,  eine  Achse  bildende  Strahlen,  die  man 
viergliedrig  nennt,  da  der  Körper  in  Bezug  auf  eine  solche  Achse 
als  Rotationsachse  vier  identische  Stellungen  darbietet.  Diese  drei 
viergliedrigen  Eckenachsen  des  Oktaeders  sind  zugleich  die  Flächenachsen 
des  Hexaeders.  Die  Verbindungslinien  der  Flächenmittelpimkte  des 
Oktaeders  mit  dem  Centrum  M  bilden  ein  System  von  acht  dreigliedrigen  Strahlen,  von  denen  je  zwei  gegen- 
überliegende zusammen  eine  der  vier  Flächenachsen  des  Oktaeders  darstellen.  Diese  vier  Flächenachsen  sind 
identisch  mit  den  vier  dreigliedrigen  Eckenachsen  des  Hexaeders.  Die  zwölf  zweigliedrigen  Strahlen  aus  M  nach 
den  Kantenmitten  des  Oktaeders  sind  gleichgerichtet  mit  den  Kantenstrahlen  des  Würfels  imd  bilden  sechs  zwei- 
gliedrige Kantenachsen.  —  Das  Tetraeder  besitzt  vier  di-eigliedrige  Eckenstrahlen,  vier  dreigliedrige  Flächen- 
strahlen und  sechs  zweigliedrige  Kantenstrahlen.  Von  den  letzteren  liegen  je  zwei  einander  diametral  gegen- 
über und  bilden  die  di-ei  zweigliedrigen  Kantenachseu,  die  mit  den  drei  Eckenachseu  des  Oktaeders,  bez.  den 


Fig.  86. 


1)  Über   diese   der  Krystallographie   entnommenen   Werte  vergl.   z.  B.  P.  Groth,   Physikalische  Krystallographie, 
Leipzipf  1885,  S.  226  etc. 

2)  Es  bildet  mit  dem  ersten  zusammen  die  sog,  Stella  octangula  Keplers.    (Vergl.  Fig.  20  Taf.  VIT.) 
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Flächenachsen  des  Hexaeders  gleichgerichtet  sind.     Dagegen  liegt   je    einem  Eckstrahl   des  Tetraeders    ein 
Fläehenstrahl  diametral  gegenüber  luid  bildet  mit  ihm  eine  unglekhendige^')  dreizählige  Achse. 

Je  drei  benachbarte  Strahlen  eines  Oktaeders  oder  Hexaeders,  nämlich  ein  viergliedriger,  ein  dreigliedriger 
und  ein  zweigliedriger  Strahl  bilden  eine  mit  dem  Scheitel  in  M  liegende  di-eiflächige  Ecke,  deren  körper- 
licher Winkel  den  48'""  Teil  der  Kugel  beträgt.-)  —  Der  Winkel,  den  ein  viergliediüger  Strahl  mit  einem 
benachbarten  zweigliedrigen  bildet,  sei  9;  der  eines  benachbarten  viergliedrigen  und  dreigliedrigen  x,  und 
endlich  der  eines  benachbarten  dreigliedrigen  und  zweigliedrigen  Strahles  sei  4>.     Die  Grösse  dieser  Winkel 

A  P  P 

lässt  sich  am  Oktaeder  berechnen.  Es  ist  (vergl.  Fig.  85):  cos  ^=-^^  cos;^^-^,  cos^^  =  — •,  (cosqp  ■  cosj/)  =  cos;() 

also  cos  q)  =  yV^,  f  =  45»;  cos  x  =  ^V^,  %  =  54"44'8",2;  cos  jf-  =  -^1/6,  r\)  =  35»  15'51",8  imd  es 

ist  9)  +  X  +  T^  =  135«. 

103.  Elementare  Betrachtung  des  Ikosaeders  nud  Dodekaeders.  (5Ieti'ische  Relationen,  Reziprozität, 
Achsensysteme.)  Die  Verbindungslinien  AL,  BI . . .  (Fig.  87)  je  zweier  entgegengesetzter  Eckpunkte  des  Ikosaeders 
sind  gleichlang  und  schneiden  einander  im  Mittelpunkt  ili;  sie  sind  Durchmesser  der  umbeschriebenen  Kugel. 
Legt  man  die  Ebene  durch  AB  und  AL  und  zieht  in  ihr  BL,  so  ist  -^ABL  ein  Rechter,  und  wenn 
AL  die  Ebene  des  Fünfecks  BCDEF  in  N  trifft,  so  ist  BN  senkrecht  zu  AL, 
daher  AW  =  AN  ■  AL.    Nim  ist  im  regelmässigen  Fünfeck  BCDEF: 

BC^BN-Y'^^^ 
(vgl.    Nr.  16),    oder    ^iV=a')/^^,   also   ist 

AN=  Ya'  —  BN'  =  a  K^/^, 
mithin  a'  ^  AN  •  AL 


z 


1/5 


-1/5  _  ys 


10 

2J?,  woraus 


J?  =  -^nÖ+2}^  folgt.  Weiter  ist  P  =  yi?=  — >■- 


=  -fl/^^  =  ^(3  +  l^)y3.^)     Endlich  ist 
A'  =  Ii^~-'^,  d.  h.  A  =  ■J]/6  +  2}/5.  —  Man 


verbinde  C  und  F  mit  dem  Halbienmgspuukt  T  von  AB,  so  ist  -^  CTF=  a.    CF=2a sin  i^i?iV=2a sin  54** 

sin  -|  =  ^ :  J'T  =  rt  sin  54« :  y  1/3  =  y  y3  sin  54«,  daraus  folgt  a  =  138«  11'  22",6.*)    Für  die  Oberfläche 

und  den  Inhalt  des  Ikosaeders  ergiebt  sich  0  =  20  •  ^]/3  =  öa^l/S  und  F  =  -f-  •  0  =  4«^(3  +  V^)- 

Die  Nachbarflächen  der  Fläche  ABCDE  des  Dodekaeders  (Fig.  88)  schneiden  sich  in  einem  Punkte  Z, 
da  sie  gleiche  Winkel   w   mit  ABCDE  bilden.     Im   gleichschenkligen  Dreiecke  BZC  ist  -^1)^6'=  36«, 

1)  Der  Ausdruck  n-gliedrige  Achse  ist  von  Hessel;  Sohnke  nennt  sie  n-zählig,  Bravais  bezeichnet  sie  als  solche 
der  Ordnungszahl  n.     Vergl.  Hess  II,  S.  16. 

2)  Denn  die  Flächenwinkel  der  Ecke  an  dem  vier-,  drei-  bez.  zweigliedrigen  Strahle  betragen  bez.  —  ^  —  ^  — 

4       3       2 


TT      1      5r  7C 


woraus  sich  nach  der  Anm.  in  Nr.  37  der  körperliche  Winkel  der  Ecke  zu 
Kugel  bedeutet. 

3)  Hier  und  bei  weiteren  Umformungen  ist  von  der  Fonnel  Gebrauch  zu  machen: 


0        0 

—  =  —  ergiebt,   wenn  0  die 

£         4o 


/a  +  yh  =-  ]/-[  (a  +  ya'  -  b)  ±  "|/-i-  (a  -  Va'  -  b). 


4)  Oder  sin  -^  =  —  =  ^  "|/u(^;^  -{-y]j)  =  ~  V'^iVi)  +  l),  d.  h.  derselbe  Wert  wie  oben,  da  sin  54"  =  —  (]/5  -f-  1)  ist. 


J26  E.    Die  besonderen  Eulerscben  Vielflaehe. 

d.  li.  BZ  ist  Radius  des  umbeschriebenen  Kreises  eines  regulären  Zelinecks,  dessen  Kante  BC  =  a  ist,  also 

ist  BZ=a-^—^~-    (Tergl.    Nr.  16).      Die    Höhe    ZY   dieses    Dreiecks    folgt    aus    ZY^  ^  BZ-  —  —   zu 


ZY=-^Vö  -lr'2Vb.     Bezeichnet  W  den  Mittelpunkt   der  Fläche  ABCDE,  so  ist   YW  =  q  =  ^  cot 36« 
^a^y-o  +  ^yö ^  und  cos  ZYW  =  ^.=  \^,   also    cosw  =  — ]/|-,    woraus    sich    ra  =  116«  33' 54",2 

•  1  ,       TkT         •  i            <»          YW         e        ,           .             Q                ,     ,               w         -1  /l  -f  cos  c»         l/ö  —  l/ö    .   , 
ergiebt.     Nun  ist  cos  —  =  ^j/ =  ":i"  ?  ^1^°   "^  = ^'  ^'^^  '^^  cos  y  =  |/' — l_^ =  y — _r_   igt^  so 


erhält  man  A  =  ~  y  '  ^       •     Es  ist  ferner  R-  =  A'-  -\-  —-^  woraus  man  i?  =  —  KlS  -|-  Oyö  berechnet. 

o  "I  /  25  -4-  1 1  V  5 

Endlich  ist  P-  =  yl-  —  q-  imd  somit  P  =  ~  y  —  '^  •  Für  die  Oberfläche  und  den  Inhalt  des  Dodeka- 
eders findet  man:  0  =  12  ■  5  ■  ^  =  3«"^  •  /25 +  101/5  und  F=  y  •  0  =  ^>To(47 +21  l/ö)  =  ^ (l5  +  Tl/ö). 

Da  die  Flächenwinkel  eines  Dodekaeders  sämtlich  unter  einander  gleich  sind  und  die  Mittelpunkte 
der  Flächen  von  den  Mitten  der  Kanten  überall  dieselbe  Entfernung  haben,  so  sind  die  30  Verbindungs- 
linien der  Mittelpunkte  je  zweier  Nachbarflächen  unter  einander  gleich  und  je  drei  derselben  bilden  also  ein 
gleichseitiges  Dreieck.  Das  von  den  20  entstandenen  gleichseitigen  Dreiecken  begi'enzte  Yielflach  ist  demnach 
das  Ikosaeder,  das  mit  dem  Dodekaeder  den  Mittelpunkt  M  gemeinsam  hat  (konzentrisch  ist).  Die  ein- 
beschi-iebene  Kugel  des  Dodekaeders  ist  zugleich  die  umbeschriebene  des  Ikosaeders^),  d.  h.  Bcosaeder  und 
Dodekaeder  sind  polar-reziprok.  Zieht  man  in  den  beiden  so  vereinigten  Körpern  sämtliche  Strahlen  aus  dem 
Centrum  M  nach  den  Ecken,  Kantenmitteu  und  Flächenmittelpunkten,  so  fallen  die  Eckenstrahlen  des  einen 
Körpers  mit  den  Flächenstrahlen  des  andern  zusammen,  imd  die  Kantenstrahlen  beider  Körper  sind  identisch 
in  ihrer  Richtung.  Es  besitzt  also  das  Dodekaeder  zwölf  Flächenstrahlen,  welche  sechs  fünfgliedi-ige  Achsen 
bilden,  diese  sind  zugleich  die  fünfgliech-igen  Eckenachsen  des  Ikosaeders.  Weiter  kommen  dem  Dodekaeder 
zwanzig  Eckenstrahlen  zu,  welche  zehn  dreigliedrige  Achsen  bilden,  die  zugleich  die  Flächenachsen  des 
Ikosaeders  sind;  und  endlich  hat  das  Dodekaeder  di-eissig  Kantenstrahlen,  fünfzelm  zweigliedrige  Kanten- 
achsen bildend,  die  mit  den  Kantenachsen  des  Ikosaeders  ihrer  Richtung  nach  zusammenfallen.  Je  drei  benach- 
barte Strahlen  verschiedener  Ai-t  eines  Ikosaeders  (oder  Dodekaeders)  bUden  eine  mit  dem  Scheitel  in  M 
liegende  Ecke,    deren   körperlicher  Winkel  den   120-sten  Teü    der   Kugel   bildet,  da  ilu-e  Flächenwinkel  an 

dem  fünf-,   drei-  und  zweigliedrigen  Strahle  bez.  ^,  y  und  —  sind.^)     Bezeichnet  man  mit  <p  den  Winkel 

eines  fünfgliedrigen  Stralües  mit  einem  benachbarten  zweigliedrigen,  mit  i  den  eines  fünfgliedi-igen  und  eines 
benachbarten  dreigliedrigen,  und  endlich  mit  i^  den  eines  drei-  und  eines  nächstliegenden  zweigliedrigen  Strahles, 
so  gelten  wieder  die  folgenden  aus  Fig.  87  direkt  abzulesenden  Formeln,  in  denen  B,  P,  A  die  betr.  Grössen 

A  P  P 

für  das  Ikosaeder  darstellen:  cos  f  =  -n,  cos  jj  =  — ,  cos  ip  =  —■    Durch  Einsetzung  der  oben  bei  Beti-ach- 

tung  des  Ikosaeders  gefundenen  Werte  von  R,  P,  A  in  diese  Formeln  findet  man:  cos  qp  ^  |/-^(5  +  ]/5) 

und  tan  <p  =  i^^^ ,  also  9=31»  43'  2",9.    cos  x  =  ^^  T^lö  (5  +  2 1/5)  oder  tan  x  =  V^  (7  —  3  ]/5)  =  3  -  )/5 , 

somit  X  =  37» 22' 38",5.  cos  t  =  —V^i^+V^),  tan  t  ==  ^~^^,  t  =  20» 54'  18",6.  Dabei  bestehen  die 
Beziehungen:  tan  il>  =  tan"  (p,  tan  2il}  =  sin  2(p,  tan  x^^  tan  j/>  =  2  tan^  (p,  <p  -\-  x  '\'  ^  ^  90».''') 


1)  Auch  das  Umgekehrte  lässt  sich  leicht  beweisen. 

2)  Die  Berechnung  geschieht  wie  bei  dem  Oktaeder. 

3)  Die  Bestimmung  der  Grösse   der  Flächenwinkcl ,   der  Achsenwinkel  u.  a.  m.  gelingt  leicht  mit  Hilfe  sphärischer 
Dreiecke  (s.  Nr.  104).   Hier  ist  alles  unmittelbar  aus  der  eigenen  Natur  der  Vielflaehe  hergeleitet,  wenn  auch,  wie  sich  nicht 
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104.  Zweite  Ableitung  der  regnläven  Vielflaelie.  Die  regulären  Kugelnetze.  Der  in  Nr.  101 
belieferte  Beweis,  dass  jedes  regelmässige  VielHacli  eine  umbesehriebene  und  eine  einbeschriebene  Kugel 
besitzt,  ist  von  der  individuellen  Beschaifenheit  des  Vielflaches  vöUig  unabhängig  und  hätte  nur  auf  Grund 
der  Definition  der  Regelmässigkeit  des  Vielflaches  gegeben  werden  können,  ehe  che  Zahl  und  Beschaffenheit 
der  mögUchen  Typen  abgeleitet  war.  Um  cüese  direkt  zu  finden,  kann  daher  der  folgende  umgekehrte  Weg 
eingeschlagen  werden.  Projiziert  man  sämtliche  Kanten  eines  regulären  Vielflaches  aus  dem  Centrum  M  der 
umbeschi-iebenen  Kugel  auf  deren  Oberfläche,  so  erscheinen  die  Projektionen  der  Kanten  als  Teile  (Bögen) 
von  grössten  Kreisen  der  Kugel  imd  die  Seitenflächen  des  Vielflaehes  projizieren  sich  als  regelmässige 
sphärische  Polygone  (vergl.  Nr.  37),  um  welche  sich  kleine  Kugelki-eise  beschreiben  lassen,  die  umbeschiiebenen 
Kreise  der  Seitenflächen  des  Vielflaches.  Eine  solche  aus  Bögen  grösster  Kreise  bestehende  Teilung  der 
Kugelobei-fläche  soU  als  reguläres  Kugdnetz  bezeichnet  werden.  Die  Aufgabe,  die  möglichen  regelmässigen 
Vielflache  zu  bestimmen,  ist  also  auf  die  andre  zurückgefflhi-t:  die  Oberfläche  der  Kugel  durch  kongruente, 
reguläre,  sphärische  Polygone  lückenlos  einfach  zu  überdecken,  die  jetzt  gelöst  werden  soll. 

Es  bestehe  das  Netz  aus  f  regulären  sphärischen  M-ecken.    Dann  gilt,  wenn  A  den  Innenwinkel  des 

«-ecks  bedeutet  luid  0  die  gesamte  Kugelfläche:  \)   f  ■- ^ — ^  •  —  ==  0,  oder  /=  ^^^jiZT^ZTi)^ '     ^^ 

in  jedem  Eckpunkte  gleichviel,    etwa  m,   Polygone  zusammenstossen,   so   ist  J.  =  ^^  ■     Durch  Einführung 

dieses  Wertes  in  die  Formel   für  /'  ergiebt  sich  f  ^ ; s^— ■")     Hieraus   erhält  man,  wenn  m  und  n 

'        o  '  -1,1  —  {^^  —  2)  m     '  ' 

alle  zulässigen,  positiven,  ganzzahligen  Werte  erteilt  werden,  für  welche  f  eine  positive  ganze  Zahl  wird,  in 

Verbindxmg  mit  A  =  ^^^  und  der  Formel  cos  —  ■  sin  4-  =  cos  —  ^)  alle  regulären  sphärischen  Kugelteilungen 

von  der  geforderten  Beschaffenheit.    Dabei  ist  zii  beachten,  dass  n  ■  f  =  m  ■  e  =  2h  ist,  wenn  e  die  Zalil  der 
Ecken,  }c  die  der  Kanten  des  Netzes  bedeutet.     Es  ergeben  sich  folgende  Lösungen: 

1)    Für    m  =  2   ist:   /"  =  2,  e  =  ii,  Ä  =  tc,    cc  =  ^^ ,  d.  h.   für  jeden  Wert  m>  2  wird  ein  Netz 

aus   zwei   regulären  sphärischen  K-ecken  erhalten,   deren  Fläche  je  eine  Halbkugel  beträgt.     2)  Für  u  =  2 

ergiebt  sich:   f  =  m,  e  =  2,  Ä  =  ^^ ,  u  =  %,  d.  h.  jedem  Werte  m  >  2  entspricht  ein  aus  m  sphärischen 

Zweiecken  gebildetes  Netz,  in   dessen  zwei  gegenüberliegenden  EcJq)uukten  je   ni  Halbkreise  unter  gleichen 
Winkeln  A  zusammenstossen.*)    Die  Netze  1)  und  2)  stellen  nur  Grenzfälle  dar  und  ergeben  keine  regulären 

Polyeder.     3)  Für  n  =  3  und  m  =  3  folgt:  /■=  4,  e  =  4,  ,4  =  120«,  cos  ^  =  -i.,  d.  h.  «=  109''28'16",4. 

Dies  ist  das  Nets  des  Tetraeders.    4)  n  =  3,  m  =  4  ergiebt:  f==S,  e  =  6,  .4  =  90",  «  =  90",  d.  i.  das  durch 
die  acht  Kugeloktanten  gebildete  OUaedermtz.     5)  Für  n  =  3  imd  m  =  5  wird  /'=  20,  e  =  12,  A^  72', 

cos  ~  =  — -. — r;7-„,   «  =  63" 2(3' 5",8 :    das   reguläre  Ikosaedcrnetz.     6)  «^4,    >«  ^  3    ergiebt   /'=  6,  e  =  8, 
2  2  sin  36  f^  '  '  / 

A  =  120",  cos  "y  =  1/—,  «  =  70"3r43",6;  cUes  ist  das  Hexaedernets.     7)  Für  n  =  5,  m  =  3  erhält  man 

leugnen  lässt,  die  Rechnungen  dadurch  umständlicher  werden.  Sehr  ausführlich  sind  die  metrischen  Relationen  der  regulären  \ 
Vielflache  behandelt  bei  van  Swinden,  Elem.  d.  Geom.,  deutsch  von  Jacobi,  Jena  1834,  S.  394 ff.  Die  regelm.  Polyeder  \ 
sind  in  die  Kugel  beschrieben  S.  417—425.  Auch  in  Klügeis  Math.  Wörterbuch,  Bd.  V,  S.  841  ff.  In  die  Elementarbücher  ist 
die  Theorie  der  regulären  Vielflache  vielfach  aufgenommen;  z.  T.  abweichend  von  der  obigen  ist  die  Darstellung  bei 
Holzmüller,  Method.  Lehrbuch  d.  Elem.-Math.,  1895,  I.  Tl.,  S.  205  ff.  (vergl.  Nr.  105),  und  namentlich  bei  Heinze-Lucke 
(so  künftig  zitiert),  Genetische  Stereometrie  von  K.  Heinze,  bearbeitet  von  F.  Lücke,  Leipzig  1886,  S.  144—152,  in  Folge 
der  Thatsache,  dass  es  bei  ihm  wesentlich  auf  die  Inhaltsberechnung  der  regulären  Körper  ankommt,  die  mehr  oder  weniger 
ausgesprochen  auf  die  Berechnung  eines  gewissen  Centralkürpers  zurückgeführt  ist,  worauf  hier  nicht  eingegangen  werden  kann. 

1)  Vergl.  die  Anm.  in  Xr.  37. 

2)  Wie  in  Nr.  100. 

3)  Es  bedeutet  a  die  sphärische  Kante,  vergl.  Nr.  37. 

4)  Eine  Kugel  mit  zwei  Polen  und  m  unter  gleichen  Winkeln  an  den  Polen  zusammenstossenden  „Meridianen". 
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schliesslich  f=  12,  c  =  20,  J.  =  120",  cos  "  ^ ,a  =  41''48'37", 2,  d.h.  das  reguläre  Pentagondodekaeder- 

netz.  Damit  sind  die  zulässigen  Werte  erschöpft  iind  es  habeu  sich  auf  diesem  Wege  fünf  Netze  ergeben, 
deren  Endpunkte  die  Ecken  des  betr.  eingeschriebenen  regulären  Vielflaches  sind,  da  jeder  Fläche  des  Netzes 
sich  ein  kleiner  Kugelki-eis  umschreiben  lässt.  ^)  Für  die  in  Nr.  103  berechneten  Winkel  93,  x,  t,  von  denen 
die  beiden  ersten  hier  die  sphärischen  Radien  des  ein-  imd  umbeschriebenen  Kreises  der  Fläche  des  Dodekaeder- 
netzes,   der    letzte    ihre    halbe    Kante    darstellt,    ergeben    sich    nach    Nr.  37    leicht    die    bereits    erwähnten 

t  •   " 
Relationen  und  Werte:   tan  cp  =  tan  -■  sin  ^  =  2  sin  18"  =  ^"~    ,  tan  %  =  — -j  =  2  tan  ^,  ^'  =  ^,  u.  s.  w. 

cos- 

Für  spätere  Untersuchungen  sind  nun  die  eben  erhaltenen  Netze  noch  weiter  zu  betrachten.  Das 
Netz  1  sei  als  reguläres  Kreisteilungsnetz,  das  Netz  2  als  reguläres  Zweiecksnetz  bezeichnet.  Das  eine  ist  die 
Polarfio-ur  des  andern,  d.  h.  die  Endpunkte  des  einen  Netzes  sind  die  Pole  zu  den  Hauptkreisen  des  andern, 
und  umgekehi-t  die  Hauptkreise  des  einen  die  Polaren  (Aequatorenj  zu  den  Eckpunkten  des  andern.  Liegen, 
ganz  allgemein  zu  reden,  die  Eckpunkte  jeder  Grenzfläche  eines  Netzes  auf  einem  kleinen  Kugelkreise,  so 
erhält  man,  wenn  die  Mittelpunkte  je  zweier  kleinen  Kugelkreise,  denen  benachbarte  Grenzflächen  ein- 
beschrieben  sind,  durch  Bögen  von  Hauptkreisen,  die  im  Mittelpunkte  der  gemeinsamen  Kante  beider  Grenz- 
flächen senki-echt  stehen,  verbunden  werden,  ein  zweites  Netz,  welches  das  Symmetrienetz  des  vorigen  heisst. 
Tritt  der  besondere  Fall  ein,  dass  auch  die  Grenzflächen  des  Symmetrienetzes  kleinen  Kreisen  einschreibbar 
sind,  so  heissen  die  Netze  konjugiert;  jedes  ist  das  Symmetrienetz  des  andern.  Man  sieht  sofort:  Bas  reguläre 
Kreisteilungsnets  und  Zweiecksnetz  sind  konjugiert.  Fig.  21  Tafel  VI  stellt  die  stereographische  Projektion 
zweier  solcher  konjugierter  Netze  für  n  =  7  dar.  Das  Projektionscentrum  ist  einer  der  beiden  Eckpunkte  A 
des  Zweiecksnetzes,  die  Bildebene  ist  die  Tangentialebene  an  die  Kugel  im  andern  Eckj^unkt  J.' desselben  Netzes.-) 
Gemeinschaftliche  Symmetrieebenen')  der  beiden  Netze  sind  die  Ebene  des  Hauptkreises  des  Kreisteilungs- 
netzes und  die  n  Ebenen  der  auf  diesem  Kreise  senki-echten  Hauptkreise,  welche  die  Kanten  des  Zwei- 
ecksnetzes und  die  seine  Winkel  halbierenden  Kanten  bilden.  Ausser  den  beiden  nach  den  Punkten  A 
und  A'  verlaufenden,  entgegengesetzt  gerichteten  gleichen  «,-zähligen  Hauptachsen^)  liesitzen  die  beiden  Netze 
noch  zwei  Gruppen  von  je  n  auf  diesen  senkrechten  zweizähligen  Querachsen,  von  denen  je  n  einer  Gruppe 
angehörende  gleich  sind.  Die  Achsen  der  einen  Gruppe  halbieren  die  Winkel  der  Achsen  der  andern.  Für 
w  =  2^)  +  1  gehören  je  zwei  entgegengesetzt  verlaufende  zweizählige  Achsen  verschiedenen  Gruppen  an  und 
sind  ungleichendig.  Durch  die  erwähnten  Symmetrieebenen  zerfällt  die  Kugelfläche  in  4  k  zweirechtwinklige 
Dreiecke,  von  denen  eines  das  charakteristische  Dreieck  der  beiden  Netze  heisst.^) 

Das  Netz  des  Oktaeders  wird   von  drei  Hauptkreisen  a^,  a^,  «3  gebildet,  die  sich  in   sechs   Punkten, 


1)  Der  Beweis  der  Existenz  der  fünf  regulären  Vielflaehe  mit  Hilfe  spbiiriscb-trig'onometrischer  Sätze  und  die  Ab- 
leitung der  regulären  Kugelnetze  finden  sieb  bei  Meier  Hirseb,  Sammlung  geometriscber  Aufgaben  2.  Tl.  Berlin  1807  S.  G5  tf. 
Ebenso  bei  E.  F.  August,  Konstruktion  der  regelmässigen  Köi-per  nach  einer  für  alle  übereinstimmenden  Methode.  Progr. 
d.  Kölln.  Realgymn.  Berlin  1854,  und  bei  L.  Sohnke,  Die  Konstruktion  der  fünf  regulären  Körper.  Grunerts  Archiv.  Bd.  47.  1867. 
Vergl.  auch  die  trigon,  Berechnung  bei  Legendre,  a.  a.  0.  S.  311  und  die  ausführliche  liobandlung  der  regulären  Kugelteilung 
in  Hess  II.  S.  22—35.  Ebenso:  Steggell,  Note  on  the  regulär  solids.  Edinb.  M.  S.  Proc.  VII  66.  Von  älteren  Darstellungen  der 
Theorie  der  regulären  Vielflaehe  bes.  des  Existenzbeweises  sei  noch  erwähnt:  Lhuilier,  Memoire  sur  los  solides  r<''guliers, 
Gergonnea  Ann.  Bd.  IE.  1812/13.  S.  233. 

2)  .leder  grösste  Kreis  der  Kugel,  der  durch  den  Projektionspunkt  geht,  bildet  sich  dann  bekanntlich  bei  dieser 
stereographischen  Projektion  als  Gerade  in  der  Ebene  ab;  jeder  andre  fgrö.sste]  Kreis  als  Kreis  in  der  Ebene.  Der  Winkel 
zweier  Kreise  in  der  Ebene  ist  gleich  dem  Winkel  der  entsprechenden  Kreise  auf  der  Kugel  u.  s.  w. 

3)  Symmetrieebenen  .sind  solche  Ebenen,  welche  das  Netz  derart  halbieren,  dass  jede  Hälfte  das  Spiegelbild  der 
andern  gegen  diese  Ebene  i.st. 

4)  Hier  und  im  folgenden  sind,  abweichend  vom  bisherigen  Gebrauche,  oft  die  Strahlen  selbst  als  Achsen  bezeichnet. 

5)  Weiteres  s.  Hess  H.  S.  26  ff. 


105.  Geschichtliche  Bemerkungen.  129 

in  A^,  A2,  A.^  luid  ihren  Gegenpunkten  A^',  A.^',  A./,  schneiden.  Das  ihm  konjugierte  Netz  ist  das  von  den 
vier  Ecken  Cj,  C.,,  C^,  C^  und  ihi-en  Gegenecken  C'/,  C/,  C^',  C{  gebildete  Hexaedernetz,  das  aus  den  Bögen 
von  sechs  Hauptkreisen  h^,  h^,  h^,  h^,  h^,  b^  besteht,  deren  Pole  die  gemeinschaftlichen  Kantenmittelpunkte  B 
der  beiden  Netze  sind.  Die  stereographische  Projektion  der  drei  Hauptkreise  a  und  der  sechs  Hauptki-eise  b 
des  Oktaeder-Hexaedernetzes  stellt  Fig.  14  Taf.  II  dar.  Das  Projektionscentrum  ist  die  Ecke  ^,'  des  Oktaeder- 
netzes. Das  Gesamtnetz  besitzt  drei  Paare  entgegengesetzt  gerichtete  gleiche  vierzählige  Achsen  nach  den 
Punkten  A,  vier  Paare  entgegengesetzt  gerichtete  gleiche  dreizählige  Achsen  nach  den  Punkten  C,  und  sechs 
Paare  dergl.  zweizählige  Achsen  nach  den  Punkten  B,  was  nach  dem  früher  Gesagten  keiner  Erläuterung 
bedarf.  Die  Endpunkte  dreier  benachbarter  Achsen  verschiedener  Art  bilden  das  cJuxrakteristische  Brekck, 
z.  B.  A  ^1  5,  Cj  des  Gesamtnetzes;  es  beträgt  den  48-sten  Teil  der  Kugelüäche. *)  Dieses  aus  den  Haupt- 
ki'eisen  a  und  b  gebildete  Gesamtuetz  wird  übrigens  später  als  Hexalnsoldaedernctz  imd  weiterhin  auch  kiu-z 
als  erstes  Hauptnetz  bezeichnet  werden.  In  Fig.  14  sind  zugleich  die  konjugierten  Tetraedernetze  Cj  C^  C^  C 
und  Cj'  C2  C-i  C^  enthalten,  denen  die  beiden  Tetraeder  einschi-eibbar  sind,  deren  Ecken  je  die  Hälfte  der  Ecken 
des  dem  Hexaedernetze  einbeschriebenen  Würfels  ))ilden."'') 

Das  reguläre  Ikosaedernetz  und  das  reguläre  Dodekaedernetz,  welche  konjugiert  sind,  werden  von 
denselben  fünfzehn  Hauptkreisen  Cj,  c«,  Cg  .  .  .  .  c^^,  c^g  gebildet,  deren  stereographische  Projektion  Fig.  15  Taf  H 
zeigt ;  Projektionscentrum  ist  die  Ecke  (?/  des  Ikosaedernetzes.  Diese  fünfzehn  Hauptkreise  schneiden  sich  erstens 
zu  je  fünf  unter  gleichen  Winkeln  in  den  zwölf  Punkten  Gj, . . .  G^,  G^, . . .  G^,  den  Ecken  des  Ikosaedernetzes; 
zweitens  zu  je  dreien  unter  gleichen  Winkeln  in  den  zwanzig  Pimkten  Cj,  C,, .  .  .  Cjo,  €[,  Ci,.  ■  .  Cio,  den 
Ecken  des  Dodekaedernetzes,  und  drittens  senkrecht  zu  je  zwei  in  den  dreissig  gemeinschaftlichen  Kanten- 
mittelpunkten jBj,  i?j,  .  .  .  i?j5,  B[,  Bo,  .  .  .  Bi-,  der  beiden  Netze.  Die  Punkte  G,  C  und  B  sind  bez.  die  End- 
punkte der  sechs  Paare  entgegengesetzt  gerichteten  gleichen  fünfzähligen,  zehn  Paare  dergl.  dreizähligen  imd 
der  fünfzehn  Paare  dergl.  zweizähligen  Achsen  des  Gesamtnetzes,  und  je  drei  benachbarte  dieser  Achsen 
verschiedener  Art  bilden  das  charalieristiscJie  BreiecJc,  z.B.  AG^C\Bi  des  Ikosaeder-Dodekaedemetzes;  es 
beträgt  den  120-sten  Teil  der  Kugelfläche. ^)  Das  von  den  fünfzehn  Hauptkreisen  c  gebildete  Dreiecksnetz 
wird  später  als  DyaMshexekonta^dernetz  und  weiterhin  kurz  als  ziveites  Hauptnetz  bezeichnet. 

Dem  reguläi'en  Tetraedernetze,  Oktaederuetze  und  Hexaedernetze  ist  je  das  Vielflach  einzuschreiben, 
nach  dem  das  Netz  benannt  ist,  und  es  lassen  sich  in  den  Endpunkten  dieser  Netze  der  Kugel 
reguläre  Vielflache  umschi-eiben,  die  den  einbeschriebenen  polar  -  reziprok  sind.  Die  zwei  konjugiez-ten 
Netzen  ein-  und  umbeschriebenen  Vieiflache  besitzen  dieselben  Achsen  und  Symmetrieebeuen,  wie  die  Netze 
selbst,  und  umgekehi-t:  die  Symmetrieebenen  sind  die  Ebenen  der  Hauptkreise  a  und  b  im  Falle  des  ersten 
Hauptnetzes,  die  Ebenen  der  Hauptkreise  c  im  Falle  des  zweiten  Hauptnetzes. 

Bezeichnet  man  diejenigen  Netze,  bei  denen  zu  jeder  Fläche  auch  die  Gegenfläche  dem  Netze  an- 
gehört, als  holoedrisch,  bei  denen  zu  jeder  Ecke  auch  die  Gegenecke  dem  Netze  angehört,  als  hohr/onisch,  so 
sind  die  Netze  des  Hexaeders  und  Oktaeders,  des  Ikosaeders  und  Dodekaeders,  sowie  das  Ki'eisteilungsnetz 
und  Zweiecksnetz  für  gerades  n  holoedrisch -hologoni seh  (oder  auch  vollzählig)  zu  nennen,  während  das 
Tetraedernetz  und  die  beiden  vorher  zuletzt  genannten  für  ungerades  n  als  halbzählig  zu  bezeichnen  sind. 
Es  ist  das  Kreisteilungsnetz  für  n  ^2p  -\-  \  die  Hemigonie  eines  solchen  für  n  =  4/)  -j-  2,  denn  es  ergiebt 
sich  aus  diesem  durch  Entfernung  von  2p  -\-  \  abwechselnd  auf  einander  folgenden  Eckpunkten.  Das  Zwei- 
ecksnetz für  n  =  2p  -\-  \  ist  die  Hemiedrie  eines  ebensolchen  für  n  =  4j)  -|-  2.  Das  Tetraedernetz  ist  die 
Hemigonie  des  Hexaedernetzes.'') 

105.  Gpsclliclliliche  Bemerkungen.  Die  regelmässigen  Körper  finden  sich  in  Euklids  Elementen,  Buch  XllI 
bereits  behandelt;  auch  wird  bemerkt,  dass  es  nur  fünf  solche  reguläre  Polyeder  geben  könne. ^)  Ilire  Bestimmung 
erfolgt  immer  durch  Lösung  der  Aufgabe,  das  betr.  reguläre  Vielflach,  welches  sich  von   einer  gegebenen  Kugel   um- 


1)  Hess  II.  S.  29.  2)  Vergl.  über  das  Tetraedernetz  Hess  U.  S.  28.  3)  Hess  II.  S.  31. 

4)  Während  aber  das  Tetraeder  die  Hemiüdrle  des  Oktaeders  ist,  lässt  sich  das  Tetraedernet«  nicht  aus  dem  Oktaeder- 
netze durch  Entfernung  von  Kanten  herleiten.  5)  Cantor  I,  S.  234. 
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fassen  lässt,  zu  konstruieren.  Abweichend  von  der  Betrachtung  unsres  Textes  ist  wesentlich  nur  die  Konstruktion 
des  Dodekaeders  mit  Hilfe  des  Wüi-fels.^)  Das  XIV.  und  XV.  Buch  Euklids,  wie  sie  die  Handschriften  mehrfach 
enthalten,  von  denen  aber  das  erste  Hypsikles  von  Alexandi-ia  (zwischen  200  und  100  v.  Chr.),  das  zweite  einem 
mehi-ere  Jahrhunderte  n.  Chi-,  lebenden  Schriftsteller  als  Verfassern  zuzuweisen  ist"),  vervollständigen  die  Theorie 
der  regelmässigen  Vielflache.  Des  Hypsikles'  Buch  enthält  besonders  eine  Reihe  Sätze ^)  über  das  Verhältnis  der 
Kanten  und  Oberflächen  der  verschiedenen  regulären  Polyeder,  ein  einheitliches  Ganze  bildend,  „welches  seinem 
Verfasser  wohl  Ehre  macht".  Das  sog.  XV.  Buch  Euklids  besteht  aus  sieben  Aufgaben,  die  Einbeschi-eibung  der 
regulären  Vielflache  in  einander  betreffend.  Wem  zuerst  die  Kenntnis  der  fünf  regelmässigen  Vielflache  zuzuschreiben 
ist,  wird  sich  kaum  entscheiden  lassen.*)  Dass  Teti-aeder,  Würfel  imd  Oktaeder  eher  bekannt  waren,  als  die  beiden 
letzten  komplizierteren  Vielflache,  darf  man  wohl  annehmen.  Wahrscheinlich  ist,  dass  Pythagoras  mit  den  fünf 
Körpern  bekannt  war^),  sicher  die  Pythagoräer,  da  Philolaus  schon  von  den  fünf  Körpern  in  der  Kugel  redet. ^) 
Uebereinstimmende  Berichte  bezeichnen  sämtliche  regelmässigen  Polyeder  als  j^H^^'^ffOfäisdi.  Jedenfalls  übernahm 
Timäus  von  Lokri  aus  ii-gend  einer  Quelle  die  Lehre,  vrie  der  nach  ihm  benannte  platonische  Dialog  erkennen  lässt: 
„Das  Feuer  trete  als  Teti-aeder  auf,  die  Luft  bestehe  aus  Oktaedern,  das  Wasser  aus  ttosaedern,  die  Erde  aus 
Wüi-feln  und  da  noch  eine  fünfte  Gestaltimg  möglich  war,  so  habe  Gott  diese,  das  Pentagondodekaeder,  benutzt,  um 
als  Umi-iss  des  Weltganzen  zu  dienen".  Der  Name  Eosmische  Körper  oder,  wie  sie  weiterhin  \-ielfach  bezeichnet 
wm-den,  Platonische  Körper  ist  damit  erklärt.  Dass  später  Kepler  den  regelmässigen  Vielflachen  wiederholt  seine 
Aufmerksamkeit  zugewandt  hat,  ist  bekannt;  ebenso  der  Gebrauch,  den  er  von  ihi-er  Theorie  in  seinen  ersten  Werken 
zur  Konstruktion  der  Planetensphären  machte.  Die  Ableitimg  der  Körper  findet  sich  in  der  Harmonice  mundi,  opera 
omnia,  ed.  Frisch  Bd.  V.  S.  120')  imd  S.  270:  die  astronomische  Anwendung  erhellt  aus  der  Figur  auf  S.  276  ebenda. 
Das  Dodekaeder  wii-d  von  Kepler,  Euklid  folgend,  aus  dem  Wiü-fel  abgeleitet,  das  Ikosaeder  in  das  Dodekaeder, 
das  Oktaeder  in  das  Hexaeder  einbeschrieben.*)  — 

Die  Theorie  der  fünf  regelmässigen  Vielflache  gehört  jetzt  den  Elementen  an;  die  Euklidsche  Ableitung  des 
Dodekaeders  aus  dem  Würfel  findet  sieh,  etwas  abgeändert,  z.  B.  bei  Holzmüller. ^)  Einiger  Nebenbetrachtungen 
wegen  sei  sie  hier  beigefügt,  zumal  sich  weitere  Folgeningen  aus  ihr  ziehen  lassen.  Setzt  man  auf  die  Flächen  eines 
Wüi-fels  gerade  vierseitige  Pyi-amiden  von  gleicher  Höhe  auf,  so  entsteht  der  Pyramtdemvürfel  (das  Tetral-ishexaeder), 
Fio-.  1  Taf.  Vn.  Sind  sämtliche  Seitenflächen  jeder  der  aufgesetzten  Pyramiden  unter  gleichem  Winkel  von  40" 
gegen  die  betr.  Würfelfläche  geneigt,  so  fallen  je  zwei  Dreiecke  des  Pyramidenwüifels  in  eine  Ebene  und  bilden 
zusammen  einen  Rhombus,  dessen  Diagonalen  sich  vne  1  zu  yi  verhalten;  die  kleinere  Diagonale  ist  die  Kante  des 
urspi-ünglichen  Wiu-fels.  Dies  ist  das  Ehombendodchaeder,  Fig.  2  Taf  VH.  Bezeichnet  man  die  Flächen  eines 
Pyramiden  würfeis  abwechselnd  mit  +  und  — ,  und  lässt  die  mit  —  bezeichneten  Flächen  wegfallen,  erweitert  die 
mit  -j-  bezeichneten    so    weit,    dass    der   neue   Köi-per  wieder  geschlossen  ist,   d.  h.  bildet    man    die    parallelflächige 

Hemiedrie  des  Pyi-amidenwürfels,  so  ergiebt  sich  im  allgemeinen  das  si/mmeirische 
■£        TP  PentagondodeJcaeder,    d.  h.   ein    von    zwölf   symmetrischen    Fünfecken    begrenzter 

/  '  r^\  Köi-per^"),  der   mit   dem   regulären   Dodekaeder    isomoi-ph   ist.     Bei   bestimmtem 

/  ■?- r -V---^^  NeiETunsswinkel    der   Flächen   des   Pyi-amidenwürfels    sregen    die    Flächen    des    zu 

^^.'.'..-;...  --i.-----jV'    ■  |\  seiner  Erzeugung   dienenden    Hexaeders   wird  das  symmetrische  Dodekaeder  zum 

^.i^i    .  :\     i^\  regulären.     Fig.- 89  zeigt  das  Hexaeder  (punktiert)  mit  dem  regulären  Dodekaeder. 

I  ^       \     \        Da  die  llittellinie  FG  des  regelmässigen  Fünfecks  BFCLK  durch  die  Diagonale 

M  —  r  "  'kY^^      -^^  stetig  geteilt  wii-d  und  ZH  parallel  mit  MG  ist,   so   ist  auch  MY  durch 

:         //  den  Mittelpunkt  Z  der  Wüi-felfläche  stetig  geteilt.     Wenn  dann  ZY'  ^  ZY  ist, 

:     /  i/  so  ist  ZM  diu-ch    Y'  stetig  geteilt,  d.  h.:  Um  den  Punkt    Y  zu  erhalten,   muss 

:^ \' /".■'/  man  die  Flächenachse  MZ  des  Würfels  stetig  in    Y'  teilen  und  um  den  gi-össem 

...rTTTTt^j/-'/  Abschnitt    der    geteilten    Strecke    verlängern.     Aus    Fig.  89    lassen    sich    einige 

^\ Y  früher  bemerkte    Sätze   sofort  ablesen;   so  bilden    die   beiden   Kantenachsen  MY 

Fig.  69.  und  MG  einen  rechten  Winkel,  d.  h.  es  ist  <^  YMF  +  <C  FMS  +  -^  SMG  = 

;^  -|-  ;j  -{-  (j)  =  90°.     Demselben  in  der  Figm-  gezeichneten  Hexaeder   lässt   sich 

ein    zweites   Dodekaeder  umlegen,    dessen  Flächen  die   mit  —  bezeichneten   des  Pyramidenwürfels   sind.     Die    durch 

r  gehende  Kante  des  zweiten  Dodekaeders  steht  senkrecht  zu  £F.")     Von  den  dreissig  Kant«n  des  Dodekaeders  in 


I)  Euklids  Elemente,  deutsch  von  Lorenz,  Halle  1824,  S.  414.  2)  Cantor  I,  S.  309. 
3)  Die  Sätze  sind  angeführt  bei  Cantor  I,  S.  30«  ff,                        4)  Vergl.  Cantor  I,  S.  147. 

5)  Nach  dem  sog.  Mathematikerverzeichnis :  „Pythagoras  ist  es  auch,   der  die  Konstruktion   der  kosmischen  Körpsr 
erfand."  6)  Cantor  I.  S.  148.  7)  Vergl.  daselbst  die  köstliche  Tafel  Abbildungen. 

8)  Vergl.  die  Figuren  a.  a.  0.  S.  271.  9)  Method.  Lehrb.  d.  Elem.-Math.  Tl.  I,  S.  214. 

10)  Vergl.  Nr  116  und  Kig.  T»»  Taf  Vn. 

II)  Beide  einander  durchdringende  Dodekaeder  zeigt  Fig.  31  Taf  VIII. 
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Fig.  89  laufen  sechs  parallel  den  sechs  Flächen  des  Würfels  (z.  B.  EF  parallel  ÄBCD,  u.  s.  w.),  je  weitere  sechs 
einem  andern  Würfel,  dessen  Ecken  in  den  Ecken  des  Dodekaeders  liegen.  Dieses  besitzt  also  fünf  solche  ein- 
beschi-iebene  Würfel,  deren  insgesamt  vierzig  Ecken  zu  je  zwei  mit  den  Ecken  des  Dodekaeders  zusammenfallen.^) 
Beschreibt  man  um  das  Dodekaeder  Fig.  89  die  Kugel  durch  die  Kantenmitten  und  legt  durch  diese  um  dieselbe 
Kugel  die  Kanten  eines  Evosaeders,  so  sind  auch  je  sechs  von  dessen  Kanten  (nämlich  diejenigen,  welche  senkrecht 
zu  den  Kanten  EF,  KL  ...  des  Dodekaeders  verlaufen)  parallel  mit  den  Flächen  des  dem  Dodekaeder  einbeschriebenen 
Würfels  über  der  Fläche  ÄBCD.  Die  Endpunkte  dieser  sechs  Ikosaederkanten  stellen  aber  die  sämtlichen  Ecken 
dieses  Vielflaches  dar,  d.  h.  es  ergiebt  sich  nach  einiger  üeberlegimg  der  von  Schönemann-)  auf  andrem  Wege  be- 
wiesene Satz:  „Die  Eckpunkte  des  Ikosaeders  liegen  in  drei  kongruenten,  einander  senkrecht  durchkreuzenden  Achsen- 
rechtecken. Das  Verhältnis  der  kurzen  Seite  des  Achsenrechtecks,  welche  eine  Kante  des  Ikosaeders  bildet,  zur 
langen  Seite  ist  das  Verhältnis  der  Seite  eines  regelmässigen  Fünfecks  zu  seiner  Diagonale." 

Da  sich  überdies  jedem  der  fünf  Würfel  im  Dodekaeder  zwei  Teü-aeder,  wie  früher  gezeigt,  einschreiben 
lassen,  die  man  als  rechtes  und  linkes  unterscheiden  mag,  so  lassen  sich  direkt  jedem  Dodekaeder  entweder  fünf 
linke  oder  rechte,  oder  gleichzeitig  alle  zehn  Tetraeder  einschi-eiben,  so  dass  im  letzten  Falle  jede  Dodekaederecke 
zugleich  Ecke  zweier  Tetraeder  ist.  ^)  Endlich  bilden  die  sechs  Mittelpunkte  Y,  G  .  .  .  der  den  Würfelflächen  paral- 
lelen sechs  Kanten  des  Dodekaeders  die  Ecken  eines  Oktaeders,  deren  fünf  sich  in  das  Dodekaeder  in  der  geschilderten 
Weise  einschi-eiben  lassen,'')  u.  s.  w.  —  Die  Konstruktion  der  regelmässigen  Polyeder  in  einander  ist  ausführlich 
behandelt  von  van  Swinden,  Elemente  u.  s.  w.  a.a.O.  S.  393  IT.  Nicht  unerwähnt  soll  die  sog.  Nieuwlandsche 
Aufgabe  bleiben:  Den  grössten  Würfel  zu  finden,  der  sich  dm-ch  einen  gegebenen  Wüi-fel  hindm-chschieben  lässt.*) 
Von  weiteren  Arbeiten,  die  sich  mit  den  i-egelmässigen  Vielflachen  beschäftigen,  seien  noch  die  von  Hügel"),  Löwe'), 
Zeppenfeld*'),  Roth")  und  Wiener'")  angeführt. 

Wie  die  Konstruktion  der  ebenen  regelmässigen  Vielecke  auf  die  Ki-eisteilung  zui-ückgefülirt  wm-de,  so  die 
Konstruktion  der  räumlichen  regelmässigen  Vielflache  auf  die  Teilung  der  Kugeloberfläche.  Die  halbregelmässigen 
ebenen  Vielecke,  d.  h.  die  gleicheckigen  und  die  gleichkantigen  Polygone,  Hessen  zweierlei  Konstruktionsweisen  zu: 
Zum  ersten  dui-ch  bestimmte  Teilung  des  Kreises,  und  andrerseits  durch  Korabination  zweier  sie  erzeugenden  kon- 
zentrischen regulären  Polygone,  d.  h.  dm-ch  Abstimipfung  oder  Zuschärfung  der  Ecken  eines  regelmässigen  Vielecks 
durch  ein  zweites.  In  ebenderselben  Weise  sind  auch  die  halbregulären  VieLflache  —  um  den  Namen  ganz  allgemein 
zu  brauchen  —  auf  zweierlei  Weise  ableitbar:  Erstens  durch  bestimmte  Kugelteilung  und  zweitens  durch  Kombination 
mehrcrcr^^)  regulären  Vielflache.  Es  soll  jedoch,  bei  dem  grossen  Reichtum  der  in  Fi-age  kommenden  Gestalten, 
hier  historisch  vorgegangen  und  bei  jeder  Art  von  Vielfachen  zunächst  der  Weg  beschritten  werden,  auf 
dem  sie  nachweislich  oder  wahrscheinlicherweise  zuerst  gefunden  worden  sind.  Es  wird  daher  im  folgenden 
zunächst  die  Theorie  der  halbregulären  Vielflache  (im  Sinne  der  Erklärung  in  Nr.  99),  aber  nur  der  sog.  ÄrcM- 
medeischen  Polyeder  besprochen,  d.  h.  der  halbregulären  Vielfiache  mit  gleichen  Ecken  aber  mehreren  Ai-ten  regel- 
mässiger Seitenflächen,  wälu-end  die  ihnen  reziproken,  welche  Spezialfälle  der  gleichflächigen  Polyeder,  wie  jene 
solche  der  gleicheckigen  Polyeder  sind,  zunächst  unberücksichtigt  bleiben  sollen.  Alsdann  sollen  die  beiden  an- 
gedeuteten Ableitungsmethoden  füi-  die  gleicheckigen  und  die  gleichflächigen  Vielflache  nach  einander  zur  Sprache 
kommen,  und  die  Bemerkungen  über  die  geschichtliche  Entwickelung  der  Theorie  dieser  sämtlichen  Vielflache  werden 
am  Ende  beigefügt  werden. 


1)  Fig.  24  Taf.  XII  stellt  diese  fünf  einander  durchdringenden  Würfel  nach  Weglassung  des  Dodekaeders  dar. 

2)  Schönemann,  Über  die  Konstruktion  und  Darstellung  des  Ikosaeders  und  Sterndodekaeders,  Ztschrft.  f.  Math. 
u.  Phys.  V.  Schlömilch-Cantor,  18.  Jahrg.  187.^,  S.  387.  Auf  den  zitierten  Satz  gründet  Schönemann  eine  Fadenkonstruktion 
des  Ikosaeders. 

3)  Die  fünf  Tetraeder  und  die  zehn  Tetraeder  ohne  das  Dodekaeder  zeigen  Fig.  11  und  Fig.  3  Taf.  IX. 

4)  S.  Taf.  IX  Fig.  6,  die  Oktaeder  ohne  das  Dodekaeder.  Wie  die  fünf  Würfel  durch  passende  Verbindung  der 
Ecken  des  Dodekaeders  entstehen,  so  die  fünf  Oktaeder  durch  Verlängerung  der  Flachen  eines  Ikosaeders;  je  zwei  Oktaeder- 
flächen liegen  in  der  Ebene  derselben  Ikosaederfläche;  weiteres  hierüber  s.  später. 

5)  van  Swinden,  a.  a.  0.  S.  394  und  S.  642. 

6)  Th.  Hügel,  Die  regulären  und  halbregulären  Polyeder  (mit  113  stereoskopischen  Figuren).  Neustadt  a.  d.  H.  1876. 

7)  0.  Löwe,  Über  die  regulären  und  Poinsotschen  Köi-per  und  ihre  Inhaltsbestimmung  vermittelst  Determinanten. 
München  1883. 

8)  Zeppenfeld,  Beitrag  zur  Projektion  der  regulären  Polyeder.    Progr.    Elberfeld  1884. 

9)  Fr.  Roth,  Beiträge  zur  Stereometrie.    Progr.    Buxtehude  1890. 

10)  H.  Wiener,  Herstellung  der  Platonischen  Körper  aus  Papierstreifen.    Der  deutschen  Mathematikervereinigung. 
Katalog  der  Münchner  Ausstellung  1893.    Nachtrag  S.  52. 

11)  Hier  kommen  für  die  Abstumpfung  u.  s.  w.  nicht  nur  die  Ecken,  sondern  auch  die  Kanten  in  Frage. 

17* 
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E.    Die  besonderen  Eulerschen  Vielfiaclie. 


106.  Die  Archimedeischen  (halbregnlären)  Vielflache.  Ihre  Ableitung.  In  jeder  Ecke  eines  Archi- 
medeisclien,  halbregnlären  Vielflaches,  dessen  Ecken  sämtlich  gleichvielkantig,  kongruent  oder  symmetrisch- 
gleich,  dessen  Flächen  mehrerlei  Kantenzahl  regelmässige  Vielecke  sind,  können  höchstens  fünf  Kanten  zu- 
sammentreifen,  und  nur  zwei  oder  di'ei  Ai'ten  von  Vielecken  vorkommen.  Denn  bezeichnet  W;  die  Grösse 
des  Winkels  im  regelmässigen  j-eck,  so  ist  5«'3  -}-  ^^4  ^  390"  und  u:^  -f"  ^^4  4"  %  +  "'e  =^  378".  Da  diese 
beiden  denkbar  günstigsten  Fälle  bereits  unmöglich  sind,  so  ist  die  Richtigkeit  der  Behauptving  bewiesen. 
Ähnlich  wie  bei  den  regelmässigen  Vielflachen  in  Nr.  100  erfolgt  auch  hier  die  Ableitung  der  überhaupt 
möglichen  Typen,  deren  thatsäcliliche  Existenz  alsdann  diuch  Ausführung  der  Konstruktion  zu  erhärten  ist. 
Von  den  I  Flächen  des  Vielflaches  seien  31  jw-ecke,  N  M-ecke  und  S  5-ecke,  und  zwar  besitze  jede  Ecke  deren 
bez.  ft,  V  und  e.  Es  werde  also  der  allgemeinere  Fall  behandelt,  wonach  drei  Arten  von  Flächen  an  dem 
Vielflache  auftreten  soUen.  Ist  E  die  Anzahl  aller  Ecken,  so  ist  3Im  =  ^E,  N-n  =  v-E,  S-s  =^  8  -E. 
Daz\i  kommt  noch,  wemi  K  die  Zahl  aller  Kanten  ist,  E  -\-  F  =  K  -\-  2.  Diese  Gleichung  lässt  sich,  da  K 
gleich  der  halben  Summe  der  Kanten  aller  Seitenflächen  und  F  =  31  -{-  N  -\-  S  ist,  in  der  Form  schreiben: 

3f  +  .V  +  S  +  £  =  i  {3Im  +  Nn  +  Ss)  +  2. 

Setzt  man  hierin  aus  den  obigen  Gleichungen  die  Weiie  für  31,  N,  S  ein,  so  ergiebt  sich: 

{2mn6  -f"  2s  {niv  -\-  n^)  —  »ins  (jt  -j-  i'  +  ö  —  2))  •  E  —  inins, 

oder,  wenn  man  den  Faktor  von  E  zur  Abkürzung  durch  C  ersetzt: 

Ti        imns  ,  .,    ,,        insu     ,,        imsv     „        imna 

E  =  —(j—,  und  somit  31  =  —ff-,  N  =  —q—,  S  =  — pj— ■ 

Kommen  nur  zwei  Arten  von  Flächen  vor,  so  ist  er  ^  0  und  die  Formeln  lauten: 


E  =  -^,  M 


in  IV      ^        i  m  V 
"-1  "-i 


worin  C^=2  (mv  +  wji)  —  mn  (jt  -f-  v  —  2)  ist.  Diese  Gleichungen  sind  für  ^  -j-  v  -\-  6  <i  &  aufzulösen 
und  es  dürfen  sich  nur  ganze  Zahlen  ergeben.  Die  zulässigen  Werte  sind  in  der  folgenden  Tabelle 
zusammengestellt.  ^) 

a)  Vielflache   mit  zweierlei  Flächen. 


Nr. 

m 

n 

fi 

V 

M 

N 

E 

K 

(F) 

Taf.  VI 

I 

3 

6 

1 

2 

4 

4 

12 

18 

ein  8-flaeh 

Fig.  22 

n 

3 

8 

1 

9 

8 

6 

24 

3G 

ein  14-flach 

Fig.  27 

m 

3 

10 

1 

2 

20 

12 

60 

90 

ein  32-flach 

3-kantige 

Fig.  28 

IV 

4 

6 

1 

•2 

6 

8 

24 

36 

ein  14-flach 

Ecken 

Fig.  23 

V 

4 

n 

2 

1 

n 

2 

2  h 

3» 

Archimedeisches  Prisma 

Fig.  35 

VI 

5 

6 

1 

2 

12 

20 

GO 

90 

ein  32-flach 

Fig.  25 

VII  1 

.•5 

4 

1 

3 

8 

18 

24 

48 

ein  26-flach 

Fig.  29 

vni 

3 

4 

2 

2 

8 

6 

12 

24 

ein  14-flach 

4-kantige 

Fig.  24 

IX 

3 

5 

2 

2 

20 

12 

30 

60 

ein  32-flach 

Ecken 

Fig.  26 

X 

3 

n 

3 

1 

2n 

0 

2n 

in 

Archimed.  Antiprisma 

Fig.  36 

XI 

3 

4 

4 

1 

32 

6 

24 

60 

ein  38-flach 

5-kantige 

Fig.  33 

XII 

3 

5 

4 

1 

80 

12 

GO 

150 

ein  92-flach 

Ecken 

Fig.  34 

1)  Vergl.  7Air  Diskussion  der  obigen  Gleichungen:  Baltzer,  Elemente  der  Math.  II.  1883,  S.  217  ff.  K.  Heinze, 
Die  halbregelmässigen  Körjier,  Progr.  Cöthen  1868.  Spitz,  Sphärische  Trigonometrie,  S.  116  und  134.  Catalan,  a.  a.  0. 
S.  32  u.  a.    Die  obige  Darstellung  schliesst  sich  im  weitem  bes.  an  Heinze  an. 
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b)   Vielflache  mit  dreierlei  Flächen.  ^ 


Nr. 

1  m 

n 

s 

(* 

V 

a 

M 

N 

s 

E 

K 

(FJ 

Taf.  VI 

xni 

XIV 

i 

4 

6 
6 

8 
10 

1 

1 

1 
1 

1 
1 

12 
30 

8 
20 

6 
12 

48 
120 

72 

180          ; 

ein  26-fiach 
e'n  62-flach 

1  3-kantige 
1      Ecken 

Fig.  30 
Fig.  32 

XV 

3 

4 

5 

1 

2 

1 

20 

30 

12 

60 

120 

ein  62-flach. 

4-kantige  Ecken 

Fig.  31 

Diese  fünfzehn  Vielflache  sind  zu  konstruieren,  doch  sollen  zunächst  einige   sie  betreffende  Sätze  abgeleitet 
und  die  metrischen  Relationen  in  völliger  Allgemeinheit  angeführt  werden. 

107.  Allgemeine  Sätze  über  die  halbresnlären  Vielflache.  Metrische  Relationen.  Zuvörderst  gilt  der 
Satz:  Sämtliche  Ecken  eines  Archimedcischen  Polyeders  sind  (jleich  weit  von  einem  Pmikte  M  innerhalb  entfernt. 
Dieser  Punkt  ist  der  Mittelpunkt  der  dem  Polyeder  umbeschriebenen  Kugel,  deren  Radius  B  sei.  Sind  A 
und  B  die  Mittelpunkte  zweier  Nachbarflächen  des  Vielflaches  und  X  der  Mittelpunkt  der  gemeinsamen 
Kante  dieser  Flächen,  so  stehen  AX  und  BX  senkrecht  auf  dieser  Kante.  Legt  man  durch  A,  X  und  B 
die  Ebene  und  in  dieser  senkrecht  auf  AX  und  BX  durch  A  und  B  Gerade,  so  sehneiden  sich  diese  im 
Punkte  M.  Denkt  man  sich  auf  drei  benachbarten  Flächen  die  Mittelsenkrechten  und  legt  durch  je  zwei 
derselben  Ebenen,  so  müssen  jene,  als  nicht  parallele  Kanten  dreier  sich  schneidenden  Ebenen  in  einem 
Punkte  zusammentreffen,  eben  dem  Punkte  M.  Zu  je  zwei  der  Flächen  nimmt  man  nun  eine  dritte  hinzu 
und  wiederholt  dieselbe  Folgerung:  d.  h.  alle  Mittelsenki-echten  schneiden  sich  in  einem  Punkte.  Verbindet 
man  M  mit  allen  Ecken  des  Körpers,  so  entstehen  lauter  gerade  Pyramiden,  von  denen  jede  mit  jeder  be- 
nachbarten eine  Seitenfläche  gemein  hat:  also  sind  alle  Kanten  nach  der  Spitze  gleich,  worin  der  zu  be. 
weisende  Satz  ausgesprochen  ist.  Diese  Pyramiden  werden  Centripyrmnidcn  genannt.  Alle  F  Centripyramiden 
besitzen  kongruente  gleichschenklige  Dreiecke  als  Seitenflächen.  Bezeichnet  r,:  den  Radius  des  umbeschrie- 
benen Kreises  der  Grundfläche,  wobei  der  Index  die  Kantenzahl  dieser  anzeigt  (also  i  =  m,  n  oder  s),  und  Pf 
die  Höhe  der  Centripyramide,  so  ist  Pi^  =  B^—rr.  Ist  nmi  m>n>s,  so  ist,  da  alle  Grenzflächen  des 
Vielflaches  dieselbe  Kante  /,•  haben,  r,„  >r„>  r,,  also  P„,  <  P„  <  P„  d.  h.  alle  Seitenflächen  gleicher  Kanten- 
zahl des  Archimedeischen  Vielflaches  liegen  gleichweit  vom  Centrum  M  entfernt,  und  zwar  liegt  die  mehr- 
kantige Fläche  dem  Mittelpunkte  31  näher.  Es  hesitzt  also  das  Arckimedeische  Vielflach  soviel  einbeschriehene 
Kugeln,  als  es  Flächest  verschiedener  Kantenzahl  hat,  entweder  zwei  oder  drei.  Ferner  haben  die  Mitten  aller 
Kanten  gleichen  Abstand  von  M,  nämlich  die  Höhe  der  Seitenfläche  einer  Centripyramide,  d.  h.  es  giebt  eine 
Kugel,  auf  der  die  Mitten  aller  Kanten  liegen. 

Ist  A  eine  Ecke  eines  halbregulären  Vielflaches,  imd  sind  B,  C,  D  .  .  .  die  Endpunkte  der  von  A  aus- 
gehenden Kanten,  so  sind  che  gleichschenkligen  Dreiecke  3IAB,  MAC,  MAD,  .  .  .  kongruent.  Fällt  man 
aus  B,  C,  D, .  .  .  die  Lote  auf  31 A,  so  haben  diese  einen  gemeinsamen  Fusspunkt  N  und  sind  gleich,  da 
die  Dreiecke  BAN,  CAN, .  .  .  kongruent  sind;  d.  b.  die  einer  Ecke  A  des  Vielflaches  benachbarten  Ecken 
B,  C,  I), .  .  .  liegen  auf  einem  Kreise  in  einer  Ebene.  Die  durch  diese  Ebene  von  dem  Vielflach  abgetrennte 
Pyramide  AB  CD  . .  .  heisst  seine  Echpyraniide.  Die  Gnuidfläche  einer  solchen  Eckpyramide  wird  durch  die 
Geraden  NB,  NC .  ..  in  gleichschenklige  Dreiecke  zerlegt,  von  denen  drei  Arten  existieren:')  ft  Dreiecke 
mit  dem  Winkel  2x  an  der  Spitze,  v  Dreiecke  mit  dem  Winkel  2y  und  e  Dreiecke  mit  dem  Winkel  2z,  so 


dass:  2fia;  +  2vy  -\-  26z  =  360"  ist.     Überdies  hat  mau: 


sin  y 


f7, 


=  -j,   worin   d,  d^,  d^   je    nach 


X         d  '    sin  a;         d 

der  Beschaffenheit  der  Eckpyramiden  bald  Kanten,  bald  Flächendiagonalen  des  halbregulären  Vielflaches  be- 
deuten, die  sich  in  jedem  Falle  berechnen  lassen.  Es  sind  also  durch  die  drei  Gleichungen  die  drei  Un- 
bekannten X,  y,  z  bestimmbar.     Es    sei    nun   «,  (/  =  m,  n,  s)    der   halbe    Centriwinkel    einer   Seitenfläche    des 

Vielflaches,  also  «;  =  —.—  ,  so  dass  die  Flächeninhalte   dieser  Flächen  —  mft-cot  «„, -j-«/;*  cot  «,,  jSÄ'cota, 

1)  Es  wird  der  Allgemeinheit  wegen  bei  der  Ableitung  stets  ein  halbreguliirer  Köi-per   mit  drei  Arten  von  Seiten- 
fl'iichen  vorausgesetzt. 
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sind.     Ist  CO,  ,der  Neigungswinkel  von  Grundfläche  und  Seiteufläche  einer  Centripyramide,  so  ist  deren  Höhe 

P,=  —  •  cot  Ki .  tan  03,.     Hier  ist  der  Winkel  «,:  noch  unbekannt.     Nun  ist  bei  jeder  geraden  regelmässigen 

Pyramide  der  cosinus  des  halben  Neigungswinkels  zweier  Seitenflächen  gleich  dem  Produkte  aus  dem  sinus 
des  Neigungswinkels  der  Grund-  und  Seitenfläche  und  dem  sinus  des  halben  Centriwinkels  der  Grundfläche. 
Bei  der  in  Frage  kommenden  Centripyramide  sind  aber  die  Neigungswinkel  zweier  Seitenflächen  nichts  andres, 
als  die  vorher  mit  x,  tj,  z  bezeichneten  Winkel,  da  BN,  CN .  .  .  senki-echt  in  N  auf  A3I  stehen,  d.  h.  es  ist: 
cos  X  =  sin  cOm  ■  sin  o:„„  cos  j/  ^  sin  con  •  sin  «„,  cos  s  =  sin  w»  sin  «,.  Da  .r,  y  und  z  berechnet  sind,  so  sind 
hiermit  auch  die  Winkel  co,  bestimmt.  Aus  sin  ca,-  ergiebt  sich  leicht  tan  co;  zur  Einsetzimg  in  die  Formehi 
für  P,.  Zur  Berechnung  der  Oberfläche  0  und  des  Inhaltes  V  des  halbregulären  Yielflaches  hat  man  die 
leicht  verständlichen  Formeln: 

0  =-rh-  (Mm  cot  «,„  +  Nn  cot  «„  -|-  ^^  cot  a,) 
vmd 

F  ^  —  (Mm  •  Pm  cot  «„,  -\-  Nn  ■  P„  cot  «„  -|-  Ss  ■  P,  cot  Kj)  = 

—  (Mn  cot^  a,„  ■  tan  to,«  +  ^'*  cot-  a„  ■  tan  cj„  -{-  Ss  cot^  a^  •  tan  cj,). 

Die  Flächenwinkel   Wi^  des  Vielflaches  ergeben  sich  je  durch  Addition  zweier  bestimmter  Winkel  o,.     Der 

Radius  R  der  umbeschriebenen  Kugel  bestimmt  sich  aus  R-  =  P,^  4-  r,"  zu  P  =  -—. :  l/cos*  a,  •  tan^  w,-  4-  1. 

Zur  Berechnung  des  halbregulären  Vielflaches  sind  also  zunächst  die  Grössen  d,  d^,  d,,  alsdann  die  Winkel 
X,  y,  z,  hiernach  die  Winkel  o,  und  die  Radien  P,  zu  bestimmen,  wonach  sich  0,  V.  P  und  die  Winkel  Wij 
leicht  ergeben. 

108.  Die  durch  Entecken  aus  den  regulären  Vielflachen  abzuleitenden  halbregulären.  Unter  Ent- 
ecken  eines  regulären  Vielflaches  versteht  man  das  Abschneiden  regelmässiger  kongruenter  Pyramiden  von 
allen  Ecken,  welches  so  erfolgt,  dass  die  Schuittebene  senki-echt  zu  dem  der  Ecke  zugehörigen  Radius  der  um- 
beschriebenen Kugel  liegt.  Es  sei  dabei  a  die  Kante  des  regelmässigen,  h  die  des  abgeleiteten  halbregulären 
Vielflaches. 

Aus  dem  Tetraeder  erhält  man,  indem  man  es  an  jeder  Ecke  um  —  Kante  enteckt,  d.  h.  so,  dass  die 


Seitenkante  einer  abgeschnittenen  Pyramide  —  der   Kante  a  beträgt,    das    8 -flach   Nr.  I,    begrenzt    von    vier 

a 
3" 


Dreiecken  und  vier  Sechsecken,  dessen  Kante  also  A;  ^  :q- ist:  Fig.  22  Tafel  VI.  ^)    Enteckt  man  das  Tetraeder 


um  -^  der  Kante,  so  ergiebt  sich  das  regelmässige  Oktaeder. 

Aus  dem  Oktaeder  ergiebt  sich  durch  Entecken  um  —  der  Kante  das  von  sechs  Quadraten  imd  acht 
Sechsecken  begrenzte  14-flach  Nr.  IV  Fig.  23;  durch  Entecken  um  —  der  Kante  das  von  sechs  Quadraten 
und  acht  Dreiecken  begrenzte  14-flach  Nr.  VIII  Fig.  24.  Die  Kanten  der  beiden  Vielflache  sind  bez.  />;  =  -ö 
und  1:  =  J- 

Aus  dem  Ikosaeder  erhält  man  durch  Entecken  um  —  und  —  der  Kante  folgende  Vielflache:  das  von 
zwölf  Fünfecken  und  zwanzig  Sechsecken  begrenzte  32-flach  Nr.  VI  Fig.  25,  wobei  k  =  j  und  das  von  zwölf 
Fünfecken  luid  zwanzig  Dreiecken  begrenzte  32-flach  Nr.  IX  Fig.  26,  wobei  k  =  ~  ist. 

Aus  dem  Hexaeder  ergiebt  sich,   wenn   man   so   enteckt,   dass  jede  Seitenfläche  zum  Achteck  wird, 


1)  Die  Figuren  sämtlicher  Archimedeischen  Polyeder  befinden  sich  auf  Tafel  VI. 
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das  von  sechs  Achtecken  und  acht  Dreiecken  begrenzte  14-flach  Nr.  U  Fig.  27.  Man  berechnet  leicht 
k  =  a  (]/2  —  1).    Durch  Entecken  um  ^  der  Kante  ergiebt  sich  wieder  das  Vielflach  Nr.  VIII. 

Aus  dem  Dodekaeder  leitet  man,  wenn  man  so  enteckt,  dass  jedes  Fünfeck  zum  Zehneck  wird,  das 
von  zwanzig  Dreiecken  \md  zwölf  Zehnecken  begi-enzte  32-flach  Nr.  III  Fig.  28  ab ;  es  ist  Ic  =  —  Vö .  Durch 
Entecken  um  —  der  Kante  ergiebt  sich  wieder  das  32-flach  Nr.  IX.  Im  folgenden  ist  die  Berechnung  dieser 
halbregulären  Vielflache  im  Einzelnen  durchgeführt  oder  wenigstens  angedeutet. 

Das  8-flach  Nr.  I  Fig.  22.  Die  Grimdfläche  der  Eckpyramide  ist  ein  gleichschenkliges  Dreieck, 
dessen  Basis  die  Kante  k,  dessen  Schenkel  d  die  kleinere  Diagonale  des  Sechsecks  ist.     Die  ziu-  Bestimmimg 

der  Winkel  x  und  y  dienenden  Gleichungen  sind  dann:  x  -\-  2y  =  180*",  -. — -  =  -j-  Da  nun  nach  der  ersten 
Gleichung  sin  a;  ^  sin  2^/  ist,  so  ergiebt  sich  aus  der  zweiten:  cos  ?/ =  ^  imd  danach:  cos:r  =  —  cos 2»/  = 
1  —  2  cos^  2/^1  —  -g  (y)  ■  Hier  ist  speziell  d  =  2k  cos  30"  =  lyS,  «,„  =  60",  «„  ^  30",  folglich  cos  x  =  -, 
cos  2/  =  -  yS;  sin  «,„  =  4^  =  -  -j/s ,  tan  cd,,,  =  |  ]/2,  sin  con  =  -^^  =  3  VS,  tan  C3„  =  -  1/2 ,  also 

ö„,  =  74"  12'  24",5,  w„  =  35"  15'  51",8.     Da  cot  «,„  =  ^r  l/3,  cot  a„  =  ]/3    ist,    so    ergeben    sich    für    die 

5         /T  k     1 — 

Kadien  der  beiden  einbeschriebenen  Kugebi  die  Werte  P„,  =  —  k  |/6,  P„  =  —  ]/lJ  und  nach  leichter  Rech- 
nung für  die  Oberfläche  und  den  Inhalt  des  Vielflaches,  sowie  für  den  Radius  der  umbeschriebenen  Kugel: 
0  =  7^'^  ys,  F=  ^  Ä;ä  ")/2  und  -R  =  |  V^-  Bezeichnet  man  aUgemein  mit  TF,,,-  den  Flächenwinkel  des  Viel- 
flaches, der  von  einem  «-eck  und  einem  j-eck  gebildet  wird,  so  ergiebt  sich  hier  Wg^e  =  «>«  +  »n=  109  "28'  16",  3 
xmd   TFe,«  =  2a3„  =  70"  31' 43",6. 

Das  14-flacJi  Nr.  II  Füj.  27.  Die  Gleichimgen  für  x  und  y  sind  dieselben  wie  bei  Nr.  I,  nur  ist 
d  =  2k  cos  22^"  =  k  V2  +  y2,  «,„  =  60",  «„  =  22^",  also  cos  x  =  ^  (2  +  I/2),  sin  m„,  =  1  (2  -f  ]/2)  -j/S, 

tan  «„,  =  (1  +  ys)^;  cos  y  =  K  "  g  >  sin  w„  =  -  ■|/2,  tan  «„  =  1.  Danach  ist  o,„  =  80"  15'  51",  8, 
a,  =  45".    Hiermit  berechnet  man  P,„  =  |  ]/3  ( 1  -f  y2)=,  P„  =  -J  ( 1  +  )/2),  0  =  2Z;-  (l/3  -f  6  ( 1  +  yf)), 

F = J  F  (y2  + 1 )-,  p  =  I  y7+Tyf ;  w,,^  =  «„,  +  «„  =  125"  15'  5i",8,  w,,^  =  2 »„  =  90". 

Das  32-flach  Nr.  III  Fig.  28.  Bei  denselben  Gleichungen  für  x  und  y  ist  hier  d=  2k  cos  18"  = 
I yiÖ+TyS,  «,„  =  60",  «,  =  18",  folglich  cos a;  =  ;^  (15  +  ys),  sin  cj„,  =  li^|^',  tan  «„,  =  |  (9  +  5  yF), 

««^  2/  =  4^'  ^^"  '"»  =  S^  =  ¥  y''V^>  t^"  ^^«  =  l(V5  +  1),  "»  =  «4"  21'  24",4,  «„  =  58»  16'  57". 
P,„  =  ^y3(9  +  5y5),  P„  =  I  y50  +  22  ys,  0  =  5Ä2(y3  +  6K5-f  2yf),  F  =  ^P(99  +  47y5), 
P=|y2(37  +  15  y5),   TFs.io  =  142"  38'  21",4,   >Fio,io  =  116"  33'  54". 

Das  14-flach  Nr.  lY  Fig.  23.  Die  Gleichungen  für  x  und  y  sind:  rc  +  2)/  =  180",  ^^  =  |- ; 
cos  y  =  gV,  cos  a;  ^  1  —  -,-  (A  worin  d  =  2k  cos  45"  =  /t  y2,  f/j  =  2  cos  30"  =  i-  Ys  ist.  Ferner  ist 
«„,  =  45",  «„  ^  30",  mithin  cos  a;  =  g,  sin  o,„  =  —  y2,  tan  oj,,,  =  2  y2;  cos  2/  =  ^  V^>  sin  m„  =  -  y6, 
tan  co„  =  y2;  to„  =  70"  31'  43",6,  co„  -=  54"  44'  8",2.  P„,  =  7c  y2,  P„  =  4  y6.  0  =  6^^  (l  +  2  YS), 
7  =  SA'  y2,  P  =  I  yiÖ.    W,,,;  =  125«  15'  51",8,   TFcc  =  109"  28'  16", 4. 
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Bas  32-flach  Nr.  TIFig.25.  In  den  vorigen  Gleichungen  für  a;  und  «/ist  hier  f7=2/;  cos  36"  =  — (l/5+l)> 
d^  =  2  cos  30«  =  A- 1/3;  «„,  =  36»,  «„  =  30«.  Danach  ist  cos  a;  =  ^  (9  —  Vö),  sin  w„,=  |  ]/^"  -  V^^ 
tano.,,,  =  i (9  —  1/5),  cos i/  =  ^ (^5  +  l)  >^,  sin w„  =  |  (yo  +  l)  VS, tan co„  =  (^-t*^)",  «,„  =  73« 31' 40", 
ou  =  69«  5'  4r',5.  P,„  =  I  yi0(l25  +  4iy5),  P„  =  \  (3  +  Vö)  /S;  0  =  15^-^  (2  l/3  +  Vi  +  0,4  }/5), 
F  =  I  P  (125  +  43  ys),  E  =  j  y2  (29 +  9  1/5);   Tf5,o  =  142«  37'  21",5,   TFe.e  =  138«  11'  23". 

Das  li-flacli  Nr.  VIII  Fig.  24.    Die  Grundfläche  der  Eckpyramide  ist  ein  Rechteck  mit  den  Kanten  h 

Daraus     ergiebt     sich 


und  f?  ^  Je  y'2.     Die    Gleichungen   für  x  und  y   sind  hier  x  -\-  y  =  90«,  ^ —  =  j 

cos  a"  ^^  ,    cos  ?/  =    ^  und    mit    Benutzung    des    speziellen   Wertes    von    d:    cos  x 


yk-  +  d-' 
=  1 1/3 .      Weiter 


45«,    also    sin  a,„  =  ^^2,  tan  a,„  =  2^2,   sin  cj„  =  -^6, 
P,„  =  \  1/6,   P„  =1 1/2,   0  =  2Z;2  (3  +  /S), 


(iosy^  —  y^i.      weiter    ist   a,„  ^  60«,    «„ 

tan  03,.  =  y2,    03,.  =  70«  31'  43",  3,    «„  =  54«  44'  8",  2 

F=  I  A-5 1/2,  P,  =  A-,   TFs.i  =  125«  15'  15",5. 

Das    32-flach    Nr.   IX    Fig.  26.      Die    Gleichungen    für    x    und    y    sind    die    vorigen,    nur    ist 

d  =  2A-  cos  36«  =  I  (l/5  +  l),    «„,  =  60«,    a„  =  36«.      Es    ist    cos  a-  =  ]/■ 
tan  03m  =  3  +  y^;  cos  y  ^  y  — -^ ,  sin  o3„  ^  f  Vö ,  tan  o„  =  2. 


y5 


sm  03,, 


=  2]/ 


5+  ys 


10      ' '"         "    '  30      ' 

79«  11'  15", 7,  03„  =  63«  26'  5",8. 


Fig.  90. 


P„,  =  I  yä  (3  +  1/5),  P„  =  Ä- |/^+f^;  0  =  A-^  (5  1/3  +  3  1/5  (5  +  2  1/5)), 

F  =  -^^  (45  +  17  y5),  E  =1  (1  +  1/5),   TF3,5  =  142«  37'  21",5. 

Hiermit  sind  die  durch  Entecken  der  regulären  Vielflache  zu  erhaltenden 
halbregidären  erledigt,  soweit  dies  auf  Grimd  der  vorhergehenden  allgemeinen 
Betrachtungen  geschehen  kann;  weiteres  über  sie  wird  später  hinzugefügt  werden, 
wenn  sie  als  Spezialfälle  der  gleicheckigen  Vielflache  betrachtet  werden.  Dasselbe 
gilt  für  die  in  den  folgenden  beiden  Nummern  zu  untersuchenden  Köi-per. 

109.  Die  durch  Eutecken  und  Eutkauten  parallel  den  Kanten  der  regu- 
lären Vielflache  aus  diesen  hervorgehenden  halbregnlären.  Das  Entecken  imd 
Eutkanten  des  regelmässigen  Vielflaches  —  die  Reihenfolge  der  beiden  Operationen 
ist  beliebig  —  hat  in  der  Weise  zu  erfolgen,  dass  die  Ebenen,  welche  das  Ent- 
ecken bewirken,  senkrecht  zu  den  Ecki-adien  des  regelmässigen  Köi-pers  liegen, 
die  Ebenen,  die  zum  Entkanten  dienen,  parallel  einer  Kaute  des  ursprünglichen 
Körpers  laufen  imd  seine  in  dieser  Kante  zusammentrefl'enden  Flächen  unter 
gleichen  Winkeln  schneiden.  Je  nach  dem  Abstände  dieser  zwei  Alien  Schnitt- 
flächen vom  Centrum  31  des  regulären  Vielflaches  entstehen  halbreguläre  Viel- 
flache, welche  Flächen  derselben  oder  der  doppelten  Kantenzahl  des  m-sprünglicheu 
aufweisen.  Um  die  Vorstellimg  zu  erleichtern,  zeichne  man  in  die  Flächen  des 
regulären  Vielflaches  kongruente  regelmässige  Vielecke  derselben  oder  der  doppelten 
Kantenzahl  ein,  Fig.  90  und  91,  und  verbinde  die  Ecken  dieser  Vielecke,  wie  es 
die  Figuren  zeigen.  Das  entstehende  Gebilde  ist  das  durch  Entecken  und  Eutkauten  erzeugte  halbreguläre 
Vielflach,  wenn  die  einbeschriebenen  Vielecke  so  genommen  werden,  dass  alle  vorkommenden  Kanten  gleich 
sind.     Ist  a  der  halbe  Centriwinkel  der  Fläche  des  regelmässigen  Vielflaches,  o)  dessen  Flächenwinkel,  so  ist 


.  1/ 


Fig    91 
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mit  Rücksicht  auf  Fig.  90  im  ersten  Falle:    A(J  sin  ^  =  — -•     Nim  soll  AD  =  AB  =  l-  werden,   es  mus« 
also   AC^EF^ sein.      In    0F^0E4-EF   ergiebt    sich    zwischen    a    und    k    die    Gleichung: 

2  SLB  — 

(O 

,  ,  (7  am  — 
et  K  h  2 
— .  cot  «  =  —  cot  a  -\ ,    und   daraus   J;  = 

2  2  '  .     <a  '  .     w 

2  sm  —  sin ^  tan  a 

2  2 

Im  zweiten  Falle,  Fig.  91,  ist,  da  die  Grenzflächen  regulär  werden  sollen,  -^  EOD  =  —■  Wie  vor- 
hin ist  EF=  — ,  und  aus  OF  =  OE  -4-  EF  ergiebt  sich  zwischen  a  und  k  die  Gleichung:  -r  cot  a  = 

Cd  I  o  °       2 

2  sin  — 

£0 

,  a  cot  a  sin  — 

—  cot  — -| ,  oder  k  = '^—-  —  Wendet  man   die  beiden   geschilderten  Operationen  auf   die 

2  sm  -^-  sm  —  cot  —  +  1 

fünf  regulären  Vielflache  an,  so  ergeben  sich  aus  dem  Tetraeder  die  bereits  besprochenen  Vielflache  VIII 
und  IV,  aus  dem  Oktaeder  nnd  Ikosaeder  dieselben  halbregulären  Körper  wie  aus  dem  Hexaeder  und 
Dodekaeder. ')  Es  sollen  daher  nur  die  beiden  letzten  Vielflache  zur  weiteren  Konstruktion  verwandt  werden. 
Aus  dem  Hexaeder  ergiebt  sich  durch  die  erste  Konstruktion  das  von  acht  Dreiecken  und  achtzehn 
Vierecken  begrenzte  26-flach  Nr.  VII  Fig.  29,  für  das  J:=  a  (l/2  —  l)  wird;  durch  die  zweite  Konstruktion 
das  von  zwölf  Vierecken,  acht  Sechsecken  und  sechs  Achtecken  begrenzte  26-flaeh  Nr.  XIII  Fig.  30,  dessen 

Kante  =  y  (2  l/2  —  l)  ist. 

Alts  dem  Dodekaeder  entsteht  durch  die  erste  Konstruktion  das  von  zwanzig  Dreiecken,  di-eissig 
Viei-ecken  und  zwölf  Fünfecken  begrenzte  62-flach  Nr.  XV  Fig.  31,  für  welches  A-  =  -  (Yö  -j-  l)  ist;  durch 
die  zweite  Konstruktion  das  62-flach  Nr.  XIV  Fig.  32,  begrenzt  von  di-eissig  Vierecken,  zwanzig  Sechsecken 
und  zwölf  Zehnecken,  dessen  Kante  k  =  —  ("^ö  -(-  l)  ist. 

Hieran  schliesst  sieh  wieder  die  Berechnung  dieser  vier  Vielflache  gemäss  den  früher  gemachten 
allgemeinen  Angaben.  . 

Das  26-flacJi  Nr.  VII  Fig.  29.  Die  Grundfläche  der  Eckpyramide  ist  ein  gleichschenkliges  Trapez, 
dessen  eine  Parallelkante  k,  dessen  andere  Kanten  d  =k  y2  sind.  Die  Gleichungen  für  x  und  y  lauten : 
X  4-  3»/  ^  180",  --. —  =  -r-     Die   Elimination  von  x   ersieht  für  y   die   Gleichung  4  cos^  m  —  l  =  ^,    d.  h. 


cos  y  =  2  V  ~d — '  ""*^  '^^'^^  leichter  Rechnung  cos  x  ^y  \  —  {—A  ■  (3  —  jV  Nun  ist  hier  a,„  =  60", 
«„  =  45",  alsodacosa:=||/lO  -f  >/2 ,  cos  7/ =  1 1^4  +  2l/2  wird:  sin«„  =  |>^3  (lO -fl/2),tana),„  =  3+V^; 
sin  co„=  {  V^  +  l7f ,  tan  oa„  =  1  +  }/2;  ra,„  =  77"  14'  8",2,  «„  =  67"  30'.  P„,  =  |  /3  (3  +  y2), 
P„  =  I  (1  +  /2),  0  =  2k-  (9  +  f  3),  F  =  I  ^ä  (6  +  5  1/2),  R=\  Vb  +  2  ]/2,  W,,,  =  144"  44'  8",2, 
IF,,,  =  135» 

Das  26-flach  Nr.  XIII  Fig.  30.     Die  Grundfläche  der  Eckpyramide  ist  ein  ungleichseitiges  Dreieck, 

dessen  Kanten  d^ky2,  d^  =ky'^,  d.,  =  ky2  -\-y2  die  ersten  Diagonalen  des  4-,  6-,  und  8-ecks  sind. 
Die  Cosinus   der   zugehörigen   halben  Centriwinkel  x,  y,  z  (diese   sind   zugleich   die  Winkel  des  Dreiecks)   be- 

rechnet  man  nach  dem   Cosinussatz,    z.  B.  cos  x  =    '    T  ,' , u.  s.  w.     Da    hier    a„,  =  45",   a„  =  30", 

1)  Heinze-Lucke,  a.  a.  0.  S.  159. 
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«,  ==  224«  ist,  so  wii-d:  cos  x  =  ^  V^^—,  sin  ca,„=~~  ]/^^-±-!^,  tan  «„,  ==  3  +  ]/2 ,  «,„=  77"  14'  8",2; 
cos  y  =  ^VF+yf,  sinGj„  =  |f2  +  ]/2,tan  «„  =  1  +  >^,«„  =  670  30';  coss  =  ^^^,  sin«,  =|]/i^^J^, 
tan  «,  =  3  -  1/2,  co,  =  57»  45'  51",8.     P,„  =  |  (3  +  y2),   P„  =  |  (l  +  ]/2)  l/3,   P,  =  |  (l  +  2  y2). 


cos  a; 


0  =  12Z;ä  (2  +  1/2  +  1/3),   V  =  2¥  (ll  +  7  l/2),  P  =  |  >^13  +  6  l/2,  TF4,s  =  (o„,  +  «,,  We,s  =  »„  +  o,. 
Dos  62-flacli  Nr.  XIV  Fig.  32.     Die   Gleichungen   für  x,  y,  z,  sowie  die  Werte   von  d  imd  d^   sind 

T  /5    I    -1/5 

dieselben  wie  beim  vorigen  Vielflache,  es  ist  aber  jetzt  d.^  =  Jc  y  — ;^-'— iind  «,  =  18".    Danach  ergiebt  sich: 
=  1  y!il^,  sin  „.  =  l/^^I^,  tan  «,„  =  3  +  2 1/^,  «„  = 

sin  «,=  ^  '[/io+_M^5^  ta^  co„  =  2  +  1/5,  a„  =  76«  43'  2",9;  cos  ^  =  |^  (5  —  Vö),  sin  o,  =  ^  VSÖ, 
tan  «,  =  1/5,  ö,  =  65»  54'  18",6.  P,„  =  |  (3  +  2  l/5),  P„  =  |  (2  +  l/5 )  l/3 ,  P.  =  |  >'5  (5  +  2  l/ö). 
0  =  30Z;-  (1  +  1/3  +  1/5  +  2  1/5),   F=  5/.-3  (l9  +  10  l/5),  P  =  |  ^31  +  12  /S.      W^.g  =  co,„  +  (o„, 

1^4,10=  Mm  +   «„     lFe,n.  =  (U„  +  C3j. 

Das  62-fl{u;h  Nr.  XV  Fig.  31.     Die  Grundfläche  jeder  Eckpyramide  ist  ein  gleichschenkliges  Trapez, 

dessen  kleinere  Parallele  die  Kante  h  des  Körpers,  die  grössere  die  Diagonale  des  Fünfecks  d^  =  —  (l/5  + 1) 

ist;    die    beiden    Schenkel    sind  die   Diagonalen   d  =  Ä  l/2    der    Quadrate.      Es    gilt:    x  -\-  2y  -\-  s  ^  180*, 

sin  X  -.smy  -.sins  =  h  :  d  :  d^  und  so  wird  sin  y  ^=  ]/2.   sin  x  und  sin  0  =  —  (yE  +  l)  sin  x.     Um  den  Wert 

der  Funktion  von  x  zu  finden,  betrachte  mau  x,  2y  und  z  als  Winkel  eines  Dreiecks,  von  welchem  die 
Gegenseiten  der  Winkel  x  und  s  bekannt,  d.  h.  Je  und  d^  sind,  die  Gegenseite  von  2y  dagegen  be- 
rechnet   werden    muss,     eine    Annahme,    auf    welche    obige    Gleichimgen    unmittelbar    hinweisen.     Also: 

n             7                          ^'  sin  2  ?/         T~i                                 ■)          7  <>     1      7  o          r.  7   7            1^           /fc  sin  2  lA  * 
sm  X  :  sm  2y  =  k  :  (p;    (p  ^  — ■ — f^-      J^erner     muss     9-  =  /,;-  +  «j-  —  Jkd^  cos  2y  =  I — -. ^l      sem. 

(Nach  dem  Cosinussatze.)  Nim  ist  sin  2y  =  2  sin  y  cos  y  =  2  ^2  sin  x  l/l  —  2  sin-  x  =  2  Y2  sin  x  l/cos  2a;; 
cos  2y  =  cos'^y  —  sin-y  ^1  —  4  sin-a;  =1  —  2  (1  —  cos  2x)  =  2  cos  2x  —  1.     Fühi-t  man  diese  Werte  für 

sin  2y  imd  cos  2y  und   den  für  d^  in   die   Gleichimg  ein,   so    wird   sie  zu:  4Z;-  cos  2x  =  Je-  +  Jc^  l- — ä~) 
—  Ä«  (y5  +  1)  (2  cos  2x  —  1).     Hieraus  folgt  cos  2x  =  ^{b -\- 2  Yb)  imd   damit  cos  a;  =  |  ]/?L±^ii^. 

Die  weitere  Rechnung  bleibt   die   bisherige;    es   ist   k,„  ^  öC,  «„  =  45",  «8  =  36",  sin  a;  =  —  y  , 

1  n/l5  —  2  Fö      .  ll/35  +  9F5  llA  +  2Fö  3lA  —  V^      .  l/25  +  2  Fö 

Bmy=-r^y ^-^,%mz=-y      ^^        ,cosy  =  ^^/     ^.    ^   ,  cos^=^  ^ -y^,smc3„.  =  {/  -  ^^  »^  , 

sin  «„  =  ]/"  +  ^  ^,  sin  m.  =  ^  l/lÖ;  tan  «,„  =  3  +  2  yo ,  tan  cj„=  2  +  /ö,  tan  oj,  =  3;  ö„.  =  82» 22'  38",5, 


«„  =  76«  43'  2",i),  «,,  =  71«  38'  54",2.    P„,  =  |  }/3  (3  +  2  l/ö),  P„  =  |  (2  +  l/ö),    P.  =  ^  ]/^±AJ^. 

0  =5Ä''  (6  +  ys  +  3  Vi  +  0,4  1/5),  F=  |'  (60  +  29  yo),  P  =  |  yil  +  4l/5;     TFs,,  =  «,„  +  «„ 
TF^.ö  =  w„  +  CO,. 

110.  Die  Archimedeischeu  Vielflaclie  Nr.  XI  und  XII.  Durch  Entecken  der  regulären  Vielflache 
und  Entkanten  nicJit-parallel  ihren  Kanten  entstehen  die  im  folgenden  noch  zu  besprechenden  beiden 
Polyeder.     Da  sich  durch  diese  Konstruktion  aus  dem  Hexaeder   und  Dodekaeder  keine  andern  Körper  er- 
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geben,  als  aus  dem  Dodekaeder  imd  Ikosaedei-,  so  werden  nur  die  von  Dreiecken  begrenzten  regelmässigen  Viel- 
flache  zur  Betrachtung  herangezogen.     Die  Anschauung  zu  unterstützen  sei  folgendennassen  verfahi-en.     Man 
zeichne  in  jede  dreieckige  Grenzfläche  des  regelmässigen  Vielflaches  ein  kleineres  gleichseitiges  Dreieck,   um 
seinen  mit  dem  des  vorigen  gemeinsamen  Mittelpunkt  gedreht:  Vergl.  Fig.  92  für  das  Oktaeder.     Durch  Ent- 
ecken  von  P  mittels  einer  Ebene  durch  die  Ecken  a,h,  c  .  .  .  dieser  Drei- 
ecke   entsteht    ein    regelmässiges  Vieleck  ABC .  .  .,  welches    durch    Ent-  ^ 
kanten  des  regulären  Vielflaches  in  das  kleinere  abc  .  .  .  übergeht,  wähi-end                           /' .'  '  ^v 
sich  an  jeder  Ecke  dieses  letzteren  Vielecks  noch  ch'ei  Dreiecke  einfinden                      /'      L'S^S.^s- 
(z.  B.   in   der  Ecke  a  die  Dreiecke  abg,  aha  und  adi).     Diese  Dreiecke                 /^Tf'^^^-r-^fer^^'  '^ 
werden  nun  bei   einem  bestimmten  Drehungswinkel  und   bei  bestimmter            ,''    /  \yf     \   .  / 

Kante  des  ersten  eingezeiclineten  Dreiecks  regelmässig.     Ist  das  Ursprung-       ,-''    f.r''^'^'^l"'"-^-^~\/   ...X 

liehe  Vielflach   ein  Tetraeder,   so   ist  das   entstehende  Vielflach,  da  auch        ""----^._     ,'      _. 

abc  ein  gleichseitiges  Dreieck  wird,  nichts  andres  als  das  Ikosaeder.     Ist  Kig.  90. 

das  ursprüngliche  Vielflach  das  Oktaeder,  bez.  Ikosaeder,  so  ist  das  er- 
zeugte halbreguläre  Polj'eder  das  Vielflach  Nr.  XI  bez.  XII;  Fig.  33  und  34  Tafel  VI.  Die  Bedingung  dafür, 
dass  die  oben  erwähnten  Dreiecke  ahg,  u.  s.  w.  gleichseitig  werden,  ergiebt  eine  kubische  Gleichung  zwischen 
a  imd  /.-,  welche  eine  durch  die  Cardansche  Formel  zu  bestimmende  reelle  Wurzel  für  k  zulässt.  Diese 
Gleichung  soll  hier  übergangen  werden,  da  dieselben  beiden  Vielflache  XI  und  XII  später  auch  als  Varie- 
täten allgemeinerer  Vielflache  erhalten  werden,  wobei  sich  Gelegenheit  findet,  den  kubischen  Charakter  der 
Lösung  nochmals  zu  betonen. 

Das  3S-flach  Nr.  XI  Fig.  33.  Die  Grundfläche  der  Eckpyramide  ist  ein  symmetrisches  Fünfeck  mit 
vier  Kanten  gleich  k  und  einer  Kante  d  =  k  Y2.  Die  Gleichungen  für  x  und  y  sind  4x  -f-  2/=  180"  und 
—. — -  =  T"  D^'  hier  s'u3.y=  sin  4x  ist,  so  kommt  nach  leichter  goniometrischer  Umformung  —. =  8  cos'a; 


sm  X 


4  cos  a;  d.h.:  cos^  x  —  -cosa-  —  87.  =  *^-     ■^"^'   ^ine    reelle  Wurzel    ist  vorhanden,  sobald  (~j    >  (^)  ; 


dann  giebt    die   Cardansche  Formel:  cos  .  =  V^  +  "/(lll-)  "  ©^  +  Vß^^VW^^'        ^"^ 
diesen   Körper   gilt    speziell    a„  =  60",    «„  =  45",    und    es    ist   {j^)>{^)>    so    dass    die    reelle    Wui-zel 

cos  a::  =  i (]/ cos 45» •  (l  +  j/J)  -f  ]/ cos45ö •  (l  —  ]/§))  =  0,842509 . .  wird.  Daraus folgtr»;  =  32»35'38",3. 

Weiter  ist  sin  y  =  Y2-sinx,  d.  h.  «/ =  49»  37' 27"    und    danach    co,„  =  76»  27' 2",  g)„  =  66"  21' 58,2".  Die 

Zahlenwerte    der    P   sind    leicht    zu    berechnen.      Ueberdies    ist    0  =  2ä;^  (4  1/3 -|- 3),     F  =  F- 7,889472, 
R  =  k-  1,29461  u.  s.  w. 

Das  02-flach  Nr.  XII  Fig.  34.  Die  Gleichung  für  cos  x  ist  die  vorige.  Hier  ist  d  =  2k  cos  36»  =  |-  (]/5  +  l), 

«„.  =  60»,   «„  =  36».      Da   (^^J  >  Q'   ist,    so    ist   cos  x  =  ^  ("j/cos  36»  +  j/cos^  36»  —  (|)'  -f- 

ycos  36"  —  Ycos-  36"  —  (})")  =  0,857  779  . .,  a-  =  30»  55'  54",4.     Weiter  ist:   sin  y  =  j  sin  x,     also 
2/  =  56"16'24",3.    sin  «,„  =  ^^5^,  cj„,  =  82»  5'  14",3,  imd  analog  berechnet:  «„  =  70»50'29",2.    Ferner  ist: 


0  =  5fc-  (4  1/3  -I-  3  /l  -I-  0,4  1/5).  Von  den  übrigen  numerischen  Werten  sei  noch  angeführt:  F=P- 37,61 549 
und  R  =  k-  2,7654. 

111.  Das  Archimedeische  Prisma  niid  Antiprisma.  Das  halbreguläre  Vielflach  N"r.  V  Fig.  35  bedarf 
keines  weitereu  Existenzbeweises;  es  ist  ein  gerades  w-seitiges  Prisma,  dessen  Öeiteuflächen  Quadrate  sind. 
Von  seiner  Berechnung  soll  hier    abgesehen  werden;   sie  kann  u.  a.   nach    den    Formeln    des    halb  regulären 
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Vielflaches   Nr.  IV    erfolgen,    wenn    man    daselbst    .r   mit   y,    d   mit    ri'j    vertauscht   und    dann    <?  =  i  y2, 

i.so  ^ 
<?,  =  2k  cos  — —  setzt.     Doch  lässt    sich    die   Rechnuncr   hier    auch    leicht   ganz   elementar    ausführen.     Für 

■)i  =  4  ist  das  Archimedeische  Prisma  das  reguläre  Hexaeder.  Das  halbreguläre  Vielflach  Nr.  X  Fig.  36  wird 
von  zwei  5«-ecken  und  2n  gleichseitigen  Dreiecken  begrenzt,  von  denen  in  jeder  Ecke  neben  einem  «-eck 
drei  aufti-eten.  Für  n  =  3  ist  das  Archimedeische  Antiprisma  identisch  mit  dem  regulären  Oktaeder.  Die 
Berechnung  ist  im  allgemeinen  Falle  die  folgende,  eng  im  Anschluss  an  die  in  Nr.  107  abgeleiteten 
Relationen. 

Die     Gleichungen     für     x     imd     ?/     sind:     Bx  -\-  y  =  180",    -: — -  =  j;   cos  x  =  —    yl  -\-  -r, 
cosy^yl  — f^j  -(3 — j].  Da  nun  r?^  27;  cos ,  «,„  =  60",  «„  ^ — -ist,so  ist  cosx^-g  yi  +  2  cosa„, 


Sin  CO,,,  =  7^ =  y  s ;    cos  y  =  2  sin^  ~yl-\-2  cos  «„,  sm  (o„  =  ^^ — j-  ^  tan  --  yl  -\-  2  cos  «, 


tan  CO,,,  = -,  tan  cj«  = -Vi  +  2  cos  «,,.    »,„  imd  con  sind  nach  speziellen  Werten  von  «„  zu 


bestimmen.  Weiter  berechnet  man  leicht :  0  =  -  n  Je-  ("(/S  +  cot  «„),  V^~  n  Ic^  ( cot  -,"  +  cot  ci„)  yd  —  tan-  -^ 

k       /          7      1      \^ 
Ji  ^  —  1  /  1  -j-  ^ ~  \  .     TF3,„  =  CO,,,  +  co„,   TFs,3  =  2 CO,,,.    Eine  Probe  für  die  Richtigkeit   der  Formeln 


2  srn- 


liefert  ihre  Anwendung  für  n  =  3.^) 

112.  Bezeichunng  und  Koustrnktiou  der  gleicheckigeu  und  der  gleichflächigeu  Vielflache.  Bezüglich 
der  Definitionen  ist  auf  Nr.  99)  zu  verweisen.  Die  gleickeckigen  Vielflache  werden  im  folgenden  durch 
Abschneiden  von  Ecken  und  Kanten  aus  dem  regelmässigen  »i-seitigeu  Prisma,  dem  Oktaeder  imd  Hexaeder 
imd  dem  Ikosaeder  und  Dodekaeder  erhalten'-),  in  ähnlicher  Weise  wie  sich  aus  den  letztgenannten  regulären 
Körpern  die  halbregulären  (Archimedeischen)  ergaben,  die  hier  dann  nur  als  Spezialfälle,  Archimedeische 
Varietäten  genannt,  wieder  mit  erscheinen.  Die  gleichfläehigen  Vielflache,  welche  den  gleicheckigen  polar- 
reziprok sind  (Vergl.  Nr.  64)  ergeben  sich  dm-ch  Konstruktionen,  die  den  vorigen  dual  zugeordnet  sind  und 
z.  T.  bereits  in  Nr.  72)  in  allgemeiner  Form  erläutert  wurden.  Hier  sollen  diese  Konstruktionen  nochmals 
zusammengestellt  werden,  damit  sie  bei  Ableitung  der  einzelnen  Vielflache  sofort  zur  Hand  sind;  zunächst 
seien  aber  einige  neu  einzuführende  Bezeichniuigen  erklärt.  An  den  gleicheckigen  VieLflachen,  deren  Ecken 
entweder  kongruent  oder  symmetrisch  gleich  sind  —  im  letzteren  Falle  zerfallen  sämtliche,  entweder  3-,  4-  oder 
5-kantige  Ecken  in  zwei  gleichviel  Ecken  enthaltende  Gnippen^)  — ,  treten  als  Grenzflächen  neben  regel- 
mässigen Vielecken  besonders  die  gleicheckigeu  2« -ecke  (erster  Art,  vergl.  Nr.  23),  gleichschenklige  imd 
ungleichseitige  Dreiecke  und  gleichschenklige  Trapeze  auf.  Ein  gleicheckiges  2H-eck  soll  hier  als  («-f-«)-eck 
bezeichnet  werden,  um  anzudeuten,  dass  es  je  7i  Kanten  verschiedener  Ai-t  besitzt;  danach  bedeutet  z.  B.  ein 
(2  -\-  2)-eck  nichts  andres  als  ein  Rechteck.  An  den  gleichflächigen  Vielflachen,  deren  3-,  4-  oder  5-kantige 
Flächen  entweder  kongruent  oder  symmetrisch')  gleich  sind  —  im  letztern  Falle  besitzt  das  Vielflach  zwei 
an  Zahl  der  Flächen  gleichmächtige  Gruppen,  —  treten  neben  regehnässigen  Ecken  besonders  die  (h  -\-  n)- 
kantigen  auf,  d.  h.  solche  Ecken,  deren  Seitenflächen  auf  der  um  den  Scheitel  der  Ecke  beschriebenen  Kugel 


1)  Bei  Heinze-Lucke  a.  a.  0.  sind  wesentlich  nur  Oberflächen-  und  Inhaltsberechnungen  dnrchgeführt.    In  andrer 
Weise  sind  die  halbregulären  Polyeder  erschöpfend  von  Meier  Hirsch  a.  a.  0.  behandelt. 

2)  Vergl.  Hessel,    Uebersicht  der  gleicheckigen  Polyeder  und  Hinweisung  auf   die  Beziehungen  dieser  Körper  zu 
den  gleichflächigen  Polyedern.     Marburg  1871. 

3)  Es  werden  die  Ecken  der  einen  Art  dann  auch  als  rechte,  die  der  andern  Art  als  hnke  Ecken  bezeichnet. 

4)  Die  eine  Fläche  lässt  sich  erst  nach  Umwenden   im   Räume   mit   der  andern  zur  Deckung  bringen;    man  spricht 
auch  von  rechten  und  linken  Flächen. 
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(w -|- «)-kantige  Polygone  (vergl.  Nr.  38)  ergeben;  überdies  auch  drei-  und  vierseitige  Ecken,  deren  Kugel- 
sehnitte  gleichschenklige  und  ungleichseitige  Dreiecke,  oder  sphärische  Deltoide')  sind.  —  Die  Namen  der 
abzuleitenden  Körper  werden  in  erster  Linie  durch  Berücksichtigung  der  Zahl  der  Flächen  und  Ecken  er- 
halten. Die  gleicheckigen  Polyeder  seien  als  „Ecke",  die  gleichflächigen  Polyeder  als  „Flache'  bezeichnet, 
erstere  nach  der  Zahl  der  Ecken,  letztere  nach  der  Zahl  der  Flächen,  während  im  ersten  Falle  die  Zahl  der 
verschiedenen  Arten  von  Grenzflächen,  im  zweiten  die  Zalil  der  verschiedeneu  Arten  der  Ecken  als  unter- 
scheidendes Merkmal  dient.  So  ist  z.  B.  ein  (»i  -\-  n  -\-  22')-flächiges  22-Eck  ein  gleicheckiges  Polyeder, 
das  di-ei  Gruppen  von  verschiedenvielkantigen  Flächen  besitzt,  von  denen  die  eine  Gruppe  /)  rechte  und  p 
linke  Flächen  aufweist,  und  dessen  Ecken  in  zwei  Gruppen,  an  Zahl  von  je  q,  q  rechte  und  q  linke  zerfallen. 
Das  ihm  polar-reziproke  gleichflächige  Polyeder  ist  ein  (»i  +  W  -|-  2^>)-eckiges  25'-Flach,  das  nun  weiter  keiner 
Erklärung  bedarf. 

Zur  Konstruktion  der  beiden  Arten  von  Polyedern  dienen  besonders  folgende  dual  zugeordnete 
Operationen.  Dem  Abschneiden  einer  w-kantigen  Ecke  A  eines  Polyeders  P  durch  eine  Ebene,  welche  die 
von  A  ausgehenden  Kanten  sehneidet,  so  dass  P  als  neue  Grenzfläche  ein  w-eck  aufweist,  entspricht  polar 
das  Aufsetzen  einer  H-seitigen  Pyramide  auf  diejenige  H-kantige  Fläche  «  des  zu  jenem  reziproken  Polyeders  P' 
welche  der  w-kantigen  Ecke  A  polar  zugeordnet  ist.  Geht  im  ersten  Falle  die  schneidende  Ebene  durch  a 
Nachbarecken  von  A,  so  liegt  im  zweiten  Falle  die  Spitze  der  aufgesetzten  Pyramide  in  ji  der  an  «  Grenzen- 
den Flächen  von  P'.  Ist  das  Schnittpolygon  im  ersten  Falle  ein  (^)-|-i')-eck,  so  ist  der  sphärische  Schnitt 
der  Spitze  der  aufgesetzten  Pyramide  im  zweiten  Falle  ein  (p -\- 2))-ka,nt]  ein  regelmässiges  w-eck  einerseits 
bringt  das  Entstehen  einer  regulären  Ecke  andrerseits  mit  sich,  u.  s.  w.  —  Dem  Abschneiden  einer  Kante  AB 
von  P  durch  einen  vierseitigen  Schnitt  (A  imd  B  seien  dreikantige  Ecken)  entspricht  das  Ersetzen  der  den 
Ecken  A  und  B  in  P'  entsprechenden  Dreiecke  u  und  ß  durch  eine  vierseitige  Pyramide.  Geht  der  vier- 
seitige Schnitt  im  ersten  Falle  durch  irgend  welche  A  oder  B  benachbarte  Ecken  A',  B, .  .  .,  so  liegt  die 
Spitze  der  Pyramide  im  zweiten  Falle  in  den  Ebenen  der  «  oder  ß  seitenden  Grenzflächen  «',  ß'  .  .  .  .  Be- 
züglich der  Beschaffenheit  von  Schnittfläche  und  polar  zugeordneter  Ecke  gilt  dasselbe  wie  oben. 

Es  war  schon  bemerkt  worden,  dass  die  Konstruktion  der  gleicheckigen  und  der  gleichflächigen  Polyeder 
durch  die  erläuterten  Operationen  ihren  Ausgang  von  dem  geraden  /i-seitigeu  Prisma  und  den  reo^elmässio-en 
Vielflachen  bez.  den  ihnen  polar  zugeordneten  Körperu  nimmt.  Dabei  wird  sich  zeigen,  dass  die  Ausfühi-uno' 
der  Operationen  an  sämtlichen  Ecken  oder  deren  Hälfte,  sowie  an  sämtlichen  Flächen  oder  deren  Hälfte 
nichts  andres  bedeutet  als  die  Kombination  zweier  Körper,  von  denen  im  ersten  Falle  die  Flächen  des  einen 
die  Ecken  des  andern  abstumpfen:  der  neue  Körper  besitzt  die  Ebenen  der  Flächen  der  beiden  ihn  erzeugen- 
den; während  im  zweiten  Falle  der  erzeugte  Körper  die  Kombination  zweier  andrer  insofern  ist,  als  seine 
Ecken  die  dieser  beiden  Körper  sind. 

li;j.  Eintcilniijj  der  ;!;leit'keckij,'eii  und  der  gleicIifläclii'^Tii  Polyeder  in  Klassen,  Ordnungen  u.  s.  w. 

Nach  den  Vielfiachen,  aus  denen  die  gleicheckigen  und  die  gluichflächigen  Polyeder  durch  Konstruktion 
entstehen,  erfolgt  ihre  Einteilung  in  Klassen,  Ordnungen,  Gruppen  und  Untergruppen.  Von  der  Entstehung 
ist  die  Zahl  und  Art  der  Achsen  und  Symmetrieebenen  abhängig,  in  denen  die  gleicheckigen  und  die  gleich- 
flächigen Polyeder  entweder  mit  den  ursprünglichen  Körpern  vollkommen  übereinstininieu  oder  nicht,  falls 
nämlich  ein  Teil  der  Symmetrieeigenschal'teu  infolge  der  Konstruktion  verloren  gegangen  ist.  Der  ersten 
Hauptklasse  der  gleicheckigen  [gleichflächigen]  Polyeder  gehören  die  aus  dem  «seitigen  Prisma  [Doppel- 
pyramide]  abzuleitenden  an,  die  zwei  gleiche  entgegengesetzt  gerichtete  n  (oder  ;*)-zählige  Hauptachsen  und 
zwei  Systeme  von  je  n  (oder  p)  zweizähligen  Querachsen  besitzen.  Nach  der  Zahl  der  Symmetrieebenen 
ergeben  sich  drei  Gruppen.  Die  zweite  Hauptklasse  enthält  die  aus  den  regulären  Vielflachen  abzuleitenden 
Polyeder,  welche  also  gleiche  Hauptachsen  nach  mehr  als  zwei  Riclitungen  haben,  und  besteht  aus  zwei 
Ordnungen.    Die  erste  Ordnum/:  Die  dreizähligen  Achsen  sind  nacli  den  Eckpunkten   eines  regulären  Hexaeders 

1)  ABCD  heisBt  ein  Deltoid,  wenn  AB  =  BC  und  CD=DA  iet. 
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o-erichtet  (Ordnung  des  Oktaeder-Hexaeders).  Die  sweife  Ordnung:  Die  dreizäliligen  Achsen  sind  nach  den 
Eckpunkten  eines  regulären  Pentagondodekaeders  gerichtet  (Ordnung  des  Ikosaeder-Dodekaeders).  Die  zweite 
Ordnuno'  enthält  zwei  nach  den  Syninietrieebenen  unterschiedene  Gruppen;  die  erste  Ordnung  zerfällt  zunächst 
nach  den  Achsen  in  drei  Gmppen,  von  denen  die  erste  und  di-itte  Gruppe  nach  den  Symmetrieebenen  in 
zwei  Untergruppen  zerfallen.  Die  Polyeder  dieser  Ordnung  sind  zum  grössten  Teile  aus  der  EJrystallographie 
bekannt  und  sollen  die  daselbst  gebräuchlichen  Benennungen  berücksichtigt  werden,  ebenso  wie  die  dort 
üblichen  Bezeichnungen  der  verschiedenen  Hemiedi-ien  u.  s.  w.  Die  Gegenüberstellung  der  reziproken  Gebilde 
ist  die  bekannte,  die  Niimerierung  rechts  und  links  entsprechend. 

114.  Die  gleicheckigen  nnd  die  gleichflächigeu  Polyeder  der  ersten  Hauptklasse.  Sie  zerfallen  in 
drei  Gruppen.  Die  erste  Gruppe,  die  unter  1)  und  2)  (bez.  1')  und  2'))  aufgeführten  Polyeder  enthaltend, 
die  als  prismatisch  (ehenrandig)  bezeichnet  werden,  ist  ausgezeiclmet  durch  das  Yorkonunen  von  zwei  Arten 
von  Svninietrieebenen:  eine  Hauptsymmetriebene  durch  die  2n  Querachsen  und  n  (bez.  p)  unter  gleichen 
Winkeln  o-eo-en  einander  geneigte  Symmetrieebenen  senkrecht  zu  jener  durch  die  Hauptachse.  In  der  zweiten 
Gruppe,  die  Polyeder  3),  4)  und  5)  und  die  ihnen  reziproken  enthaltend,  die  Ironrandig  genannt  werden, 
fdUt  die  Hauptsvmmetrieebene  weg;  in  der  dritten  Gruppe,  die  als  sägerandig  bezeichneten  Polyeder  6)  und 
7)  (6')  und  7';)  umfassend,  fallen  alle  Symmetrieebenen  fort. 


1)  Bas  prismatisclie  (2  -|-  n)- flächige  2n-Eck  ist 
das  gerade  w-seitige  Prisma  mit  regulären  Deckflächen. 
Die  Seitenflächen  sind  (2  +  2Vecke;  sind  sie  Quadi-ate, 
so  entsteht  die  Archimedeische  Varietät  (Xr.  V,  Fig.  35 
Taf.  VI),  die  für  n  =  4  zum  regulären  Hexaeder  wird. 


2)  Das  imsmatische  (2 +i' +  i')- flächige  2.2^)- 
Eck  entsteht  aus  1)  für  n  =  p  durch  Abstumpfung 
der  Kanten,  welche  nicht  den  Deckflächen  angehören, 
mittels  rechteckiger  Schnitte  (Fig.  38^  Taf.  VI).  Die 
neuen  Deckflächen  sind  (p -{- i))-ecke,  die  Seitenflächen 
zwei  Gruppen  von  (2  +  2)-ecken.  Für  p  =  2  hat  man 
das  (2  -f-  2  +  2)-flächige  2  .  4-Eck,  das  rechtwinklige 
ParaUelepiped,  obgleich  es  kein  Prisma  1)  giebt,  aus 
dem  es  abzuleiten  wäre  (Fig.  39). 

3)  Das  hrmrandige  (2  -{-  2p) -flächige  2p-EcJc. 
Stumpft  man  bei  einem  Prisma  1)  mit  gerader  Kanten- 
zahl n^=2p  der  Deckflächen  die  abwechselnden  Ecken 
durch  dreiseitige  Schnitte  ab,  so  dass  die  Ebene  jedes 
Schnittes  durch  die  di-ei  Ecken  geht,  welche  der  ab- 

■  zuschneidenden  benachbart  sind  (Fig.  40^  Taf.  VI),  so 
entsteht  dieser  von  zwei  regulären  ^-ecken  als  Deck- 
flächen und  2jf)  gleichschenkligen  Dreiecken  begrenzte 
Körper.*)  Man  bezeichnet  ihn  nach  dem  Gebrauche 
in  der  Krystallographie  als  gyroidische  Hemigonie 
von    1).     Die    Archimedeische    Varietät    ergiebt    sich. 


1')  Das  ebefnratidige  (2  -\-  n)-eckige  2n-Flach  ist 
die  gerade  w- seifige  Doppelpyramide,  deren  ebener 
Rand  (Ea-auz)  ein  reguläres  «-eck  ist.  (Fig.  37  Taf.  VI 
zu  1)  und  1').)  Die  Seitenflächen  sind  gleichschenk- 
lige Dreiecke.  Die  Arch.  Var.  entsteht,  wemi  die  vier- 
kantigen Ecken  regulär  werden:  für  n  =  A  ergiebt 
sich  dann  das  regelmässige  Oktaeder. 

2')  Das  ehetirandige  (2 -j- jj +^>)-ecÄ%e  2  .  2^- 
Flach  entsteht  aus  1 ')  für-  n  =  p  dui-ch  Ersetzung 
zweier  Nachbai-flächen,  die  verschiedenen  der  Pyra- 
miden angehören,  durch  eine  (2 -|- 2)-kantige  Pyramide, 
deren  Spitze  in  der  Hauptsymmetrieebene  liegt  (Fig.  38'' 
Taf.  VI.)  Die  Seitenflächen  sind  ungleichseitige  Drei- 
ecke, der  ebene  Rand  (Kranz)  des  Körpers  ist  ein 
(P  ~l~  f^)-kant.  Für  p  =  2  hat  man  das  rhombische 
Oktaeder  (Fig.  39),  obgleich  es  keinen  erzeugenden 
Körper  1')  giebt. 

3')  Das  kronrandige  (2  -{-  2p)-erl-ige  2^-Flach. 
Setzt  man  auf  die  abwechselnden  Flächen  einer  n  =  2p- 
seitigen  Doppelpyramide  1)  dreiseitige  Pyramiden  derart 
auf,  dass  die  Spitze  jeder  solchen  Pvramide  in  den 
Ebenen  der  ckei  Nachbarflächen  der  ursprünglichen 
Doppelpyramide  liegt,  so  entsteht  dieses  von  2p  Del- 
toiden  begrenzte  Vielflach  (Fig.  40''  Taf.  VI).  Da  man 
kurz  sagen  kann,  ?>')  entsteht  aus  1')  durch  Berück- 
sichtigung der  abwechselnden  Flächen  allein,  so  ist 
nach  krystallographischer  Bezeichnung  3")  die  gyroi- 
dische  (plagiedrische)  Hemiedrie-)  von  1').     Bei    der 


1)  Die    nicht    den  Deckflächen    angehörenden  Kanten   bilden    einen    fortlaufenden   Zug,    nach    dessen    Gestalt    der 
Körper  benannt  ist.  2)  Vergl.  Groth,  Physikalische  Krystallographie,  S.  291. 


114.    Die  gleicheckigen  und  die  gleichflächigen  Polyeder  der  ersten  Hauptklaese. 
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wenn  alle  Dreiecke  gleichseitig  sind.*)   (Nr.  X  Fig.  36.) 
Für  p  =  3  wird  die  Arch.  Var.  zum  Oktaeder. 

4)  Das  Jcronrandige  4-flächige  4-EcJc  ist  der 
Spezialfall  von  3)  für  p  =  2.  An  Stelle  der  Deck- 
flächen treten  zwei  Kauten.  Zwei  solche  sog.  Tetra- 
gonale  Sphenoide  sind  der  quadratischen  Säule  ebenso 
einbeschrieben,  wie  für  den  Fall  der  Archimedeischen 
Varietät  zwei  Tetraeder  dem  Hexaeder.  (Vergl.  Nr.  102.) 
Ein  solches  Sphenoid  zeigt  Fig.  41*  Taf  VI. 

5)  Das  unterhrochen-hronrandige  (2  -j-  2p')-flächige 
2  .  2p'-Eck  erhält  man  aus  2)  für  p  =  2p',  wenn 
man  die  abwechselnden  Kanten  der  einen  Art  der 
beiden  (2p'-\-2p'yeQkQ  so  abstumpft,  dass  die  Schnitt- 
ebene durch  die  vier  den  Endpunkten  der  Kante  be- 
nachbarten Eckpunkte  von  2)  geht.  Fig.  42"  Taf.  VI 
für  p' =  o.  Die  beiden  Deckflächen  sind  {p' -{- p')- 
ecke,  die  Seitenflächen  gleichschenklige  Trapeze.  Der 
neue  Körper  hat  die  Hälfte  der  Ecken  mit  dem  ur- 
sprünglichen gemein,  und  zwar  sind  die  Ecken  zur 
Hälfte  als  rechte,  zur  andern  Hälfte  als  linke  zu  be- 
zeichnen. ^) 

6)  Das  sägerandigc  (2  +  2p)-flächige  2p-Eclc  ent- 
steht aus  2)  mittels  derselben  Konstruktion,  durch 
die  3)  aus  1)  erhalten  wurde.  (Fig.  43=»  Taf  VI  für 
/;  =  5.)  Die  beiden  Deckflächen  sind  regelmässige 
p-ecke,  die  Seitenflächen  ungleichseitige  Dreiecke. 
Das  Polyeder  ist  ein  rechtes  oder  linkes,  je  nachdem 
die  abgestumpften  Ecken  von  2)  entweder  die  rechten 
oder  die  linken  sind.'') 

7)  Das  sägerandige  4-flächige  4-Ech  ist  der  Spezial- 
fall von  6)  für  p  =  2.  Es  ist  die  Hemigonie  des 
rechtwinkligen  Parallelepipeds,  wie  4)  die  der  quadra- 
tischen Säule.     (Fig.  44  Taf  VI.) 


Archimedeischen  Varietät  sind  die  dreikantigen  Ecken 
gleichkantig.  Für  ^  =  3  ist  die  Arch.  Var.  ein  (auf 
der  Spitze  stehendes)  Hexaeder. '') 

4')  Das  Jcronrandige  4-eclcige  4-Hach  ist  der  Spezial- 
fall von  3')  für  p  =  2,  d.  h.  die  gyroidische  Hemiedrie 
der  vierseitigen  quadratischen  Doppelpyramide.  Dieser 
Körper,  der  mit  4)  identisch  ist,  ergiebt  als  Arch. 
Var.  also  ebenfalls  das  Tetraeder.  Die  Seiteuflächen 
des  Körpers  sind  gleichschenklige  Dreiecke  (Fig.  41'' 
Taf.  VI). 

5')  Das  unterbrochen-lcronrandige  (2  -|-  2p')-ecMge 
2  .  2p'-Flach  (Skalenoeder)  entsteht  aus  2)  für  ^(  =  2/)' 
dadiu-ch,  dass  man  die  abwechselnden  Paare  rechter 
und  linker  Flächen  der  oberu  uiul  imtern  Pyramide 
weglässt  und  je  ein  solches  Paar  durch  eine  viei-seitige 
Pyramide  ersetzt,  deren  Spitze  in  den  vier  Nachbar- 
flachen  des  Paares  Hegt.  Fig.  42"  Taf  VI  für  />'=  3. 
Nach  krystaUographischem  Gebrauche  ist  dieses  Poly- 
eder als  rhomboedi-ische  Hemiedrie  von  2)  zu  be- 
zeichnen.^) Fig.  42"  zeigt  ein  tetragonales  Skalenoeder.*) 


6')  Das  sägerandige  (2  +  2p) -eckige  2p- Flach 
entsteht  aus  2')  mittels  derselben  Konstruktion,  durch 
die  3')  aus  1')  erhalten  wurde  (Fig.  43"  Taf  VI  für 
p  =  5),  d.  h.  es  ist  die  gyroidische  Hemiedrie  von  2'). 
Die  Seitenflächen  sind  Trapezoide.  Je  nachdem  mau 
die  eine  oder  die  andre  Hälfte  der  Flächen  von  2') 
beibehält,  erhält  man  ein  linkes  oder  rechtes  22'-Flach.') 

7')  Das  sägerandige  4-eckige  4-Flach  ist  die  gyroi- 
dische Hemiedrie  von  2')  für  p  =  2,  d.  h.  die  Hemi- 
edrie der  geraden  Doppelpyramide  auf  rhombischer 
Basis  (Kranz),  und  wird  daher  als  Bhomlisches  Sphe- 
noid bezeichnet.  Es  ist  identisch  mit  7),  d.  h.  auto- 
polar.    (Fig.  44  Taf.  VI.) 


1)  Ist  a  die  Kante  des  2p-ecks  des  Trisinii  1),  b  die  andre  Kante  des  Seitenrechtecks,  so  entsteht  die  Archimedeische 
Varietät  von  3),  wenn  die  kleinste  Diagonale  des  2jj-ecks  gleich  der  Diagonale  des  Rechtecks  ist,  woraus  sich  die  Bedingung 


-  1  ergiebt. 
3  hat  man  im  allgemeinen  Falle  das  Bhomboeder.     Groth  a.  a.  0.  S   340. 


6  ^  (t  1/  4  cos'  —  ■ 
'  P 

2)  Für  2'  = 

3)  Groth  a.  a.  0.  S.  337.  4)  Groth  a.  a.  0.  S.  410. 

5)  Man  kann  5)  aus  3)  auch  dadurch  erhalten,  dass  man  durch  3)  in  gleichem  Abstände  von  den  beiden  Deck- 
flächen zu  diesen  parallele  Ebenen  legt.    Vergl.  Hessel  a.  a.  0.  S.  7. 

6)  Die  Seitenkanten  der  einen  Art  sind,  bei  senkrechter  Hauptachse  des  Polyeders,  steiler  als  die  der  andern  Art, 
wonach  der  fortlaufende  Zug  der  Seitenkanten  als  Sugcrand  bezeichnet  ist.  Entsprechendes  gilt  für  die  Kanten  des  Kranzes 
des  polaren  Vielflaches  6'). 

7)  Groth  a.  a.  0.  S.  368. 
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Die  beideu  Splienoide,  das  tetragonale  unter  4)  beschriebene  und  das  eben  besprochene  rhombische, 
finden  sich  sowohl  in  der  Reihe  der  gleichflächigen  als  auch  der  gleicheckigen  Polyeder.  Sie  sind  neben 
den  regulären  Vielflachen  die  einzigen  gleichflächigen  und  zugleich  gleicheckigeu  Polyeder  der  ersten  Art, 
ohne  aber  wie  die  regulären  Vielflache  zugleich  gleichkautig  zu  sein. 

115.  Die  Polyeder  der  er.steu  Gruppe  der  ersten  Ordnung  aus  der  zweiten  Hauptklasse.  Die  Polyeder 
der  Oktaeder-Hexaederordnung  zerfallen  in  drei  Gruppen,  deren  Benennung  für  die  gleicheckigen  Polyeder 
nach  demjenigen  gewählt  ist,  welches  bei  dem  Maximum  von  Symmetrie  die  grösste  Zahl  Ecken  besitzt, 
bei  den  gleichflächigen  Polyedern  nach  dem,  welches  bei  möglichst  grosser  Symmetrie  das  Maximum  der 
Flächen  hat.  Die  dreizähligen  Achsen  sind  bei  allen,  wie  schon  bemerkt,  nach  den  Eckpunkten  eines 
regulären  Hexaeders  gerichtet.  Die  erste  Gruppe,  als  Gruppe  des  (t3  +  8  -f-  12)-flächigen  2  .  24-Ecks,  bez. 
des  (6  +  8  +  12)-eckigen  2  .  24-Flachs  oder  als  Hex<ikisoctaedergrupiK  bezeichnet,  begreift  Vielflache  in  sich, 
denen  die  Achsen  des  Oktaeder -Hexaeders  zukommen,  nämlich  drei  Paare  von  entgegengesetztgerichteten 
gleichen  vierzähligen  Achsen,  vier  Paare  dergl.  dreizähligen  Achsen  und  sechs  Paare  dergl.  zweizähligen 
Achsen.  Die  Gruppe  zerfällt  weiter  in  zwei  Untergruppen.  Die  erste  enthält  vollzählige  symmetrische 
Polyeder,  deren  Symmetrieebenen  die  Ebenen  der  drei  Hauptkreise  a  und  der  sechs  Hauptkreise  h  (vergl. 
Nr.  104)  sind.  Diese  erste  Untergruppe  begreift  die  Vielflache  8)  bis  12)  (bez.  8')  bis  12'))  in  sich.  Die 
zweite  Untergruppe  ist  durch  das  Vielflach  13)  bez.  13')  gebildet,  bei  dem  in  Folge  der  Konstruktion 
sämtliche  Symmetrieebenen  fortgefallen  sind.  Dieses  Polyeder  ist  nicht  vollzählig,  sondern  hemigonisch 
bez.  hemiedrisch. 


Als  erstes  hierher  gehöriges  Vieleck  wäre  das 
Oktaeder  selbst  anzuführen,  aus  dem  durch  Kon- 
struktion die  folgenden  gewonnen  werden.  Stumpft 
man  die  Ecken  des  Oktaeders  gerade  durch  Ebenen 
in  gleichem  Abstände  von  den  Scheiteln  der  Ecken 
ab,  so  entsteht  zunächst 

%)  das  (ß  +  S)-flächige  ß.4-Eck.  Die  Seiten- 
flächen sind  acht  (3  -|-  3)-ecke  und  sechs  Quadrate. 
Da  die  abstumpfenden  Ebenen  auch  in  gleichem  Ab- 
stände vom  Mittelpunkte  des  Oktaeders  liegen,  so  sind 
sie  die  Seitenflächen  eines  diesem  konzentrischen  Wür- 
fels und  man  sagt  kurz,  dieses,  sowie  die  folgenden 
Vielecke  sind  Kombinationsgestalten  von  Oktaeder 
und  Hexaeder,  wobei  man  sich  das  Oktaeder  fest,  den 
Würfel  bei  paraUelblei))enden  Seitenflächen  veränder- 
lich vorzustellen  hat.  Werden  die  (3  -f-  3) -ecke  des 
Polyeders  8)  reguläre  Sechsecke,  so  entsteht  die  Archi- 
medeische  Varietät.  (Das  Vielflach  Nr.  IV  Fig.  23 
Taf  VI.) 

9)  Das  (6  +  S)-flächige  12-Ech  (Kubooktaeder). 
Stumpft  man  soweit  durch  den  Würfel  ab,  dass  die 
Kanten  des  Oktaeders  verschwinden,  so  werden  die 
(3  -)-  3) -ecke  zu  regelmässigen  Dreiecken.  Das  ent- 
stehende Kubooktaeder  ist  an  und  für  sich  ein  Archi- 
medeisches  Vielflach,  Nr.  VIU  Fig.  24  Taf.  VI. 

10)  Bas  (e,-\-S)- flächige  S.S-EcJc  entsteht,  wenn 


Das  erste  hier  aufzuführende  Vielflach  ist  das 
reguläre  Hexaeder,  aus  dem  durch  Konstruktion 
die  nächstfolgenden  gleichflächigeu  Pol3'eder  erhalten 
werden.  Setzt  man  auf  die  Seitenflächen  des  Hexa- 
eders (niedrige!  gerade  vierseitige  Pyramiden  auf,  so 
entsteht  das  dem  gleicheckigen  Polyeder  8)  polar- 
reziproke, nämlich 

8')  das  (6  +  S)- eckige  6  .  4- Flach  (Pyramiden- 
würfel, Tetrakishexaeder)  Fig.  1  Taf  VII.  Die  Spitzen 
der  Pyramiden  liegen  wie  die  Ecken  eines  dem  Hexa- 
eder konzentrischen  Oktaeders,  und  man  sagt,  das 
Vielflach  ist  (ebenso  wie  die  folgenden)  in  Folge  der 
Lage  seiner  Ecken  die  Kombinationsgestalt  von  Hexa- 
eder und  Oktaeder.  Indem  man  bei  festem  Hexaeder 
den  gleichen  vierzähligen  Achsen  des  Oktaeders  variable 
Länge  erteilt  und  durch  die  Endpunkte  dieser  Achsen 
und  die  Ecken  des  Würfels  Ebenen  legt,  erhält  man 
die  Reihe  der  Vielflache  8'),  9'),  10').  Die  Seiteu- 
flächen von  8')  sind  gleichschenklige  Dreiecke;  die 
Arch.  Var.  hat  reguläre  6-kantige  Ecken. 

9')  Das  (6  -}-  Sycckige  12-Flach  (Rhombendodeka- 
eder) entsteht  aus  8'),  wenn  die  an  eine  Würfelkante 
stossonden  Flächen  zweier  Nachbarpyramiden  in  eine 
Ebene  fallen;  Fig.  2  Taf  VII.  Dieses  wie  9)  bereits 
in  Nr.  10.5  erwähnte  Vielflach  ist  an  und  für  sich  ein 
Archimedeisches  mit  sechs  regulären  4 -kantigen  und 
acht  regulären  3 -kantigen  Ecken. 

10')   Das  (0  +  Syeckige  8  .  ■d-Flach  (Triakisokta- 
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die  Kanten  des  Hexaeders  die  Oberfläche  des  Okta- 
eders durchsclmeiden.  Die  Flächen  des  Oktaeders  sind 
dann  die  isoliert  liegenden  gleichseitigen  Dreiecke,  die 
Flächen  des  Hexaeders  sind  (4  -f-  4)  -  ecke,  die  für  die 
Arehimedeische  Varietät  (Nr.  H  Fig.  27  Taf.  VI)  zu 
regulären  Achtecken  werden.  Derselbe  Körper  kann 
natürlich  auch  durch  gerade  Abstumpfung  der  Ecken 
eines  Hexaeders  erhalten  werden,  wobei  die  abstumpfen- 
den Flächen  die  des  veränderlich  gedachten  Oktaeders 
sind;  die  Fortsetzung  der  Abstumpfung  ergiebt  dann 
rückwärts  die  Reihe  der  eben  besprochenen  Polyeder. 
Das  Hexaeder  selbst  ist  als  letzter  Körper  in  dieser 
Reihe  der  gleicheckigen  zu  betrachten. 


11)  Das  (<3  -f  8  +  12)- flächige  2  .  24:-Eck  wird 
durch  gerade  Abstumpfung  der  Ecken  des  Kubookta- 
eders  oder  durch  gerade  Abstumpfung  der  Oktaeder- 
kanten von  8)  oder  der  Hexaederkanten  von  10)  er- 
halten; Fig.  4*  Taf.  Vn.  Da  die  abstumpfenden  Flächen 
parallel  den  Ebenen  eines  mit  dem  Oktaeder  und 
Hexaeder  konzentrischen  Rhombendodekaeders  laufen 
(sie  sind,  wie  aus  Fig.  4*  ersichtlich  ist,  unter  gleichem 
Winkel  gegen  zwei  benachbarte  Hexaederflächen  ge- 
neigt), so  ist  dieses  Yielflach  die  Kombination  der  drei 
genannten  Polyeder.  Die  Seitenflächen  sind  sechs 
(4  +  4)-ecke,  acht  (3  -f-  3)-ecke  und  zwölf  (2-f2)- 
ecke;  die  Ecken  sind  24  linke  und  24  rechte.  Für 
die  Arch.  Var.  sind  alle  Seitenflächen  regulär.  (Nr.  XHI 
Fig.  30  Taf  VI.) 

12)  Das  (6  +  8  -f  l2)-flächige  24-EcJc,  Fig.  5» 
Taf.  vn,  entsteht  wie  11)  als  Kombinationsgestalt  von 
Hexaeder,  Oktaeder  und  Rhombendodekaeder,  nur  hat 
jede  Fläche  des  letzteren  mit  jeder  der  vier  benach- 
barten einen  Punkt  gemein.  Die  Würfelflächen  sind 
Quadrate,  die  Oktaederflächen  gleichseitige  Dreiecke, 
die  Flächen  des  Rhombendodekaeders  (2  -|-  2) -ecke, 
die  für  die  Arehimedeische  Varietät  ebenfalls  zu 
Quadraten  werden  (No.  VH  Fig.  29  Taf  VI).  Greifen 
die  abstumpfenden  Dodekaederflächen  noch  weiter  ein, 
so  ist  das  entstehende  (6 -j- 8 -(- 12) -flächige  Polyeder 
kein  gleicheckiges  mehr,  es  hat  dann  Ecken  von  zwei 
verschiedenen  Arten. 


13)  Das  (6  J^  8 -{-24) -flächige  24- Eck.  Man 
stumpfe  von  dem  (6  -j-  8  -|-  12)-flächigen  24-Eck  11) 
die  abwechselnden  Ecken  so  ab,  dass  die  abstumpfende 
Ebene  durch  die  drei  der  abzustumpfenden  Ecke  be- 
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eder).  So  wie  je  zwei  Würfelflächen  von  10)  eine  Schnitt- 
kante auf  dem  erzeugten  Polyeder  haben,  so  je  zwei 
Oktaederecken  eine  Verbindungskante  auf  10').  Es 
entsteht,  indem  man  durch  eine  AVürfelecke  und  durch 
die  Endpunkte  von  je  zwei  der  drei  benachbarten  Ecken- 
achsen des  Oktaeders  Ebenen  legt.  Fig.  3  Taf.  VII. 
Dasselbe  Vielflach  kann  auch  erhalten  werden,  indem 
man  auf  die  Flächen  eines  Oktaeders  gerade  drei- 
seitige (niedrige)  Pyramiden  aufsetzt  (Pyramidenokta- 
eder). Es  besitzt  sechs  (4  -{-  4) -kantige  Ecken  und 
acht  3 -kantige  Ecken.  Für  die  Arch.  Var.  werden  die 
erstem  regulär.  Die  Flächen  des  Vielflachs  sind  gleich- 
schenklige Dreiecke,  deren  Basen  die  Oktaederkanten 
sind.  Das  Oktaeder  selbst  ist  als  letzter  Körper  in 
dieser  Reihe  der  gleichflächigen  zu  betrachten. 

11')  Das  (6  +  8  -f-  l2)-eckige  2 .  2A-Flach  (Hexa- 
kisoktaeder,  Achtundvierzigflächner)  wird  durch  Auf- 
setzen von  geraden  vierseitigen  Pyramiden  auf  die 
Flächen  des  Rhombendodekaeders  oder  durch  Ersetzung 
je  zweier  Flächen  von  8'),  welche  eine  Würfelkante 
gemein  haben,  durch  eine  vierseitige  Pyramide  oder 
endlich  durch  Ersetzen  je  zweier  Flächen  von  10'), 
welche  eine  Oktaederkante  gemein  haben,  durch  eine 
vierseitige  Pyramide,  erhalten.  Fig.  4**  Taf.  VII.  Wie 
aus  diesen  drei  Entstehungsweisen,  bes.  der  ersten 
hervorgeht,  sind  seine  Ecken  die  eines  Oktaeders, 
Hexaeders  und  Kubooktaeders,  als  deren  Kombination 
es  zu  bezeichnen  ist.  Die  Flächen  sind  imgleichseitige 
Dreiecke,  24  rechte  und  24  linke.  Bei  der  Arch.  Var. 
sind  alle  Ecken  regulär. 

12')  Das  (6  +  8 -f  12)-ecA-?/;e  24-Flach  (Del- 
toidikositetraeder),  Fig.  b^  Taf  VII,  besitzt  wie  11') 
die  Ecken  eines  Oktaeders,  Hexaeders  und  Kubookta- 
eders, doch  fallen  die  Kanten  von  11),  welche  die 
Oktaeder-  und  Hexaederecken  verbinden,  hier  weg. 
Die  beiden  Dreiecke,  ein  rechtes  und  ein  linkes, 
welche  solche  Kante  gemein  hatten,  fallen  in  eine 
Ebene  und  bilden  danach  ein  Deltoid.  Die  Arch.  Var. 
mit  regulären  Ecken  ist  leicht  zu  konstruieren,  die 
Scheitel  sämtlicher  vierkantigen  Ecken  liegen  dann 
auf  einer  Kugel;  je  acht  in  einer  Ebene  eines  Haupt- 
kreises a  liegende  bilden  ein  reguläres  Achteck. 

13')  Das  (fi  -f  8  +  2-i)-eckige  24-Flach  (Penta- 
gonikositetraeder).  Mau  setze  auf  die  abwechselnden 
Flächen  des  Hexäkisoktaeders  11')  dreiseitige  Pyra- 
miden  auf,    deren   Spitzen    in    den    drei  die  Aufsatz- 
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nachbarten  Ecken  geht;  Fig.  6^  Taf.  VII.  Aus  den  Acht- 
ecken werden  6  Quadrate,  aus  den  Sechsecken  8  gleich- 
seitige Dreiecke,  dazu  treten  24  ungleichseitige  Dreiecke, 
die  Abstumpfuugsflächen,  neu  auf.  Je  nachdem  man  die 
eine  oder  die  andre  Hälfte  der  Ecken  von  11)  abstumpft, 
erhält  man  ein  rechtes  oder  linkes  (6  -|-  8  -|-  1^)- 
flächiges  24-Eck.  Bei  der  Ai'chimedeischen  Varietät 
(Nr.  XI,  Fig.  33  Taf.  VI)  sind  sämtliche  Dreiecke 
gleichseitig.  ^)  Symmetriebenen  sind  bei  diesem  gleich- 
eckigen Körper  nicht  mehr  vorhanden. 


fläche  seitenden  Nachbarflächen  von  11')  liegen,  oder 
was  dasselbe  ist,  man  bilde  die  gyroidische  Hemiedrie 
des  Hexakisoktaeders.  Die  Flächen  des  entstehenden 
gleichflächigen  Polyeders  sind  imgleichkantige  Fünf- 
ecke, Fig.  6''  Taf.  VII.  Je  nachdem  man  die  eine  oder 
die  andre  Hälfte  der  Flächen  des  Hexakisoktaeders 
beibehält,  erhält  man  das  linke  oder  rechte  Vielflach.  ^) 
Symmetrieebenen  besitzt  es  nicht  mehr.  Die  Seiten- 
flächen der  Ärch.  Var.  sind  symmetrische  Fünfecke^), 
auch  die  24  sonst  nicht  regulären  dreieckigen  Ecken 
sind  dann  regmlär. 


116.   Die   Polyeder   der   zweiten  Gruppe   der   ersten  Ordunug   aus   der  zweiten  Hanptklasse.     Sie 

besitzen  zwei  Systeme  von  je  vier  gleichen  dreizähligen  Achsen  nach  den  Ecken  eines  Hexaeders,  [je  zwei 
entgegengesetzt  gerichtete  sind  symmetrisch  gleich,]  und  drei  Paare  von  entgegengesetzt  gerichteten  gleichen 
zweizähligen  Achsen  nach  den  Ecken  eines  Oktaeders.  Symmetrieebenen  sind  die  Ebenen  der  drei  Hauptkreise  a. 
Die  beiden  hierhergehörigen  gleicheckigen  Polyeder  sind  Hemigonien,  die  polar  zugeordneten  gieichflächigen 
Polyeder  Hemiedrien  von  bestimmten  Typen  der  vorigen  Gruppe. 


14)  Bas  (2  •  4  +  12)-flächige  13-Ech  entsteht 
aus  8),  wenn  man  daselbst  die  abwechsehiden  Ecken 
so  abstumpft,  dass  die  abstumpfende  Ebene  durch  die 
drei  Nachbarecken  der  abzustumpfenden  Ecke  geht. 
Es  ergiebt  sich  ein  Polyeder,  Fig.  7"  Taf.  VII,  an 
welchem  die  acht  gleichseitigen  Dreiecke  den  Ebenen 
des  Oktaeders  in  8)  angehören,  oder  was  dasselbe 
aussagt,  die  2  .  4  gleichseitigen  Di-eiecke  liegen  wie 
die  Flächen  zweier  Tetraeder.    Die  zwölf  gleichschenk- 


14')  Das  (2-4+ 12)-ec%e  12 -Flach  (sym- 
metrisches Peutagondodekaeder)  entsteht  aus  8')  durch 
Aufsetzen  di-eiseitiger  Pyramiden  auf  die  abwechseln- 
den Flächen,  derart,  dass  die  Spitze  einer  Pyi-amide  in 
di'ei  Nachbarflächen  einer  Fläche  von  S')  zu  liegen  kommt, 
Fig.  7"  Taf.  VII  (vergl.  auch  Nr.  105  und  die  Fig.  89 
des  Textes);  es  ist  also  die  gyroidische  Hemiediie 
des  Tetrakishesaeders.  Die  Flächen  sind  symmetrische 
Fünfecke.     Von    den    ch-eiseitigeu  Ecken    liegen    2 . 4 


ligen  Dreiecke  sind  die  erwähnten  Abstumpfungs-  [  so  wie  die  Ecken  der  dem  Würfel  einbeschriebeneu 
flächen.  Die  Würfelflächen  von  8)  sind  ersetzt  durch ,  beiden  Tetraeder;  sie  sind  gleichkantig.  Die  übrigen 
die  sechs  Basiskanten  dieser  zwölf  gleichschenkligen '  zwölf  dreikantigen  Ecken  besitzen  je  zwei  gleiche 
Dreiecke.  Die  Arch.  Var.  ist  das  reguläre  Ikosaeder.  j  Kanten.  Die  Arch.  Var.  ist  das  reguläre  Pentagon- 
dodekaeder. 

15')  Das  (6  -f  2  •  4  -f  \2)-eckige  2  •  12 -Flach 
(Dyakisdodekaeder).  Fasst  man  bei  einem  (6  +  8  +  12)- 
eckigeu  2  .  24-Flach  11')  je  zwei  neben  einander 
liegende  Flächen  einer  (4  +  4)-kantigen  Ecke,  deren 
gemeinsame  Kante  in  einer  Symmetrieebene  eines 
Hauptkreises  a  liegt,  zu  einem  Paar  zusammen,  und 
ersetzt  diese  abwechselnden  Paare  je  durch  eine  vier- 


15)  Das  (6  +  2  •  4  +  12)  -  flächige  2  •  12  -  Eclc. 
Schneidet  man  von  dem  (6  +  8 +12) -flächigen  2. 24- 
Eck  11)  je  zwei  neben  einander  liegende  Ecken  der 
(4  +  4)-eckigen  Grenzflächen,  bez.  die  sie  verbindende 
Kante  durch  eine  Ebene  ab,  welche  durch  die  vier 
Nachbarpunkte  der  Endpunkte  der  Kante  geht,  so 
erhält  man  das  in  Fig.  8"  Taf.  VH  dargestellte  gleich- 


1)  Ist  im  gleicheckigen  Vielflach  11)  a  die  gemeinsame  Kante  von  Viereck  und  Achteck,  &  die  von  Sechseck  und 
Achteck,  c  die  von  Sechseck  und  Viereck,  so  ist  zum  Entstehen  der  Arch.  Var.  nötig,  dass  die  kleinsten  Diagonalen  der  drei  Grenz- 
flächen gleich  sind.  Bezeichnet  man  diese  Diagonale  mit  x,  so  gilt:  a;'  =  a'-)-  c',  a;'  =  6'  -|-  c' —  26c  cos  120°,  x*  =  a'  -|-  ft* 
—  2ah  cos  135".  Setzt  man  6  =  T.a,  c  <=  a  .  a  und  die  Werte  der  Winkelfunktionen  in  diese  Gleichungen  ein  und 
eliminiert  x,  so  fällt  a  heraus  und  es  resultieren  zwischen  a  und  r  die  Gleichungen  x-  -\-  ox  =  1,  z-  +  t|/2  =  c',  woraus 
durch  Elimination  von  t  bez.  c  für  c  bez.  x  die  Gleichungen  folgen:  o'|/2  —  2«*  +  a|/2  —  1  =  0,  r^l/ä  +  2t'  —  1  =  0. 
Hiermit  ist  das  in  Nr.  110  bei  Behandlung  des  Archimedeischen  Vielflaches  gegebene  Versprechen  eingelöst. 

2)  Groth  a.  a.  0.  S.  292. 

3)  Über  die  Konstruktion  der  Seitenflächen  der  Archimedeischen  Varietäten  der  gleichflächigen  Polyeder  vergl.  Nr.  122. 
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eckige  Polyeder.  Die  sechs  Würfelflächen,  d.  h.  die 
(4  +  4) -ecke  voa  11),  werden  zu  (2  +  2) -ecken,  die 
acht  Oktaederflächen,  d.  h.  die  (3  +  3)-ecke  von  11) 
werden  zu  gleichseitigen  Dreiecken  und  die  neuen 
zwölf  Schnittflächen  sind  gleichschenklige  Trapeze,  die 
wie  die  Flächen  eines  symmetrischen  Peutagoudodeka- 
eders  liegen.  Schneidet  mau  die  beiden  andern  Kanten 
jedes  (4  +  4)-eckes  von  11)  ab,  welche  mit  den 
vorigen  keinen  Endpunkt  gemein  haben,  so  erhält 
man  ein  zweites  solches  Polyeder  15),  welches  als 
rechtes  zu  bezeichnen  ist,  wenn  das  erste  ein  linkes 
genannt  ist.^) 


seitige  Pyramide,  deren  Spitze  in  den  vier  Nachbar- 
flachen  des  Paares  liegt,  so  entsteht  das  in  Fig.  8'' 
dargestellte  gleichflächige  Polyeder,  dessen  Seiten- 
flächen ungleichkantige  Vierecke  (Trapezoide)  sind. 
Dieses  Polyeder  ist  also  die  (pentagonale)  Hemiedrie 
des  Hexakisoktaeders  11'),  da  seine  Flächen  diejenigen 
der  andern  Paare  von  Seitenflächen  von  11')  sind, 
die  nicht  durch  Pyramiden  ersetzt  wurden.  Je  nach 
Wahl  der  Flächenpaare  erhält  man  ein  rechtes  oder 
linkes  Polyeder.^)  Von  den  Ecken  sind  die  auf 
den  vierzähligen  Achsen  liegenden  (2  +  2)-kantig;  die 
übrigen  zwölf  vierkantigen  besitzen  zwei  gegenüber- 
liegende gleiche  Kanten,  wähi'end  die  dreikantigen 
regulär  sind. 


117)  Die  Polyeder  der  dritten  Oruppe  der  ersten  Ordnung  aus  der  zweiten  Hanptklasse.  Die  Viel- 
flache dieser  Gruppe  sind  Hemigonien,  bez.  Hemiedrien  von  Vielflachen  der  ersten  Gruppe  dieser  Ordnimg. 
Die  Achsen  sind  die  des  Teti-aeders,  nämlich  zwei  Systeme  von  je  vier  gleichen  dreizähligen  Achsen,  wobei 
je  zwei  entgegengesetzt  gerichtete,  nämlich  nach  einer  Ecke  imd  der  gegenüberliegenden  Fläche  des  Tetra- 
eders, ungleichwertig  sind,  und  drei  Paare  von  entgegengesetzt  gerichteten  zweizähligeu  Achsen,  nach  den 
Kanten  des  Tetraeders.  Die  Symmetrieebenen  sind  bei  den  Vielflacheu  16),  17),  18)  und  16'),  17'),  18') 
die  Ebenen  der  sechs  Hauptkreise  h  des  ersten  Hauptnetzes,  während  dem  Vielflach  19)  bez.  19')  keine 
Symmetrieebeneu  zukommen. 


Das  erste  hierher  gehörige  gleicheckige  Polyeder 
ist  das  Tetraeder  selbst,  entstanden  aus  dem  Hexa- 
eder durch  Abstumpfimg  der  abwechselnden  Ecken 
durch  Ebenen  durch  die  drei  Nachbarecken  (Tetra- 
gonische  Hemigonie). 

16)  Das  (4  +  4:)-flächige  4  .  d-Eck  entsteht  aus 
dem  Tetraeder  durch  gerade  Abstumpfung  der  Ecken. 
Da  die  abstumpfenden  Flächen  parallel  den  gegenüber- 
liegenden des  Tetraeders  sind,  so  ist  dieses  Polyeder 
als  Kombmationsgestalt  zweier  Tetraeder  aufzufassen. 
Die  Flächen  a,  Fig.  9*  Taf.  VH,  sind  gleichseitige  Drei- 
ecke, die  Flächen  ß  sind  (3  +  3) -ecke.  Die  Archi- 
medeische  Varietät  ist  das  Vielflach  I  Fig.  22  Taf  VI. 

17)  Das  (4  +  4  +  6) -flächige  2  .  \2-i:ck  ergiebt 


Das  erste  hierher  gehörige  gleichflächige  Polyeder 
ist  das  Tetraeder  selbst,  entstanden  aus  dem  Okta- 
eder durch  Aufsetzen  dreiseitiger  Pyramiden  auf  die 
abwechselnden  Flächen,  wobei  die  Spitzen  je  in  den 
di-ei  Nachbarflächeu  liegen  (tetraedrische  Hemiedrie). 

16')  Das  (i-\-4y eckige  4.S-Flach  (Triakistetraeder, 
Pyramidentetraeder,  Trigondodekaeder)  entsteht  aus  dem 
Tetraeder  durch  Aufsetzen  (niedriger)  dreiseitiger  Pyra- 
miden auf  seine  Flächen.  Die  Ecken  sind  die  zweier  Tetra- 
eder, Fig.  9''  Taf  VII.  Es  ist  die  tetraedrische  Hemiedrie 
des  Ikositetraeders  12').^)  Die  Flächen  sind  gleich- 
schenklige Dreiecke,  die  3-kantigen  Ecken  sind  regulär, 
die  übrigen  (3  +  3)-kantig.  Die  Arch.  Var.  ist  leicht 
zu  erhalten. 

17')  Das  (4  +  4  +  6)-ec%e  2.12-F;ac/j  (Hexa- 


sich  aus  1 6)  durch  Abstumpfung  der  Reste  der  Ursprung- i  kistetraeder)  Fig.  10''  Taf  VII  ergiebt  sich  aus  16'), 
liehen  Tetraederkanten  mittels  vierseitiger  Schnitte,  wenn  man  je  zwei  Nachbarflächen,  welche  die  Kante 
welche  (2  +  2) -ecke  sind,  wobei  die  Dreiecke  «  zu  des  ursprünglichen  Tetraeders  gemein  haben,  durch 
(3  +  3)-ecken  werden.  Die  (3  +  3)-ecke /J  verbleiben  eine  vierseitige  Pyramide  ersetzt.  Die  neuen  Ecken 
solche.  Die  abstumpfenden  Flächen  liegen  wie  die  liegen  wie  die  eines  Oktaeders.  Das  Polyeder  ist  die 
eines  Würfels.  Fig.  10"  Taf  VII.  Die  Archimedeische  '  tetraedrische  Hemiedrie  des  Hexakisoktaeders.  Es  giebt 
Varietät  ist  Nr.  IV  Fig.  23  Taf  VT.  |  eine  Arch.  Varietät. 


1)  Vergl.  auch  Hesael  a.  a.  0.  S.  15. 
3)  Groth  a.  a.  0.  S.  275. 


2)  Groth  a.  a.  0.  S.  284. 
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E.   Die  besonderen  Eiilerschen  Vielflache. 


18)  Das  (4  +  4  +  6)-flächige  12-Ed:  Stumpft 
man  die  urspriüiglichen  Tetraederkanteu  Ton  16)  so 
■weit  ab,  dass  die  Vierecke  in  den  Ecken  zusammen- 
treffen, so  werden  die  Sechsecke  a  und  ß  zu  Drei- 
ecken, Fig.  11*  Taf.  Vn.  Das  Polyeder  ist  noch  immer 
eine  Kombination  zweier  Tetraeder  verschiedener  Stel- 
lung und  eines  Hexaeders,  dessen  Flächen  (2  -|-  2)- 
ecke  sind.  Bei  der  Arch.  Var.  sind  alle  Dreiecke 
gleichseitig,  die  Rechtecke  wei'den  Quadrate;  dies  ist 
das  Kubooktaeder,  Nr.  VEI  Fig.  24  Taf.  VI. 

19)  Das  (4  -j-  4  +  \2)-flächige  12-Ech  entsteht 
aus  17)  durch  Abstumpfimg  der  Hälfte  der  Ecken, 
wobei  die  Schnittebene  durch  die  drei  Nachbarecken 
geht,  Fig.  12"  Taf.  ^T^I.  Der  Körper  besitzt  je  vier 
gleichseitiffe  Dreiecke  verschiedener  Grösse  imd  zwölf 
ungleichseitige  Dreiecke  als  Grenzflächen.  Durch  Ab- 
stumpfung  der  einen  oder  andern  Hälfte  der  Ecken 
von  17)  entsteht  ein  rechtes  bez.  linkes  Polyeder. 
Die  Arch.  Varietät,  bei  welcher  alle  Dreiecke  gleich- 
seitig sind,  ist  das  Ikosaeder.  ^) 


18')  Bas  (4  +  4  -f  l2)-ec'kige  12-Flach  (Deltoid- 
dodekaeder).  Errichtet  man  die  vierseitigen  Pyramiden 
in  17')  so.  dass  ihre  Seitenflächen  mit  den  angrenzen- 
den Seitenflächen  der  Nachbai-pyramiden  in  eine  Ebene 
fallen,  so  entsteht  dieses  von  Deltoiden  begrenzte 
gleichflächige  Polyeder,  Fig.  IP  Taf.  VII.  Es  ist  die 
tetraedrische  Hemiedrie  des  Pyramidenoktaeders.  Die 
Arch.  Var.  ist  das  Rhombendodekaeder. 


19')  Bas  (4  +  4  +  l'2)-eckige  12-Flach  entsteht 
aus  17')  durch  Aufsetzen  dreiseitiger  Pyramiden  auf 
die  abwechselnden  Flächen,  so  dass  die  Spitze  jeder 
Pyramide  in  den  Ebenen  der  drei  Nachbai-flächen  Hegt. 
Dieses,  auch  als  Tetraedrisches  Pentagondodekaeder, 
Fig.  12''  Taf  VII,  bezeichnete  gleichflächige  Polyeder 
ist  also  die  gyroidische  Hemiedrie  des  Hexakistetra- 
eders.  Behält  man  die  eine  oder  andre  Hälfte  von 
dessen  Flächen  bei,  so  erhält  man  ein  rechtes,  bez. 
linkes  Polyder. -)  Die  Flächen  sind  ungleichseitige 
nicht  symmetrische  Fünfecke.  Werden  alle  Ecken 
regulär,  so  entsteht  das  reguläre  Dodekaeder. 


118.  Die  Polyeder  der  zweiten  Ordunug  ans  der  zweiten  Hanptklasse.  Die  Achsen  dieser  Vielflache 
sind  die  des  Ikosaeder-Dodekaeders,  nämlich  sechs  Paare  von  entgegengesetzt  gerichteten,  gleichen  fünf- 
zäldigen  Achsen,  zehn  Paare  dergl.  di-eizähligen  Achsen  luid  fünfzehn  Paare  dergl.  zweizähligen.  Die 
einzige  Gruppe  dieser  Ordnimg  ist  für  die  gleicheckigen  Polyeder  die  Gruppe  des  (12 -}- 20 -(- 30) -flächigen 
2  .  60-Ecks,  für  die  gleichflächigen  Polyeder  die  des  (12  -f  20  -f  30)-eckigen  2  .  GO-Flachs  oder  des  Dia- 
kishesekontaeders.  Es  sind  sämtliche  Vielflache,  ausgenommen  das  letzte,  vollzählige  symmetrische  Formen 
mit  den  Symmetrieebeneu  der  fünfzehn  Hauptkreise  c  des  zweiten  Hauptnetzes;  das  letzte  Polyeder  ist  eine 
hemigouische,  bez.  hemiedrische  Form,  bei  welcher  keine  Symmetrieebeneu  mein-  vorhanden  sind.  Die  Ent- 
stehung dieser  Polyeder  aus  dem  Ikosaeder,  liez.  Dodekaeder  verläuft  analog  der  der  gleicheckigen  und 
gleichflächigen  Polyeder  der  ersten  Gruppe  der  vorigen  Ordnimg  aus  dem  Oktaeder  bez.  Hexaeder. 

20)  Bas  (12  +  20)- flächige   12  .  5-Ecl-,  Fig.  IS--"  1  20')  Bas  (12 -\- 20) -edel ge  12. ö-FIach  (Pentakis- 

Taf.  VII,  entsteht  aus  dem  Ikosaeder,  das  selbst  als  dodekaeder)  Fig.  13^  Taf.  VU  entsteht  aus  dem  Do- 
erster  Vertreter  der  Vielecke  dieser  Gruppe  zu  gelten  dekaeder,  das  als  erster  Vertreter  der  Vielflache  dieser 
hat,    durch    gerade    Abstumpfung    sämtlicher    Ecken.   Gruppe    zu    gelten    hat,    durch    Aufsetzen    (niedriger) 


Da  die  abstumpfenden  Flächen  in  gleichem  Abstände 
vom  Centrum  des  Ikosaeders  wie  die  Ebenen  eines 
Dodekaeders  liegen,  so  ist  dieses  Polyeder,  ebenso  wie 
die  zunächst  folgenden,  als  Kombinationsgestalt  von 
Ikosaeder    und    Dodekaeder    zu    deuten.      Die    Seiteu- 


gerader fünfseitiger  Pyramiden  auf  die  Seitenflächen. 
Die  Spitzen  dieser  Pyramiden  liegen  auf  den  fünf- 
zähligen  Achsen  des  Dodekaeders  in  gleichem  Abstände 
von  dessen  Centrum,  sind  also  die  Ecken  eines  Ikosa- 
eders,   so  dass  das  Vielflach    nach   seinen  Ecken  als 


flächen    sind   zwölf   reguläre   Fünfecke    und    zwanzig  Kombinationsgestalt    von    Dodekaeder    und   Ikosaeder 


(3  +  3) -ecke.  Die  4rchimedeische  Varietät  entsteht, 
wenn  die  (3  -|-  3) -ecke  reguläre  6 -ecke  werden, 
Nr.  IX,  Fig.  2G  Taf.  VI. 


zu    deuten    ist.     Die    Arch.   Var.    entsteht,   wenn    die 
(3  -|-  3) -kantigen  Dodekaederecken  regulär  werden. 


1)  Da  vier  der  gleichseitigen  Dreiecke  in  den  Ebenen  eines  Tetraeders  liegen,  so  ist  dies  die  Entstehung  des  Ikosa- 
eders, die  in  Nr.  110  erwähnt  wurde.  2)  Groth  a.  a.  0.  S.  297. 


118.    Die  Polyedei-  der  zweiten  Ordnung  aus  der  zweiten  Hauptklasse. 
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21)  Bas  (12  +  2(S)- flächige  30-Ech  ergiebt  sich 
wie  das  vorige  Vieleck  durch  Abstumpfung  der  Ecken 
des  Ikosaeders  durch  ein  Dodekaeder,  wenn  die  benach- 
barten Dodekaederflächen  mit  ihren  Ecken  zusammen- 
stossen.  Dieses  Vieleck  ist  an  und  für  sich  ein  Archi- 
medeisches  (Nr.  IX,  Fig.  26  Taf.  VI),  begrenzt  von 
zwölf  regulären  5 -ecken  und  zwanzig  gleichseitigen 
Dreiecken.     Es  wird  auch  Triakontagon  genannt. 


22)  Das  (12 -\- 20) -flächige  20.  n-Ech,  Fig.  lö" 
Taf.  VU,  wird  durch  weitere  Abstumpfung  erhalten, 
wenn  die  benachbarten  Dodekaederflächen  zum  Schnitt 
gelangen.  Fasst  man  das  Dodekaeder  als  festen  Körper, 
das  Ikosaeder  als  variabel  auf,  so  entsteht  das  Poly- 
eder auch  aus  dem  Dodekaeder  durch  gerade  Ab- 
stumpfung der  Ecken,  wie  dies  an  der  Archimedeischen 
Varietät  Nr.  III  Fig.  2^  Taf  VI  ersichtlich  ist.  Im 
allgemeinen  Falle  sind  die  Seitenflächen  zwölf  (5  -(-  5)- 
ecke  und  zwanzig  gleichseitige  Dreiecke. 

23)  Das  (12  -f  20  +  30)  -  flächige  2  .  60  -  Ecl; 
Fig.  16*  Taf.  Vn,  entsteht,  wenn  man   die  Ikosaeder- 

'kanteu  eines  (12  +  20) -flächigen  12.  5 -Ecks  20) 
durch  gerade  vierseitige  Schnitte  abstumpft.  Da  diese 
senkrecht  zu  den  zweizähligen  Achsen  des  Ikosaeders 
bez.  Dodekaeders  verlaufen,  so  ist  das  entstandene 
Polyeder  die  Kombinationsgestalt  eines  Ikosaeders, 
Dodekaeders  und  Rhombentriakontaeders.  Die  Seiten- 
flächen sind  zwölf  (5  -|-  5) -ecke  [Dodekaederflächen], 
zwanzig  (3  -\-  3) -ecke  [IkosaederflächenJ  und  dreissig 
(2  -|-  2)  -  ecke  [Rhombentriakontaederflächen].  Die  Archi- 
medeischc  Varietät,  bei  welcher  alle  Flächen  reguläre 
Vielecke  sind,  ist  das  Polyeder  Nr.  XIV  Fig.  32  Taf.  VI. 

24)  Das  (12  + 20 -j-my  flächige  W-EcJc,  Fig.  17" 
Taf.  VII,  ist  ebenfalls  die  Kombinationsgestalt  eines 
Dodekaeders,  Ikosaeders  und  Rhombentriakontaeders, 
nur  treft'en  sich  die  (2 -f- 2) -eckigen  Flächen,  die  von 
letzteren  herrühren,  in  den  Eckpunkten,  so  dass  die 
Dodekaederflächen    zu   regulären  5 -ecken,    die   Ikosa- 


21')  Das  (12  -f  20)-cchige  30-Flach  (Rhomben- 
triakontaeder)  entsteht  wie  das  vorige  Vielflach  durch 
Aufsetzen  gerader  Pyramiden  auf  die  Dodekaeder- 
flächen so ,  dass  benachbarte  Flächen  je  zweier 
Nachbarpyramiden  in  eine  Ebene  fallen.  Fig.  14 
Taf  VII.  Die  Seitenflächen  sind  dreissig  Rhomben, 
deren  Mitteljnmkte  auf  den  zweizähligen  Achsen  des 
Dodekaeders  liegen;  sämtliche  Ecken  sind  regulär, 
das  Vielflach  ist  ein  Archimedeisches  gleichflächiges 
Polyeder.  *) 

22')  Das  (12  +  20) -eckige  20  .  ä- Flach  (Triakis- 
ikosaeder),  Fig.  15''  Taf.  VII,  wird  aus  21')  in  ent- 
sprechender Weise  abgeleitet  wie  10')  aus  9')  oder 
kürzer,  indem  man  auf  die  Flächen  des  Ikosaeders 
(niedrige)  gerade  dreiseitige  Pyramiden  aufsetzt  (Pyra- 
midenikosaeder).  Die  Flächen  des  Körpers  sind  gleich- 
schenklige Dreiecke,  deren  Basen  die  Ikosaederkanten 
sind.  Die  Ecken  sind  neben  den  zwanzig  regulär  drei- 
seitigen  zwölf  (5  -}-  5) -kantige. 

23')  Das  (12  -f  20  +  30)  -  ecJcige  2  .  60  -  Flach 
(Dyakishexekontaeder),  Fig.  16''  Taf  VII,  entsteht  aus 
dem  Pentakisdodekaeder  20'),  wenn  man  je  zwei  Drei- 
ecke benachbarter  Pyi-amiden,  deren  gememsame  Basis 
eine  Dodekaederkante  ist,  durch  eine  vierseitige  Pyra- 
mide ersetzt.  Die  Spitzen  dieser  Pyramiden  liegen 
auf  den  zweizähligen  Achsen,  d.  h.  das  Vielflach  ist 
nach  seineu  Ecken  die  Kombmationsgestalt  eines  Do- 
dekaeders, Ikosaeders  und  eines  (12  -f-  20")-flächigen 
30 -Ecks.  Es  besitzt  60  rechte  und  60  linke  ungleich- 
seitige Dreiecke  als  Grenzflächen.  Die  Ecken  sind 
den  Flächen  des  reziproken  Körpers  28)  entsprechend 
und   werden   für  die  Archimedeische  Varietät  regulär. 

24')  Das  (12  -f-  20  -f  ■iO)-eckigc  ßO-Flach  (Del- 
toidhexekontaeder),  Fig.  17"  Taf.  VII.  Die  Ecken 
liegen  auf  denselben  Achsen  wie  die  des  vorher- 
gehenden Körpers,  nur  fallen  die  vier  Flächen  jeder 
Pyramide  in  die  Ebenen  der  anstossenden  Flächen  der 
vier  Nachbarpyramiden,  wodurch  je  zwei  Dreiecke,  die  in 


1)  Bezeichnet  man  die  kleinere  und  grössere  Diagonale  der  rhombischen  Fläche  mit  rf,  bez.  d^,  so  ist  rf,  die 
Kante  a  des  Dodekaeders,  und  da  der  Neigungswinkel  von  d^  gegen  die  Fläche  des  Dodekaeders  dessen  halben  Flächen- 
winkel  zu   90"  ergänzt,    so   ist  rfj  =  'iA  cot  ---,   wo  A  und   w   die   frühere  Bedeutung  haben.     Durch  Berücksichtigung  der 


Werte  dieser  Grössen  findet  man  t/j  =  -—  y  2  (3  -\-  yö) .    Aus  cZ,   und  d^  berechnet  sich  die  Kante  des  Triakontaeders  zu 


g-l/s-fys 
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E.    Die  besonderen  Eulerschen  Vielflache. 


einer  Ebene  liegen,  ein  Deltoid  bilden.  Von  den 
Eckeu,  die  den  Flächen  Ton  24)  entsprechen,  werden 
bei  der  Arch.  Var.  die  (2  -}-  2) -kantigen  regulär. 

25')  Bas  (12  +  20  +  60)-ecA-(:^e  60-Flach  (Pen- 
tagonhexekontaeder),  Fig.  18''  Taf.  VII,  entsteht  aus 
23')  durch  Aufsetzen  dreiseitiger  Pyramiden  auf  die 
abwechselnden  Flächen  derart,  dass  die  Seitenflächen 
jeder  Pp-amide  in  den  Ebenen  ihrer  drei  Nachbar- 
üächen  von  23')  liegen,  d.  h.  dieses  Vielflach  ist  die 
gyroidische  Hemiecbie  des  Dyakishexekontaeders.  Die 
Seitenflächen  des  Vielflaches  sind  unsymmetrische  Fünf- 
ecke; die  Ecken  sind  den  Flächen  von  25)  entsprechend. 
Diese  beiden  reziproken  Vielflache  besitzen  keine  Sym- 
metrieebenen mehr.  Für  die  Archimedeische  Varietät 
werden  die  Seitenflächen  symmetrische  Fünfecke. 


ederflächen  zu  Dreiecken  werden.  Für  die  Archi- 
medeische Varietät  werden  die  (2  -f-  2)  -  ecke  zu 
Quadraten:  Nr.  XV  Fig.  31  Taf.  VI. 

25)  Das  (12 -f  20 -f  60)-/?äc7H(7e  60-Eclc,  Fig.  18^ 
Taf  VII,  entsteht  aus  23)  diu'ch  Abstumpfung  der  ab- 
wechselnden Eckeu  mittels  Schnitten  durch  die  je  drei 
benachbarten  Ecken.  Die  von  dem  Dodekaeder  her- 
rührenden (5 -|- 5) -ecke  werden  zu  regulären  5 -ecken, 
die  von  dem  Ikosaeder  stammenden  (3  -|-  3) -ecke  zu 
gleichseitigen  Dreiecken  imd  die  Flächen  des  Tria- 
kontaeders  verschwinden.  Die  Abstumpfungsflächen 
sind  60  ungleichseitige  Dreiecke.  Es  giebt  ein  rechtes 
und  ein  linkes  Polyeder,  je  nachdem  man  die  eine 
oder  die  andre  Hälfte  der  Ecken  von  23)  abstumpft. 
Bei  gewissem  Verhältnis  der  Kanten ')  dieses  ursprüng- 
lichen Körpers  ist  das  erhaltene  die  Ai'chimedeische 
Varietät  Nr.  XTT  Fig.  34  Taf.  VI,  dessen  dreieckige 
Grenzflächen  sämtlich  gleichseitig  sind. 

119.   Beziehung  der  gleicheckigen  und  der  gleichflächigen  Poljeder  zu  den  Kugelnetzen.    Dass  die 

in  den  Nrn.  114  bis  118  aufgeführten  Vielflache  gleicheckig,  bez.  gleichflächig  sind,  folgt  direkt  aus  ihrer 
Konstruktion.  Es  fragt  sich  nun,  ob  damit  die  Zahl  dieser  Gebilde  erschöpft  ist  oder  ol)  nicht  noch  andre 
solche  Polyeder  existieren,  die  bei  der  gewählten  Art  der  Ableitung  übersehen  wurden.  Dies  zu  entscheiden, 
muss  das  Problem  der  Aufzählung  der  gleicheckigen,  bez.  gleichflächigen  Polyeder  von  einem  andern  Pimkte 
aus  in  Angriff  genommen  werden.  Zunächst  erfolgen  die  weiteren  Betrachtimgen  noch  im  Hinblick  auf  die 
bereits  abgeleiteten  Körper. 

Homologe  Punkte  auf  den  Ebenen  der  Grenzflächen  eines  regulären  Polyeders  sind  solche,  welche 
wie  die  Eckpunkte  kongruenter  gleicheckiger  (oder  speziell  regulärer)  Vielecke  liegen,  die  mit  den  Viel- 
ecken des  regulären  Vielflachs  konzentrisch  sind  und  mit  ihnen  die  Symmetrieachsen  gemein  haben.  Auf 
Grund  des  Satzes:  Homologe  Punkte  der  (Kanten  und)  Flächen  eines  regelmässigen  Vielflaches  haben 
gleichen  Abstand  von  seinem  Centrum  M^),  ersieht  man  sofort  die  Richtigkeit  des  weiteren  Satzes:  Die 
Ecken  aller  gleicheckigen  Polyeder  sind  gleichweit  von  einem  Punkte  innerhalb  entfernt,  d.  h.:  Jedes  gleich- 
eckige Polyeder  besitzt  eine  umbeschriebene  Kugel.  Denn  die  Ecken  der  gleicheckigen  Polyeder  sind  nichts 
anderes  als  homologe  Punkte  auf  den  Flächen  derjenigen  regulären  Polyeder,  deren  Kombinationsgestalten 
sie  sind.  Auch  für  die  unsymmetrischen  Polyeder  (z.  B.  25  u.  s.  w.)  ist  der  Satz  giltig,  denn  deren  Ecken 
sind  identisch  mit  der  Hälfte  der  Ecken  eines  andern  gleicheckigen  Vielflaches.  Für  die  Polyeder  der  ersten 
Hauptklasse  lässt  sich  der  behauptete  Satz  auf  Grvmd  des  Hilfssatzes  ebenso  beweisen,  da  jedes  gerade 
w-seitige  Prisma  über  regulärer  Grundfläche  eine  umbeschriebene  Kugel  besitzt.  Legt  mau  in  den  Eckpimkten 
des  gleicheckigen  Polyeders  an  diese  umbeschriebene  Kugel  Tangentialebenen,  so  entsteht,  da  das  Polyeder 
keine  überstiunpfen  Flächen-  und  Kantenwinkel  besitzt,  ein  wiederum  konvexer  Körper,  das  dem  gleich- 
eckigen polare  gleichflächige  Polyeder;  d.  h.:    Einem  gleichflächigen  Polyeder  lässt  sich  eine  Kugel  einschreiben. 

Projiziert  man  nun  das  gleicheckige  Polyeder  aus  seinem  Mittelpunkt  M  auf  seine  umbeschriebene 
Kugel,  so  entsteht  ein  gleicheckiges  Netz,  dessen  Definition  entsprechend  der  des  Polyeders  ist:  Die  sphärischen 
Ecken  sind  kongruent  oder  symmetrisch,  die  Flächen  sind  sphärische  reguläre  und  lialbreguläre  Vielecke 
erster  Art.     Da  jedes  solche  sphärische  Vieleck  einen  Mittelpunkt  besitzt,   seine  Eckeu   also  in  einer  Ebene 


1)  Diese  Verhältniszahlen  werden  ähnlich  abgeleitet,  wie  bei  dem  gleicheckigen  Polyeder  13). 

2)  Sie  haben  denselben  Abstand  )•'  vom  Mittelpunkt  der  Seitenfläche  des  regulären  Vielflaches;   also  ist  der  Radius 
der  Kugel  um  M,  auf  welcher  sie  liegen,  die  Hypotenuse  des  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Katheten  P  und  r'  sind  u.  s.  w. 
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liegen,  so  ist  umgekehrt  jedem  gleicheckigeii  Netze  ein  gleicheckiges  Polyeder  einbesclirieben^) ,  ein  gleichflächiges 
Polyeder  umbeschrieben. 

Fällt  man  aus  einem  beliebigen  Punkte  P  innerhalb  eines  gleicheckigen  Vielflaches  Lote  auf  die 
Innenseiten  aller  Grenzflächen  und  legt  durch  je  zwei  benachbarte  Lote,  welche  auf  zweien  in  einer  Kante 
des  Vielflaches  sich  schneidenden  Grenzflächen  senkrecht  stehen.  Ebenen,  so  erhält  man  die  Polarecken  der 
Ecken  des  Vielflaches,  welche  ebenso  wie  diese  selbst  kongruent,  bez.  symmetrisch  sind.  Ihre  Ebenen  werden 
daher  auf  einer  um  P  gelegten  Kugel  ein  Netz  erzeugen,  das  gleich  flächig  ist.  Lässt  man  P  mit  31 
zusammenfallen  und  nimmt  als  Kugel  die  umbeschriebene  Kugel  des  Vielflaches,  so  ersieht  man,  dass  nach 
früherem  das  gleichflächige  Netz  als  das  Symmetrienets  des  gleicheckigeu  zu  bezeichnen  ist.  Im  allgemeinen 
sind  seine  Flächen  nicht  kleinen  Kugelkreisen  einbeschreibbar;  tritt  dieser  Fall  ein,  so  heissen  die  Netze 
hmijugiert.  Hat  man  nun  umgekehrt  ein  gleichflächiges  Netz  der  Kugel,  so  erhält  man  ein  oder  mehrere 
zugeordnete  gleicheckige  Netze,  deren  Eckpunkte  homologe  Punkte  der  Flächen  des  ersten  Netzes  sind. 
Den  gleichflächigen  Netzen  sind  entweder  Iceine  oder  nur  besondre  Varietäten^)  von  gleichflächigen  Polyedern 
einbeschreibbar  und  von  gleicheckigen  Polyedern  umbeschreibbar.  Im  letzteren  Falle  liegen  die  Ecken  des 
Netzes  auf  kleinen  Kugelkreisen,  das  gleichflächige  imd  das  zugeordnete  gleicheckige  Netz  sind  konjugiert. 
Die  zugehörigen  Polyeder,  konjugierte  Polyeder^),  sin  dalso  dadurch  charakterisiert,  dass  bei  den  gleicheckigen 
Polyedern  die  Grenzflächen  zugleich  eine  der  umbeschriebenen  konzentrische  einbeschriebene  Kugel  berühi-en, 
bei  den  gleichflächigen  Polyedern  die  Eckpunkte  zugleich  auf  einer  der  eüibeschriebenen  konzentrischen 
umbeschriebenen  Kugel  liegen. 

Um  alle  überhaupt  möglichen  gleichflächigen  imd  gleicheckigen  Vielflache  abzuleiten,  hat  man  also 
den  folgenden  Weg  einzuschlagen.  Es  müssen  zunächst  alle  Fälle  ermittelt  werden,  in  denen  ein 
sphärisches  Polygon  (3-,  4-  oder  5 -eck)  nebst  seinen  kongruenten  oder  symmetrischen  Wiederholungen  eine 
geschlossene  Fläche  bildet,  welche  die  Kugelfläche  einmal  bedeckt.  Das  von  den  Kanten  gebildete  Netz  ist 
dann  ein  gleichflächiges  Kugelnetz.  Mit  der  Lösung  dieses  Problems  hat  man  das  weitere,  alle  gleicheckigen 
Netze  zu  finden,  sofort  erledigt,  indem  man  innerhalb  jeder  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  einen 
Punkt  so  bestimmt  (was  unter  Umständen  auf  mehrerlei  Weise  möglich  ist),  dass  um  ihn  die  übrigen  in 
übereinstimmender  Weise  gruppiert  sind,  imd  die  Nachbarpunkte  durch  Hauptkreise  verbindet.  Jedem  solchen 
gefundenen   gleicheckigen  Netze   ist   dami    ein   gleicheckiges  Polyeder   einzuschreiben   und   ein   gleichflächiges 

1)  Seine  Kanten  sind  die  Sehnen  zu  den  sphärischen  Kanten  de.s  Netzes. 

2)  Dies  ist  z.  B.  stets  der  Fall,  wenn  die  Flächen  des  gleichfliichigen  Netzes  Dreiecke  sind. 

3)  Nicht  zu  verwechseln  mit  den  konjugierten  Polyedern  Catalans.  (C.  u.  a.  nennen  konjugiert,  was  hier  überhaupt 
polar-reziprok  heisst.)  Catalan  a.  a.  0.  S.  2.  Konjugierte  Varietäten  sind,  abgesehen  von  den  regulären  Vielflachen  und  den 
Sphenoiden  Nr.  4  und  7,  die  an  und  für  sich  konjugierte  Polyeder  sind,  weil  sie  zugleich  den  gleichflächigen  und  gleich- 
eckigen Körpern  zugehören,  für  die  folgenden  in  Nr.  114 — 118  aufgezählten  Polyeder  möglich  (die  polaren  sind  immer  bei- 
zufügen): Aus  der  ersten  Hauptklasse:  1),  3),  5),  6).  Aus  der  ersten  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse:  8),  10),  11),  13),  [14) 
ergiebt  das  reguläre  Dodekaeder].  Aus  der  zweiten  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse:  20),  22),  23),  25).  Die  konjugierten 
Varietäten  von  10)  und  22),  bez.  von  10')  und  22')  sind  aber  nichtkonvexe  Polyeder.  Das  konjugierte  Polyeder  10)  zeigt 
Fig.  33  Taf.  VHI.  Die  (4  -f  4) -ecke,  die  wie  die  Flächen  eine.s  Würfels  Liegen,  sind  sog.  inverse  Vielecke  der  ersten  Art; 
Vergl.  Nr.  31.  Verwandelt  man  durch  die  dort  erläuterte  andre  Auffassung  des  Perimeters  diese  inversen  Achtecke  in  solche 
dritter  Art,  so  ist  das  entstandene  Polyeder  eine  Varietät  eines  [8(3),  -f-  6  (8)3]-flächigen  8  ■  3 -Ecks  siebenter  Art,  wie  dies 
später  zu  besprechen  ist.  Färbt  man  an  dem  Modell  Fig.  33  Taf.  VUl  die  Ausscnseite,  etwa  mit  der  viereckigen  Zelle  eines 
2  ■  4-ecks  beginnend,  so  sind  die  sichtbaren  Seiten  seiner  dreieckigen  Zellen  ungefärbt  zu  lassen,  ebenso  wie  die  an  den 
Ecken  der  dreieckigen  Grenzflächen  sichtbaren  Teile  dieser,  so  dass  die  gewissennassen  an  den  Oktaederkanten  des  inneren 
(6  +  8)-flächigen  6  •  4-Eck8  angesetzten  tctraedrischcn  Raumzellen  negativen  Inhalt  besitzen,  wie  dies  in  Nr.  Gl  und  62 
erläutert  wurde.  —  Das  konjugierte  Polyeder  22)  konstruiert  man  analog  diu-ch  Ansetzung  solcher  tetraodrisehen,  negativ  zu 
rechnenden  Raumzellen  an  die  Reste  der  Ikosaederkanten  eines  (12  +  20) -flächigen  12  ."i-Ecks  20).  Die  (5  -f-  .'>)- eckigen 
Seitenflächen  haben  die  Gestalt  der  Fig.  13  Taf.  I.  Die  konj.  Var.  von  10')  wird  erhalten,  wenn  die  zur  Erzeugung  von  10') 
auf  die  Flächen  des  Oktaeders  aufzusetzenden  Pyramiden  von  solcher  Höhe  genommen  werden,  dass  ihre  Spitzen  dieselbe 
Entfemimg  vom  Mittelpunkt  des  Oktaeders  besitzen,  wie  dessen  Ecken.  Die  2  ■  4 -kantigen  Ecken  ergeben  dann  als 
sphärischen  Schnitt  ein  2  ■  4-kant  mit  abwechselnd  einspringenden  Winkeln;  die  Flächen  winke!  an  den  Kanten  des  ursprüng- 
lichen Oktaeders  sind  überstumpf  u.  s.  w. 
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lunzusckreiben.  Die  durchgeführte  Lösung  des  Problems  ergiebt  nun  die  Thatsache,  dass  in  den  hu  Text 
abgeleiteten  gleiclifläcliigen  und  gleicheckigen  Vielflachen  deren  Typen  vollständig  erschöpft  sind.^)  Die  Bestimmung 
der  gleichflächigen  Netze  soU  hier  nicht  vollständig  durchgeführt  werden,  doch  sind  für  die  späteren  Unter- 
suchungen der  Polyeder  und  Netze  höherer  Art  die  folgenden  Betrachtungen  von  Wichtigkeit. 

120.  Weitere  Bemerkungen  über  die  Kngelnetze.  bes.  die  festen  gleichflächigen.  Ein  gleichflächiges 
Netz  auf  der  Kugel,  das  von  f  kongruenten  oder  symmetrisch-gleichen  »j-ecken  (n  =  3,  4,  5)  gebildet  wird, 
heist  ein  festes  Nets,  wenn  jeder  der  Winkel  Ä^,  .  .  .  ä„  einer  Grrenzfläche  ein  aliquoter  Teil  Ton  2;r  (d.  h.  180") 
ist.  Das  Netz  enthält  dann  soviel  verschiedene  Gruppen  unter  sich  kongruenter  Ecken,  als  verschiedene 
Winkel  vorhanden  sind:  Die  Ecken  einer  Gruppe  werden  von  je  einer  bestimmten  Anzahl  Flächen  gebildet,  die 
denselben  Winkel  A  in  dieser  Ecke  haben.  Sind  sämtliche  oder  einige  Winkel  Ä  der  Fläche  nicht  aliquote  Teile 
von  2:t,  so  hat  man  ein  veränderliches  (beicegliches)  gleichfläehiges  Netz.  Die  gleicheckigen  Netze  entstehen  durch 
Verbindung  homologer  Punkte  P  der  Flächen  der  gleichflächigeu  Netze  durch  Hauptkreisbogen.  Kami  dieser 
Punkt  P  jede  Lage  auf  einem  Symmetriehauptkreisbogen  der  Fläche  des  gleichflächigen  Symmetrienetzes  einnehmen 
(ist  also  nur  linear  beschränkt),  so  ist  das  gleicheckige  Netz  ein  einfach  veränderliches.  Ist  dagegen  jede  Lage 
des  Punktes  P  innerhalb  der  Fläche  des  gleichflächigen  Symmetrienetzes  zulässig,  so  ist  das  gleicheckige  Netz  ein 
ztceifach  veniinderliches.  Die  gleicheckigen  Netze  sind  sämtlich  veränderlich,  mit  Ausnahme  der  regulären  Netze, 
des  Kubooktaedernetzes  und  des  Symmetrienetzes  des  Rhombentiiakontaedemetzes.  Hier  soll  nur  die  Ab- 
leitung der  festen  gleichflächigen  Netze  angedeutet  werden,  die  bis  auf  eins  sämtlich  von  den  Hauptki-eisen  a,  b 
bez.  c  der  Netze  gebildet  werden,  die  als  erstes  bez.  zweites  Hauptnetz  früher  bezeichnet  wurden. 

Bedeckt  ein  aus  /"  sphärischen  «-ecken  ()i  =  3,  4,  5)  bestehendes  Netz  einmal  die  Kugelfläche  0,  so 

•S  ^„  —  (m  —  2)  t     0  /  4  \ 

ist  f .  5 —  =  0,  d.  h.  2^  An  ^  ( >'  —  '^  ~^  7)  ^-     blossen    nun    in    einer   Ecke    einer    der  n 

Gruppen  v„  gleiche  Winkel  A„  zusammen,  so  ist  v„  ■  A„  =  2.t,  oder  A„  =  '^—,  und  die  vorhergehende 
Gleichung  wird:    x,  """  =^  {"  —  "  "^~  7/  ^>  ^^o^'^^^  sich  durch  Auflösung  nach  f  ergiebt:  /"^  ._- — . 

n 

Um  aUe  möglichen  von  »j-ecken  gebildeten  festen  gleichflächigen  Netze  zu  fii^den,  sind  den  Grössen  Vj , . .  .  Vn 

aUe  zulässigen  positiven  ganzzahligen  Werte  zu  erteilen,  welche  für  /  eine  positive  ganze  Zahl  ergeben.     Ist 

f 
dann  e„  die  Anzahl  der  Ecken  des  Netzes,  in  denen  Vn  gleiche  Winkel  A,,  liegen,  so  ist  e„  ^ — .      Es    er- 

geben  sich  die  folgenden  Netze.     Für  ein  gleichschenkliges  Dreieck  sei  Ay   der  Winkel  an  der  Spitze,  und 

^  =  ^3,  also  auch  v.,  =  v.^     Die  Gleichimg  wird  dann  f  = -, r -•      Man    erhält    sechs    verschiedene 

^+    --  1 

"l  ^i 

Netze  (bei  verschiedenem  v^  und  v^),  deren  Benennung,  wie  die  aller  gleichflächigen  Netze,  nach  dem  gleich- 
flächigen Polyeder  gewählt  ist,  welches  dem  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  umbeschrieben  werden  kami: 
a)  für  Vj  =  w,  v^  =  4  das  Doppelpyramidemietz-)  Fig.  21  Taf  VI.  b)  für  v^  =  3,  Vj  =  6  das  Triakis- 
tetraedernetz. *)  c)  für  v^  =  4,  v^  =  6  das  Tetrakishexaedemetz.*)  d)  für  v^  =  5,  Vj  =  6  das  Peutakis- 
dodekaedemetz.^)  e)  für  v^  ^  3,  v,  =  8  das  Triakisoktaedemetz. ^)  f)  für  i'^  ^3,  Vj  =  10  das  Triakis- 
ikosaedemetz.'^  —  Ist  die  Fläche  des  Netzes    ein    ungleichkantiges    Dreieck*),    so    ergiebt    die    Gleichung 

/■= r nur  die  beiden  Lösungen  v^  =  8,  Vj  ^  6,  v^  =  4  und  v^  =  10,  fo  =  6,  V3  =  4,  das 

V,  V,  V, 

Hexakisoktaedemetz  Fig.  14  Taf.  11,  und  das  Dyakishexekontaedernetz  Fig.  15  Taf.  H,  die  als  erstes  und 
zweites  Hauptnetz  bezeichnet  waren,  und  von  den  vollständigen  Hauptkreisen  a  und  b,  bez.  c  gebildet  werden. 

1)  Die  Ableitung  sämtlicher  gleichflächigen  und  gleicheckigen  Eugelnetze  nebst  den  zugehörigen  Polyedern  findet 
man  bei  Hess,  Einleitung  in  die  Lehre  von  der  Kugelteilung.     Leipzig  1883.  (Hess  II.) 

2)  Hess  II  a.  a.  0.  S.  39.  3)  Ebenda  S.  62.  4)  Ebenda  S.  57.  5)  Ebenda  S.  64. 
6)  Ebenda  S.  67.                       7)  Ebenda  S.  71.                       8)  Ebenda  S.  85. 
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Die  vorher  geuannten  Netze  von  gleichsclienkligen  Dreiecken  sind  in  diesen  beiden  Hauptnetzen  enthalten 
nnd  werden  z.  T.  nur  von  Teilen  der  betreffenden  Hauptki'eise  gebildet.  Das  Tetrakishexaedernetz  c)  hat 
die  Fläche  Ä-i  C^  C,  und  wird  also  aus  dem  ersten  Hauptnetze  durch  Zusammenfassen  je  zweier  charakteristischen 
Dreiecke,  die  einen  Bogen  eines  Hauptki-eises  a  gemein  haben,  erhalten.  Es  besteht  aus  den  vollständigen 
Hauptkreisen  h.  Das  Triakisoktaedernetz  e)  hat  die  Fläche  A^C■^A2  {"^  A^C^A^)  und  wird  von  den  voll- 
ständigen Hauptkreisen  a  und  denjenigen  Teilen  der  Hauptkreise  h  gebildet,  welche  die  Ecken  C  des  Hexa- 
edernetzes mit  den  drei  benachbarten  Ecken  A  des  Oktaedernetzes  verbinden.  Das  Pentakisdodekaedemetz  d) 
entsteht  dadurch,  dass  man  die  Ecken  C  des  regulären  Pentagondodekaedernetzes  mit  den  Mittelpunkten  seiner 
Fünfecke  verbindet;  es  besitzt  also  die  Fläche  G^C^C^  (Fig-  15  Taf.  H),  die  aus  zwei  charakteristischen 
Dreiecken  des  zweiten  Hauptnetzes  besteht,  und  ist  somit  in  diesem  enthalten.  Von  den  Hauptki-eisen  c  sind 
die  Teile  nicht  vorhanden,  welche  die  Kanten  des  regulären  Ikosaedernetzes  bilden.  —  Das  Triakisikosaeder- 
netz  f)  besitzt  die  Fläche  G^C^G^,  und  wii-d  erhalten,  wenn  die  Mitten  C  der  Flächen  des  Ikosaedernetzes 
mit  deren  Ecken  durch  Hauptki-eisbogen  verbunden  werden;  von  den  Hauptkreisen  c  des  zweiten  Haupt- 
netzes sind  hier  die  das  Dodekaedernetz  bildenden  Bögen  nicht  vorhanden.  Das  Triakistetraedernetz  6)  end- 
lich wird  aus  dem  Tetraedernetz  erhalten,  wenn  man  die  Mittelpunkte  C^,  C^',  C^',  C^  (vergl.  Nr.  104)  seiner 
vier  Dreiecke,  welche  die  Ecken  des  konjugierten  Tetraedernetzes  sind,  mit  den  Ecken  Cj',  C^,  Cg,  C^'  durch 
Hauptkreisbögen  verbindet.  Das  Netz  ist  also  durch  die  Hauptkreise  h  gebildet,  die  bis  auf  einen  Bogen 
ausgezogen  sind.  Die  direkten  S3'mmetrieebenen  der  Hauj^tkreise  a  sind  nicht  mehr  vorhanden.  Dasselbe 
gilt  für  das  Hexakistetraedernetz,  das  von  den  ganzen  Hauptkreisen  b  gebildet  wird  und  also  mit  dem  Tetrakis- 
hexaedernetze  identisch  erscheint  (vergl.  Fig.  10''  Taf  VU  mit  Fig.  1  ebenda),  aber  dadurch  unterschieden 
ist,  dass  die  Eckpunkte  C  in  zwei  Gruppen  von  je  vier  zerfallen,  die  den  Eckpunkten  zweier  konjugierten 
Tetraeder  entsprechen. 

Für  die  festen  gleichflächigen   Vierecksnetze  kommen   die  folgenden  Möglichkeiten  in  Betracht.     Die 

Fläche    des   Netzes    ist  a)    ein    Rhombus'),    d.  h.  A^  =  A^,  A^  =  A,.      Die    Gleichmig   f  = -7 j = 

^  +  ±-2 

-  hat  nur  die  Lösungen  Vj  =  4,  v.,  =  3  und  Vj  ^  5,  v^  ^  3,  welche  dem  Rhombendodekaeder- 


netz  und  Rhombentriakontaedernetz  zugehören.  Das  erste  ist  im  ersten  Hauptnetz  enthalten  und  hat  die 
Fläche  A^CiAaC.T,  das  zweite  im  zweiten  Hauptnetz  und  besitzt  die  Fläche  G-^C^G.^Ca.  Weiter  seien  ß) 
drei  Winkel  A  gleich,  A.-,  =  A^  =  A^,  der  vierte  A^  davon  verschieden.-)  Es  ergiebt  sich,  abgesehen  von 
einigen  besonderen  Varietäten  veränderlicher  Netze,  deren  entsprechende  Polyeder  der  ersten  Hauptklasse 
angehören,  nur  das  Ikositetraedernetz,  das  im  ersten  Hauptnetze  enthalten  ist  und  dessen  Fläche  A^B^C^B^ 
ist.  Sind  endlich  y)  von  den  vier  Winkeln  di-ei  aufeinander  folgende  A^,  A.^,  A^  verschieden,  der  letzte 
gleich  dem  zweiten,  A^  =  A^,  so  ergiebt  sich')  das  Deltoidhexekontaedernetz,  das  im  zweiten  Hauptnetz 
enthalten  ist  und  die  Fläche  G^B^C^B.^  hat.  —  Von  gleichflächigen  Fünfecksnetzen  kommen,  wenn  von  dem 
regulären  Netze  des  Dodekaeders  abgesehen  wird,  als  feste  Netze  nur  solche  in  Betracht,  die  spezielle 
Varietäten,  und  zwar  Archimedeische,  von  veränderlichen  Netzen  sind,  nämlich  für  A.-,  =  ^3  ^  ^^  =  A,,  und 

davon  verschiedenem  A^,  als  Lösungen  der  Gleichung  f=-, -^ für  v^=4,  i'.>  =  3  und  ii^  =  ö,  v^  =  S 

das  Netz  der  Archimedeischen  Varietät  des  Peutagonikositetraedernetzes'')  und  des  Pentagonhexekontaedcr- 
netzes^),  welche  zweifach  veränderlich  sind.  Ein  zweifach  veränderliches  Fünfecksnetz  ist  auch  das  des 
tetraedrischen  Pentagondodekaeders "),  wähi'end  das  als  Spezialfall  in  ihm  enthaltene  Netz  des  symmetrischen 
Pentagondodekaeders')  einfach  veränderlich  ist  und  das  feste  Fünfecksnetz  des  regulären  Dodekaeders  als 
speziellsten  Fall  in   sich   schliesst.     Alle  übrigen   bisher  nicht   aufgeführten  gleichflächigen  Netze   sind  ver- 


1)  Hess  II  a.  a.  0.  S.  118.  2)  Ebenda  S.  129.  3)  Ebenda  S.  129.  4)  Ebenda  S.  17G. 

ö)  Ebenda  S.  188.  6)  Ebenda  8.  199  7)  Ebenda  S.  206. 
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änderlich,  doch  sollen  sie  hier  unbesprochen  bleiben,  da  der  wesentliche  Zweck  des  Vorstehenden  war,  das 
erste  und  zweite  Hauptnetz,  die  der  Ableitung  der  weiterhin  zu  untersuchenden,  die  Kugel  mehi-fach  be- 
deckenden gleichflächigen  Netze  höherer  Ali  zu  Grunde  zu  legen  sind,  möglichst  ausführlich  zu  betrachten. 
Jedoch  soll  iii  der  folgenden  Nummer  kurz  noch  einmal  auf  die  vollzähligen  Vielflache  selbst  eingegangen 
werden. ') 

121.  Die  Ableituugskoeffizieuten  der  vollzähligen  Polyeder  der  zweiten  Hanptklasse.  Der  all- 
gemeinste vollzählige  gleichflächige  Körper  der  ersten  Ordnung  aus  der  zweiten  Hauptklasse,  das  Hexakis- 
oktaeder  oder  (6  -f-  8  -|-  12)-eckige  2  •  24-riach  [imd  die  übrigen  Polyeder  dieser  Gnippe]  wii-d  nach  dem  in 
der  Ki-ystallographie  üblichen  Verfahren  aus  dem  regulären  Hexaeder  erhalten,  wenn  man  die  Flächen-  und 
die  Kantenachsen  in  einem  bestimmten  Verhältnisse,  das  bekanntlich  für  alle  in  der  Natur  vorkommen- 
den Eay stallformen  ein  rationales  ist,  verlängert  und  durch  je  drei  benachbarte  Eckpiuikte  der  beiden  ver- 
längerten Achsen  luid  der  unveränderten  Eckenachse  eine  Ebene  legt.  Die  cb-eizählige  Achse  habe  die  kon- 
stante Länge  C  für  aUe  diese  Polyeder.     Dann    ist   für    das  Hexaeder    die  Länge   der  vierzähligen  und  der 

zweizähligen  Achse  Äk  =  bez.  B/,^  — 1/6.     Für    die    aus    dem   Hexaeder    abgeleiteten    gleichflächigen 

Polyeder  sei  dann  A  ^^  Ah-t  und  B  =  B,,-  a,  wobei  t  und  6  veränderliche  Grössen,  die  sog.  Ableitungs- 
l-oiffizienten  sind. 

Das  allgemeinste  voUzäliüge  gleicheckige  Polyeder  der  ersten  Ordnung  aus  der  zweiten  Hauptklasse, 
das  (6  4"  8  -|-  12)-flächige  2-24-Eck  11)  wird,  wie  die  übrigen  Polyeder  dieser  Gruppe,  aus  dem  regulären 
Oktaeder  dm-ch  gleichmässige  und  gerade  Abstumpfung  der  Ecken-  \md  Kantenachsen  erhalten  (vergl.  Nr.  115) 
oder  ist  eine  Kombination  von  Oktaeder,  Hexaeder  und  Rhombendodekaeder.  Es  genügt,  die  senkrechten 
Abstände  der  Grenzflächen  dieser  drei  Körper  vom  gemeinsamen  Centrum  anzugeben.  Der  Abstand  der 
Oktaederfläche,  d.  h.  die  Länge  der  dr-eizähligen  Achse,   sei  konstant  =  C,    dann    ist    die  Länge   der  andern 

Achsen  Ao  ^  C  Y'd  (die  Eckenachse  des  Oktaeders)  und  B,,  =  ^  ]/6  (seine  Kantenachse).  Für  die  ab- 
geleiteten Polyeder  seien  die  Längen  der  vierzähligen  imd  zweizähligen  Achse  bez.  A'  =  Ao-  t  und  B'  =  Bo-  s, 
wo  t  und  s  die  variabeln  Ableitungskoeffizienten  sind.  Die  Werte  von  t  imd  .s-  sowie  r  und  6  stehen  in  ein- 
facher Beziehung,  die  durch  Auwendung  des  Prinzips  der  Polarität  erhalten  wird.  Nimmt  man  die  mit  dem 
konstanten  dreigliedi-igen  Strahl  C  beschriebene  Kugel  als  Direktrix  (d.  h.  die  umbeschi-iebene  Kugel  des 
Hexaeders,  die  einbeschriebene  des  Oktaeders),  so  ist  zunächst  A/,  ■  A„  =  C-,  Bk  ■  i?»  =  C',  imd  für  die  ab- 
geleiteten polar-reziproken  Körper  AA'  =  C-  und  B  ■  B' ^  G'-  d.  h.  t<  =  ffs  =  1.  Es  ergeben  sich  für  die 
gleicheckigen  und  die  gleichflächigen  Polyeder  die  Werte  der  Ableitungskoeffizienten  in  folgender  Zusammen- 
stellung, in  der  auch  die  Archimedeischen  Varietäten  (AV)  und  die  konjugierten  Varietäten  (CV),  so  weit 
solche  existieren,  berücksichtigt  sind.-) 


(Gleicheckige  Polyeder:) 
OJitaedm-:  t  =  1,  s  =  1. 
Hexaeder:  <  =  ., ,  -^  =  "t" 
Kubodktaeder  (Nr.  9):  t  =  -^,  s  ^  1. 
(6  +  Syfl.  6-4-i:ck  (Nr.  8):  t,  s  =  1. 
AV:  /  =  I,   s  =  1.   CV:  <  =  — ,  s  =  1. 

3  1/3 


(Gleichflächige  Polyeder:) 
Hexaeder:  t  ^  \,  a  =  1. 

3 

Oktaeder:  r  ^  3,  ö  =  -• 
RJiomhendodeJcaeder  (Nr.  9'):  t  =  2,  6=1. 
Tetrakisliexaeder  (Nr.  8'):  t,  ö  =  1. 
AV:  tr  =  4,  0=  1.  CV:  r  =  ]/3,  ff  =  1. 


1)  Vergl.  hierüber  die  betr.  Kapitel  bei  Hes.s  II,  bes.  die  Zusammenstellung  S.  216 — 251.  -Vuf  die  sog.  Polarnetse, 
die  sich  aus  den  Polarfiguren  der  sämtlichen  gleichen  Flächen  eines  Symmetrienetzes  zusammensetzen  und  selbst  gleichfläcbig 
sind,  aber  nur  in  seltenen  Fällen  ein  die  Kugelfläche  ein  oder  mehrere  Mal  bedeckendes  Netz  bilden,  sei  nur  hin- 
gewiesen. Vergl.  Hess  a.  a.  0.  S.  215  ff.  Die  ausführliche  analytische  Behandlung  aller  Kugelnetze  giebt  Hess  im  zweiten 
Teile  seines  Buches  S.  266—429. 

2)  Hess  n  a.  a.  0.  S.  .S09  ff.     Über  die  Arch.  Var.  s.  später. 
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(6  -f  8)-//.  8  •  -i-Ech  (Nr.  10):  <  =  |  oder  s  =  2t. 
AV:  t  =  Y2  —  1,   s  =  2{y2  —  \).  CV):  t  =  -4, 


(6  -f  8  +  m-il   24-Eclc  (Nr.  12):  t  =  2s  ~  1  oder 
s  =  '-^. 

AV:  f 


y-2 


''   '~2>/2 


•2  |/2  —  1 '  2  y2  —  1 

(6  +  8  +  12)-//.  2  ■  24-EcA-  (Nr.  n)-J)  t,  s. 


AV:  ^ 


V2 


/2 


•  CV:  ^ 


yä 


;  S 


Triahisoktaeder  (Nr.  10'):  r  =  2<3  oder  a  =  ~. 


AV:  T=  }/2  +  1, 


1/2  +  1 


CVi):    r  =  -[/S , 


ö  ^ 


ys 


Deltoidikositetraeder  (Nr.  12') :  t  ^  - 


ff         j                  2  r 
„  —  oder  c  = 

2  —  ff 


2 

f+1 


AV:  T  =  2  >/2 


1,  ö  = 


2y2 


Vä 


Hexakisoktaeder  (Nr.  11'):  t,  o. 
AV:  T  = 


3  (3  +  y2)  _,  _  3  (4  +  ya) 

7  '"""  14 


CV: 


1/3, 


ö  = 


yi 


Entsprechende  Betrachtungen  sind  für  die  volkähligeu  symmetrischen  Gestalten  der  zweiten 
Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse  anzustellen.  Die  Länge  des  dreigliedrigen  Strahles  sei  für  alle  Polyeder 
der  Gruppe  konstant  =  C.     Die  Länge    des    fünfgliedrigen  Strahles    sei    für  Dodekaeder  und  Ikosaeder  Gd 

bez.    Gi,    die    Länge    des    zweigliedrigen    Strahles    B^   bez.    B,.      Es    ist    dami^)    Gd  =  —^  cot  <p  ■  cos  q), 

y  3 
c 

Bi  =  —  cot  (p,  wo  der  Winkel  gj  die  frühere  Bedeutung  hat.     Wird  die  Kugel  vom  Radius  C  zur  Direktrix 
gewählt,  so  ergeben  sich  für  die  Länge  der  Strahlen  G/  und  B;  aus  Gd  ■  Gi  =  6'-  und  B^  ■  i',  =  C^  die  Werte 


Gi  =  cy3 


tan  qp 
cos  qp 


und  Bi  =  C  y";]  .  tan  g).     Für  die  gleichflächigen  Polyeder  der  Gruppe,  abgeleitet  aus  dem 


Dodekaeder,  sei  G  =  Gd  ■  t,  B  =  Bd  ■  o;  für  die  aus  dem  Ikosaeder  abgeleiteten  gleicheckigeu  Polyeder  sei 
6^'=  Gi  ■  f,  B' =  Bi  ■  s.  Es  sind  hier  C,  G'  und  B'  die  Abstände  der  Flächen  des  Ikosaeders,  Dodekaeders 
und  Rhombentriakontaeders,  deren  Kombinationsgestalt  das  betr.  Vielflach  ist,  vom  gemeinsamen  Centrum. 
Wie  vorher  hi  t  ■  s  =  a  ■  r  =  \. 


(Gleicheckige  Polyeder:)*) 
Ikosaeder:  <  =  1,  s  =  1. 

Dodekaeder:  t  =  ~  cot-  q)  ■  cos"  (p,  s  ^  —  cot^  q>. 

(12  +  20)-//.  SO-Eck  (Nr.  21):  t  =  cos-  9,  s  =  1. 

(12  -f  20)-//.  12  •  5-Eck  (Nr.  20):  <,  s  =  1. 

AY:t='-y±±l,s  --.. ^ 

3}/5   '  ys 

( 12  +  20)-//.  20  ■  3-Eck  (Nr.  22):  <  =  s  cos^  q,. 
1  ayä 


1.   CV:  /  =  22ii^-£?^,s  =  L 


AV:  ^  = 


2  ys  —  3 


;  «  = 


CV  (nicht-convex) :  t  = 


7  —  ys 

cot  (j)  cos  (p 


ys      sin  (p 


(Gleichflächige  Polyeder:)*) 
Pentagondodekaeder:  r  =  1,  0  =  1. 

Bcosaeder:  x  = 5—^,  a  =  3  tan-  m. 

cos    f  '  ^ 

Bhombentriakontaeder  (Nr.  21'):  r  =  — ^. — , 

^  '  cos  -  (p  ' 

Pentakisdodekaeder  (Nr.  20'):  t,  0  =  1. 


1. 


AV:    ir  = 


3y5 


,  ö=L  CV:  r  =  i^''^,ö=L 


2  ys  -j-  1  '  cos  qp 

Triakisikosaeder  (Nr.  22'):  0  =  t  cos*  <p. 
AV:  t  =  2V^-3,  0  =  1>^^. 

CV  (nicht-convex):  z  =  °  '*',  <J  =  )/3  •  sin  gj. 


1)  Diese  konj.  Var.  ist  nicht  konvex,  s.  früher. 

2)  Für  Gestalten,  die  in  der  Natur  vorkommen,  müssen  die  Ableitungskoeffizienten  rational  sein.    Hess  II  S.  318  ff. 
Groth,  Krystallographie  S.  246  £F, 

3)  Vergl.   Nr.  103.     Es  ist   Gj    der    Radius    P   der   einbeschriebenen    Kugel    des    Dodekaeders,  B^  die   dort  mit  A 

bezeichnete     Grösse.       Dabei     ist     im     folgenden     immer:     tan  cp  =  i— ,  cot  qp  ==  - — ^ — ,  cos  qp  =  T/ —  (5  -|-  ys) 

i  2  r     10  , 

4)  Vergl.  Hess  II  S.  .■i84  ff. 

20' 


f^Vi-^'-V')- 
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(12  +  20  +  30 )-fl.  60-EcJc  (Nr.  24):  \I)eltoid}teccekontaeder  (Nr.  24'): 

t  =  (As  —  cot^  ffi)  cos^  w  oder  .s  =  -  ( — -, 1-  cot^oj).  t  ==  ,- — -/,    ,  „^, .—  oder  ö  =  r  co^    q: 

\  -ri  -r  4    \cos-  qc     '  ■^z  (4  —  c  cot"  q>)  COS-  qp 


(4  —  e  cot  -  q>)  cos  -  qp  1  "T  r  COt  *  qp  COS  -  ^ 


AV:^=     ^'      ,^.,s  =  ^ |aY:.^V^(VV5)  M 


y5(4-y5)'  öj/ö-  9  '  '  3  '  2 


(12  +  20  +  30)-/?.  2  •  eO-^cÄ-  (Nr.  23):  t,  s. 


Dyakishexekontaeder  (Nr.  23'):  r,  ff. 

»  T-  3  t/^  3(31/5  -f  l) 


3  '  6  -  ;  5 

„TT     ,         cot  qp  COS  qp  cot  g!  n-jT  \'^  '  tan  qp  n/5"    i. 

CV:  <  =  ^-^ — ^,  s  =  — ^-  C  V  :  t  ^  ^^ -,  ö  =  yS  •  tan  m. 

ys  y3  !  cos  qp     '  »■  '^ 

122.  (TescMclitliclie  Bemerknngeu  (Archimedes.  Paeiuolo.  Dürer.  Jamitzer.  Stifel.  Kepler,  Kästner, 
M.  Hirsch,  Oergouue.  Catalan.  Hessel,  Badourean.  Pitscli.  Hess.  Fedorow  n.  a.).  Es  ist  nicht  bekannt,  bei 
welcher  Gelegenheit  und  in  welchem  Zusammenhange  Archimedes  seine  Untersuchungen  über  die  halbregeLmässigen 
Körper  angestellt  hat.  Pappus,  der  einzige  Schi-iftsteUer,  der  sie  erwähnt"),  schildert  sie  aber  mit  genügender 
Deutlichkeit,  so  dass  an  der  Thatsache  nicht  zu  zweifeln  ist.  Archimedes  kennt  dreizehn  halbreguläre  Vielflache, 
da  er  das  Prisma  und  Antiprisma  ihi-er  Unbestimmtheit  wegen  nicht  berücksichtigt.  Wenn  Cantor  behauptet^), 
dass  zuerst  Kepler  wieder  seine  Aufmerksamkeit  diesem  Gegenstande  zugewandt  habe,  so  stimmt  dies  nicht  mit  den 
weiteren  Angaben  in  seinem  eignen  "Werke,  dem  wir,  so  weit  es  die  darin  behandelte  Zeit  zulässt,  die  folgenden 
Angaben  entnehmen.  Luca  Paeiuolo*)  verfei-tigte  eine  Sammlung  von  Modellen  der  fünf  regulären  und  vieler 
abgeleiteten  Körper,  und  veröflfentlichte  1509  in  der  Divina  Proportione  Tafeln  von  Abbildungen  derselben,  die  von 
Leonardo  da  Vinci  gezeichnet  sind.  Ifach  Besprechung  der  regelmässigen  Körper  leitet  er  hier  aus  ihnen  andre  ab 
dmx-h  zwei  dun  zuerst  eigentümliche  Konsti-uktionen:  das  Abschneiden,  abscindere,  und  das  Aufsetzen,  elevare.  So 
schneidet  er  z.  B.  die  Ecken  des  Tetraeders  bis  zu  ^,3  der  Kante  ab,  und  erhält  den  bekannten  Ai-chimed eischen 
Körper;  das  Aufsetzen  erfolgt  immer  nm-  durch  Pjramiden  aus  gleichseitigen  Dreiecken.  Albrecht  Dürer  bespricht 
im  vierten  Buche  der  „Unterweysung  der  messung  mit  dem  zirkel  und  richtscheyt  .  .  .^)"  1525,  die  regelmässigen 
und  halbregeLmässigen  Vielflache.  Im  Modell  diese  herzustellen  war  bekannt;  Düi-er  zeichnet  nun  die  zusammen- 
hängenden Netze  der  Köi-per,  und  zwar  der  fünf  regulären  und  von  acht  Ai'chimedeischen.  Auf  diese  Netze  weist 
Michael  Stifel  im  zweiten  Buche  seiner  Arithmetica  integi-a,  1544  hin  und  bringt  im  Dnickfehlerverzeichnis  am 
Ende  des  ganzen  Bandes  diese  Netze  selbst.^)  Hier  ist  auch  Wenzel  Jamitzer')  zu  nennen,  auf  den  später 
Kästner  sich  bezieht.  Jamitzer  veröffentlichte  (i.  J.  1568)  Abbildungen  zahlreicher  geometrischer  Körper:  „.  .  .  .  ein 
schöne  Anleytung  wie  aufs  denselbigen  fünf  (regebnässigen)  Körpern  one  Endt  gar  viel  andere  Köi-per,  mancherlei 
Ai-t  und  Gestalt  gemacht  und  gefunden  werden  mügen  .  .  ."  Auf  diese  Schrift  kommen  wii-  noch  zuräck.  Fran9ois 
de  Foix-Candalla*)  fügt  seiner  sog.  Eiüdidausgabe  (1566,  1578)  einige  neue  Bücher  eigner  Erfindung  über 
„regelmässige  Körper"  hinzu.  Unter  den  neuen  Köi-pern  ist  einer  durch  sechs  Quadrate  und  acht  Dreiecke,  ein 
andrer  durch  zwanzig  Dreiecke  und  zwölf  Fünfecke  begrenzt.  Er  giebt  ihnen  die  Namen  Exoctaedron  imd  liosi- 
dodecaedron.  Kepler  beschreibt  in  dem  „harmonice  mundi"  betitelten  Werke  1619  das  Ehombendodekaeder,  das 
Khombentriakontaeder')  imd  die  dreizehn  „corpora  Archimedea"  ^'')  und  giebt  deren  Abbildungen. 

A.  G.  Kästner ^^)  bespi-icht  die  Archimedeischen  Köi-per  ausführlich  in  der  Abhandlung  De  corporibus 
polyedris  data  lege  in-egularibus.  ^")  Die  Darstellung  ist  analytisch  und  von  der  bei  ihm  gewöhnten  Weitschweifig- 
keit, allerdings  auch  erschöpfend.  In  der  historischen  Einleitung  verweist  er  auf  Kepler  und  Mai-purg,  sowie  auf 
Jamitzer.      Marpurg    hatte    in    dem   Werke:    „Anfangsgründe  des  Progi-essionalcalculs    nebst    der    Konstruktion    der 


1)  Für  die  Archimedeischen  Varietäten  lassen  sich  die  Koeffizienten  t  imd  s  leicht  aus  den  Resultaten  der  Rech- 
nungen in  Nr.  108  und  Nr.  109  ableiten.  Denn  die  dort  angeführten  Werte  der  P^,  P^  und  P^  (im  allgemeinen  Falle)  sind 
nichts  andi-es  als  die  Radien  der  einbeschriebenen  Kugeln  der  das  Vielflach  erzeugenden  Polyeder.  (Dort  noch  ausgedrückt 
durch  die  Kante  h  des  Vielflaches,  die  zu  eliminieren  ist.) 

:;)  Pappus  V.  ed.  Hultscb.  S.  3.50  ff.  3)  Cantor  I  S.  264. 

4)  Cantor  11  S.  313.  S.  auch:  Staigmüller,  Luca  Paeiuolo,  Schlöm.-Cantors  Ztschrft.  34.  Jahrgang  1889,  bist.  litt. 
Abt.  S.  89.  Kastner,  Gesch.  der  Math.  I.  S.  428. 

5)  Cantor  II.  S.  422,  S.  428.  6)  Cantor  II.  S.  403. 

7)  Kästner,  Gesch.  d.  Math.  II.  S.  19—24.     Cantor  U.  S.  536,  S.  609.  8)  Cantor  11.  S.  510. 

9)  Opera  omnia,  ed.  Frisch  1864.  vol.  V  lib.  U.  Prop.  XXVII.  S.  123.  10)  Ebenda,  Prop.  XXVQI. 

11)  Wir  stützen  uns  hier  und  weiterhin  wieder  auf  die  Originalarbeiten. 

12)  Commentationes  Societat.  Reg.  scient.  Gottingensis.     Tom.  VI  1783;84.  S.  3.  (1.  Teil).  Tom.  VIII  1785/86.  S.  3—29. 
(2.  Teil)  und  S.  30—74.  (3.  Teil).  Tom.  IX.  1787/8?. 
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eckigten  geometrischen  Körper",  Berlin  1774,  die  Netze  für  die  Archimedeischen  Körper  gegeben,  die  er,  wie  als 
Kuriosiun  erwähnt  sein  mag,  coi-pora  angulose  sphaerica  (eckig-kuglige)  nannte,  weil  sie  einer  Kugel  einbeschrieben 
werden  können.  Kästner  erteilt  den  abgeleiteten  Köipem  besondre  Namen:  Keplers  cubioctaedron ,  der  an  den 
Ecken  bis  zur  Mitte  der  Kanten  abgestumpfte  Wüi-fel  heisst  hier  TcssaresJcaidecaedron^);  das  ebenso  ab- 
gestumpfte Dodekaeder  Ikosidodecaedron.-)  Die  Netze  der  Köi-per  sind  gezeichnet.  Im  dritten  Teile  wird  die  all- 
gemeine Ableitung  der  möglichen  Archimedeischen  Polyeder  gegeben.  In  einer  zweiten  Abhandlung,  die  sich  mit 
demselben  Thema  befasst:  De  corporibus  regularibus  abscissis  et  elevatis^)  betont  er  ausdiiieklich,  zu  der  folgenden 
Untersuchung  durch  die  Divina  proportione  Paciuolos  veranlasst  zu  sein.  Es  handelt  sich  um  die  Körper,  die 
entstehen,  wenn  man  bei  den  regelmässigen  Polyedern  die  Ecken  in  gewisser  Weise  abschneidet  oder  auf  die  Flächen 
Pyramiden  setzt.  Für  das  Tetraeder,  Ikosaeder  und  Dodekaeder  finden  sich  die  durch  Abschneiden  erzeugten  Körper 
vollständig  angeführt;*)  die  Arbeit  ist  im  übrigen  wesentlich  wieder  analytisch.  Das  abgeschnittene  Hexaeder  und 
Oktaeder  waren  schon  ausführlich  in  einer  dritten  Arbeit:  De  sectionibus  solidorum,  crystallorum  sti-ucturam  illu- 
.strantibus^),  behandelt.  Man  darf  also  sagen,  dass  nicht  nur  die  vollständige  Aufzählung  der  halbregulären  Ai-chi- 
medeischen  Körper,  sondern  auch  ihre  Berechnung  von  Kästner  geleistet  ist.  Eine  andi-e  Darstellung,  auch  in  der 
Methode  der  Ableitung,  verdankt  man  Meier  Hirsch  in  seiner  Saimnlung  geometrischer  Aufgaben,  2.  Teil. 
Berlin  1807.  Nachdem  er  S.  65  die  platonischen  Polyeder  durch  Kugelteilung  abgeleitet  und  sich  S.  127 — 139 
mit  ihrer  Berechnung  beschäftigt  hat,  studiert  er  im  Kap.  IX.  S.  139  — 170  diejenigen  Körper,  welche  von 
regulären  Figuren  zweierlei  Art  begi-enzt  werden,  in  Kap.  X,  S.  170  ff.  die  Archimedeischen  Körper*)  mit  Be- 
grenzungsflächen di'eierlei  Art.  Für-  sämtliche  giebt  er  auch  die  Netze.  Die  Ableitung  erfolgt  durch  Diskussion  der 
Gleichung,  die  man  erhält,  wenn  man  in  der  Formel  füi-  die  Summe  der  Winkel  aller  Flächen  eines  Polyeders') 
£w  =  (ie  ■ —  8)  -R  die  linke  Seite  durch  das  e-fache  der  Winkelsumme  au  einer  Ecke  ersetzt.  Bei  Benutzung  der 
Bezeichnung  in  Nr.   106  ergiebt  sich  für  den  allgemeinen  Fall  dreier  Flächenarten  die  Gleichung: 


/        2»»  — 4     ,  2  m  —  4     ,  2s  —  4\ 

u  • h  V r  <J •  e  =  4  e  — 

V  in  '  H  '  ;>        / 


8. 


Daraus  berechnet  sich  e,  und  das  weitere  verläuft  dann  wie  in  Nr.  106,  nur  der  Eulersche  Satz  ist  durch  die 
Winkelformel  lungangen.  In  den  §§  126  und  127  folgt  dann  die  allgemeine  Behandlung  zunächst  der  von  zweiei'lei 
Flächen  begrenzten  Archimedeischen  Körper  durch  Lösung  des  Problems:  Ein  körperlicher  Winkel  (Ecke),  der 
von  fi  Kantenwinkeln,  jeder  ==  x,  und  von  v  Winkeln,  jeder  =  %'  eingeschlossen  wird'*"),  ist  innerhalb  einer  Kugel 
von  einem  gegebenen  Radius  r  so  gesetzt  worden,  dass  seine  Spitze  in  der  Kugelfläche  liegt  und  alle  seine  Schenkel 
einander  gleich  werden :  man  soU  die  den  Winkeln  st,  -a  correspondierenden  sphärischen  Winkel  ■9',  %■'  und  den  Bogen 
f]  der  gleichen  Schenkel  finden.  Mit  dem  Bogen  r;  ist  dann  seine  Sehne,  die  Kante  des  gesuchten  Körpers  bestimmt.^) 
Sämtliche  Stücke  des  Polyeders  werden  also  hier  durch  den  Radius  r  der  umbeschriebenen  Kugel  ausgediiickt,  die 
Berechnung  der  einzelnen  Körper  wird  in  den  folgenden  §§  vollständig  erledigt.  In  analoger  Weise  ist  die  Behand- 
lung der  von  Flächen  dreierlei  Art  begi-enzten  Vielflache  durchgefülirt. '")  Von  den  heute  als  Ai-chimedeische  Varie- 
täten der  gleichflächigen  Polyeder  zu  bezeichnenden  Körpern  finden  sich  nur  die  von  lauter  Rhomben  begi-enzten 
berechnet,  die  als  Rhomboidal-Dodekaeder  und  Rhomboidal-Triakontaeder  bezeichnet  werden.*')  —  Auf  diese  beiden 
Vielflache  weist  auch  Lhuilier  in  einer  Abhandlung'")  hin,  die  sich  im  übrigen  mit  der  Bestinmiung  der  möglichen 
retjidürcn  Polyeder  in  bekannter  Weise  befasst.  Unabhängig  von  den  bisher  genannten  sind  die  mm  zu  besprechenden 
Arbeiten  französischer  Mathematiker  entstanden.  Schon  1808  hatte  Lidonne  die  Ai-chimedeischen  Polyeder  auf- 
gezählt'■''),  aber  die  ausführliche  Abhandlung")  über  diese  Materie  in  Gergonnes  Annalen  Bd.  9,  1818/19  S.  321   ist 

1)  a.  a.  0.  1.  TeU  S.  45.  2)  a.  a.  0.  1.  Teil  S.  48. 

3)  Dieselben  Commentat.  tom.  XII.  1793/94.  S.  61—98.  4)  a.  a.  0.  S.  96. 

5)  Dieselben  Commentat.  tom.  VI.  S.  52.  6)  Diesen  Namen  gebraucht  M.  Hirsch  nicht. 

7)  Vergl.  Nr.  56.  8)  x  und  x'  sind  ja  bekaimt. 

nv  T?        n       V    ni   •  1  •     "  r\       .     9       .     .     v.'  ri       .      Q-'       .         .9.9'  .      x       .     x'*) 

9)  hs  gelten  die  Uleichungen:  sin  —  =  cos  -4  ■  sin  —  unci  sin  —  =cos  -'  •  sin  — ,   also  sm  —  :  sm  -  -  =  sm  —  :  sin  —   , 

11  %■ 

und  wegen  n9  -f  v9'  =  tii  auch:  sin  —  v9'  =  sin   -  V-^.**)      Aus    den    Gleichungen*)    und**)    berechnet    man    sin  —   und 

.     9'  11 

sin  — ,  nachdem  man  sin  --  v9'  und   sin   ^^  /tO'  durch  sie  ausgedrückt  hat,  was   überall  leicht  ist,    da    ji  und   v  die   4   nicht 

übersteigen.     Dann  ist  cos  -~  =  sin  -  :  sin   - ,  und  die  Kante  k  des  Vielflaches  ist  k=1r  sin  -^  • 

10)  a.  a.  0.  S.  170  ff.  11)  a.  a.  0.  S.  186  ff. 

12)  Memoire  sur  les  solides  reguliers.     Gergonnes  Annalen.  Bd.  III.  S.  233. 

13)  Diese  Arbeit  hat  dem  Verf.  nicht  vorgelegen.  (Vergl.  Günther,  a.  a.  0.  S.  62.  Anm.) 

14)  Ilecherches  sur  les  polyedres,  renfermant  en  particuüer  un  commencement  de  Solution  du  probleme  proposc  ;i  la 
page  256  du  VII«  vol.  des  Annales.     Par  un  Abonnö. 
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E.   Die  besonderen  Eulerschen  Vielflache. 


</_  _  . 


j 


Fig.  94. 


von  einem  Ungenannten,  der  nach  einer  handschriftlichen  Note  in  einem  Exemplar  der  Zeitschrift  in  der  Bibliothek 
der  Sorbonne  kein  anderer   als  Gergonne  selbst  gewesen   ist.*)     Die   Abhandlung   enthält   dreierlei   Bemerkenswertes. 

Zum  ersten  Betrachtungen  über  die  Teilimg 
der  Ebene.  Schon  Lhuilier  hatte  auf  die 
Grenzfälle  der  Lösungen  der  zur  Auffindung 
der  regulären  Vielflache  dienenden  Gleichung 
(in  Nr.  100)  hingewiesen.  Für  n  =  3, 
m  =  6 ;  «(=  4 ,  w  =  4 ;  w  =  6 ,  k  =  3 
ergiebt  die  Gleichung  /"  =  e  ^  Ä  ==  oo, 
worin  ausgesprochen  ist,  dass  sich  die  un- 
endliche Ebene  lückenlos  durch  gleichseitige 
Dreiecke ,  Quadrate  und  regelmässige  Sechs- 
ecke überdecken  lässt,  von  denen  in  jeder 
Ecke  —  dieses  Wort  mag  auch  hier  ge- 
braucht werden  —  bez.  6,  4  und  3  zu- 
sammenstossen.  ^)  Von  diesen  ebenen  Netzen 
ist  das  erste  dem  dritten,  das  zweite  sich 
selbst  reziprok;  unter  reziproken')  Netzen 
hier  solche  verstanden,  in  denen  die  Kanten- 
zahl von  Ecke  und  Fläche  vertauscht  er- 
scheint. Gergonne  betrachtet  nun  die  ana- 
logen Grenzfälle  für  die  Archimedeischen 
Polyeder,  leitet  sie  aber  nur  unvollständig 
ab,  indem  er  mehrere  Fälle  übersieht.  Die 
vollständige  Lösung  des  Problems  findet  man 
bei  Badoureau.*)  Wie  dieser  die  Archi- 
medeischen Varietäten  der  gleicheckigen  Poly- 
eder als  figures  isosceles  bezeichnet,  so  ihre 
ebenen  Grenzfälle  als  assemblages  isosceles 
convexes.  Die  verschiedenen  Möglichkeiten, 
die  unendliche  Ebene  durch  mehrerlei  regu- 
läre Polygone  so  zu  überdecken,  dass  die  Ecken  kongruent  oder  symmetrisch  -  gleich  sind,  ergeben  sich  als  Lösungen 


v/      I 

O — i" 
TSU-i- 
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Fig.  95. 


Kg    96  ij- 


Fig.  96  b. 


Fig.  9S. 


j       -,,  .  ,                   2m.  —  4    .          2n  —  4     . 
der  Gleichung:  u. \-  v  ■ \-  6 


Is  —  4 


=  4,    da    die  Winkel  um  eiue  Ecke    zusammen  4  R  betragen. 


1)  S.  die  Bemerkung  bei  Badoureau,  Memoire  sur  les  figures  isosceles.  Compt.  Rend.  XLIX"  Cahier.  (Vorgelegt  1878.) 

2)  Dass  von  einer  Teilung  der  Kugelfläche  in  kongruente  unendlichkleine  Flächenzellen   hier   nicht  die  Rede  sein 
kann,  zeigt  u.  a.  Badoureau  a.  a.  0.  S.  49.  Vergl.  auch  Hess  11  S.  24. 

3)  Statt  reziprok  schreibt  Gergonne  konjugiert,  auch  bei  den  Polyedern.  4)  a.  a.  0.  S.  93. 
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Die  Gleichung  ist  aber  (nach  einiger  Umformung)  identisch  mit  C  =  0  (hez.  mit  Cj  =  0,  wenn  6  =  0  ist),  wenn 
C  die  in  Nr.  106  angemerkte  Bedeutimg  hat,  wonach  diese  ebenen  Netze  eben  die  Grenzfalle  der  Archimedeischen 
Polyeder  darstellen.  Die  Lösungen  sind  für  Flächen  zweierlei  Art:  et)  m  =  12,  ft  =  2,  w  =  3,  v  =  1,  Ficr.  93. 
(J)  TO  =  8,  fi  =  2,  w  =  4,  V  =  1,  Fig.  94.  y)  m  =  6,  ft  =  2,  w  =  3,  v  =  2,  Fig.  95.  6)  m  =  4,  ,u°=  2, 
w  =  3,  V  =  3,  Fig.  96a  und  96b  bei  verschiedener  Anordnung  der  Flächen  an  einer  Ecke.  'Fwc  Flächen  dreierlei 
Art:  f)  m  ==12,  fi  =  1 ,  w  =  6,  v  =  1,  s  =  4,  0=1,  Fig.  97.  f)  w  =  6,  ft  =  1,  w  =  4,  v  =  2,  s  =  3, 
c  =  1,  Fig.  98.  Die  zugeordneten  ebenen  gleichflächigen  Netze,  in  den  Figuren  gestrichelt  gezeichnet,  sind  mit 
Ausnahme  der  Netze  S  direkt  aus  den  regulären  Netzen  ableitbar.  Umgekehi-t  gilt:  Die  Netze  a,  y,  f,  das  reguläre 
3-ecks-  und  6-ecksnetz  sind  in  dem  Netze  £  (Fig.  97)  enthalten,  das  Quadratnetz  in  dem  Netze  ß  (Fig.  94),  wie 
eine  Reihe  gleichfläehiger  Polyedernetze  in  dem  1.  imd  2.  Hauptnetze  enthalten  waren.  —  Gergonnes  Abhandlung 
beschäftigt  sich  weiter  ausführlich  mit  den  Polyedern,  die  aus  den  regulären  durch  die  folgenden  beiden  Kon- 
struktionen hervoi-gehen.  Erstens  durch  Aufsetzen  von  Pyramiden  auf  die  Seitenflächen:  Polyedres  semi-reguliers ')  par 
exces  (oder  Polyeder  der  1.  Klasse).  Die  Seitenflächen  der  neuen  Vielflache  sind  Dreiecke  oder  Rhomben.  Zweitens 
durch  Abschneiden  der  Ecken:  Polyedi-es  semi-reguliers  par  defaut.  Der  Schnitt  kann  dabei  bis  zu  den  Kanten- 
mitten gehen  oder  nicht,  wonach  die  Ecken  vierseitig  oder  dreiseitig  werden.  Die  Durchführung  der  Konstruktionen 
an  den  fünf  regulären  Köi-pern  zeigt,  dass  Ger  gönne  nur  einen  Teil  der  Archimedeischen  Vielflache  angiebt.  Über 
die  Reziprozität  der  durch  die  beiden  Konstiniktionen  abgeleiteten  Vielflache  herrscht  Klarheit.  —  Interessant  ist  der 
letzte  Teil  der  Abhandlung,  in  dem  Polyeder  dreierlei  Art  bestimmt  werden  sollen,  die  ebenfalls  als  halbre^ulär 
bezeichnet  werden:  solche,  deren  Flächen  kongruente  reguläre  Polygone  sind  und  deren  gerade  Anzahl  von  Ecken 
regulär  sind,  aber  je  zur  Hälfte  von  verschiedener  Kantenzahl;  ferner  die  reziproken  dieser;  drittens  solche,  bei  denen 
sowohl  die  an  Zahl  paaren  regulären  Ecken  als  Flächen  in  zwei  gleichmächtigen  Gruppen  verschiedenkantiger  Indi- 
viduen vorkommen.  Die  zur  Bestimmung  der  Werte  für  die  Zahlen  der  Ecken  und  Flächen  dienenden  Gleichuno-en 
werden  aufgestellt,  die  Diskussion  der  Gleichungen  aber  wii-d  dem  Leser  überlassen,  besonders  die  Beantwortung  der 
Frage,  ob  die  durch  die  gefundenen  Zahlenwerte  von  f  und  c  charakterisierten  Polyeder  wirklich  von  regelniässi<'en 
Vielecken  begi-enzt  sein  können.  In  der  That  zeigt  die  durchgeführte  Diskussion,  dass  dies  nicht  der  Fall  ist,-)  mit 
Ausnahme  eines  einzigen  Wertepaares  für  die  dritte  Klasse  von  Polyedern:  f 3  =  /"^  ^  4,  e^  =  f^  =  4,  das  übrigens 
Gergonne  selbst  als  Beispiel  anführt.  Es  wird  dieses  Polyeder  erhalten  durch  Zusammensetzung  zweier  drei- 
seitigen Archimedeischen  Prismen  an  zwei  Quadraten,  sodass  die  Seitenkanten  des  einen  senki-echt  zu  denen  des 
andern  sind. 

Aus  der  vorstehenden  Übersicht  des  Inhaltes  von  Gergonnes  Arbeit  ist  ersichtlich,  dass  die  Kenntnis  der 
halbregulären  Körper  bei  französischen  Sclu-iftstellern  zu  jener  Zeit  durchaus  nicht  so  verbreitet  war,  wie  man  nach 
den  bereits  erschienenen  sehr  ausfülirlichen  Untersuchungen  deutscher  Mathematiker  erwarten  könnte.  Es  wird  dies 
aber  nicht  befremden,  wenn  man  die  weitere  Entwickelung  dieses  speziellen  mathematischen  Wissenszweiges  auf 
französischem  Boden  in  diesem  Jahrhundert  verfolgt  hat.  Ist  doch  die  ausführliche  Arbeit  von  Catalan  nicht  nur 
ohne  Berücksichtigung  deutscher  Forschungen  entstanden,  sondern  sogar  ohne  Kenntnis  der  Abhandlung  seines  Lands- 
manns Gergonne.  In  Deutschland  scheint  die  Lehre  von  den  halbregulären  Archimedeischen  Vielflachen  bald  in 
die  Elemente  aufgenommen  worden  zu  sein,  wenigstens  sind  hier  die  Bücher  von  Hohl')  und  H.  T.  Müller'')  zu 
nennen.  Bei  Müller  finden  .sich  auch  die  den  Archimedeischen  Polyedern  reziproken  angeführt.")  Die  allgemeinen 
Gestalten  der  gleichflächigen  Polyeder,  soweit  sie  dem  Oktaeder-Hexaedersystem  angehören,  haben  natürlich  aus 
krystallographischen  Gründen,  insofern  sie  eben  in  der  Natur  vorkommen  können,  schon  zeitig  Beriieksichtigun''  be- 
funden. °)  Klügel  verweist  in  seinem  Math.  Wörterbuche')  nur  auf  M.  Hirsch,  Marpurg  und  Kästner  imd 
meint  „der  wissenschaftliche  Wert  solcher  Untersuchungen  ist  sehr  beschränkt". 

Catalans  inhaltsreiche  Arbeit,  Memoire  sur  la  theorie  des  Polyedres,  ist  bereits  fi-üher*)  angeführt  worden 
wegen  ihres  ersten  Teiles,  der  sich  mit  der  allgemeinen  Theorie  der  Eulerschen  Polyeder  befasst,  soweit  sie  sich  als 


1)  Babinet  und  Cauchy  nannten  (1848)  polyedres  semi-r^guliers  gewisse  in  ein  EUipsoid  einbeschriebene  Polyeder. 
(Vergl.  Badoureau,  a.  a.  0.  S.  .52.) 

2)  Wie  der  Veri'.  fand.  Abzusehen  ist  natürlich  dabei  von  den  halbreguliiren  Polyedern,  die  sich  in  den  beiden 
ersten  Klassen  finden.  Das  Problem  ist  übrigens,  auch  wenn  man  von  der  Kegelmässigkeit  der  Ecken  und  Flächen  absieht, 
noch  unbestimmt,  da  nicht  gesagt  ist,  ob  die  gleichvielkantigen  Ecken  von  je  gleichviel  Flächen  derselben  Kantenzahl  ge- 
bildet sein  sollen. 

3)  A.  Hohl,  Die  Lehre  von  den  Polyedern.  Tübingen  18-11.  Die  Arch.  Pol.  S.  232  tf.  Ihre  Konstr.  und  auf  Tafeln 
die  Netze.     (Recht  ausführlich.) 

4)  J.  II.  T.  Müller,  Lehrbuch  der  Mathematik.  2.  Tl.  3.  Abt.  1852.  S.  301.  (Teilung  der  Kugeloberfläche)  und  S.  345. 
(Sehr  kurz.)  5)  J.  H.  T.  Müller,  a.  a.  0.  S.  345  ff. 

6)  Der  Verf.  hat  die  Litteratur  daraufhin  nicht  verfolgt. 

7)  Bd.  V  1831.  Artikel:  Vieleekiger  Körper.    S.  847:  Archimedeische  Körper.  8)  Vergl.  Nr.  56. 
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Folgerung  aus  dem  Eulerschen  Satze  ergiebt,  und  besonders  von  der  Bestimmung  eines  solchen  Polyeders  aus 
seinen  Stücken  handelt. -^j  Der  zweite  Teil  der  Arbeit,  die,  wie  schon  bemerkt  war,  als  Bewerbungsschrift  lun  den 
Preis  der  Akademie  vom  Jahre  1863  eingereicht  und  lobender  Erwähnung  ge^riirdigt  wurde  —  keine  der  acht  ein- 
gereichten Arbeiten  erhielt  den  Preis"-)  —  behandelt  die  Archimedeischen  VieLflache  und  die  ihnen  reziproken  Archi- 
medeischen  Varietäten  der  gleichflächigen  Polyeder.  Catalan  nennt  die  beiden  Klassen  von  Gebilden  polyedres  semi- 
reguliers  du  premier  genre^)  und  p.  s-r.  du  second  genre.  Zunächst  ^\-ii-d  gezeigt,  dass  nur  fünfzehn  solche  Gebilde 
der  ersten  Ai-t  möglieh  sind.  Die  Ableitimg  erfolgt,  abgesehen  von  der  Bezeichnung,  ähnlich  wie  im  Texte  Nr.  106. 
Xun  wii-d  zweitens  das  Problem  gelöst:*)  „Decomposer  la  sm-face  d'une  sphere  en  polygones  reguliers".  Die  füi- 
diese  gleicheckigen  (halbregulären)  Netze  gültige  Gleichung  ist  nicht  von  der  zur  Ableitung  der  Archimedeischen 
Polyeder  dienenden  verschieden;  die  Ecken  der  Netze  sind  die  Ecken  der  der  Kugel  eiubeschiiebenen  Polyedres  du 
premier  genre.  Es  folgt  hierauf  füi-  diese  einzeln  die  Konstruktion  und  Berechnimg,  die  sich  „auf  ein  einfaches  Problem 
der  Trigonometi'ie"  reduziert.''')  Obgleich  nun  Catalan  ausdrücklich  bemerkt,  dass  die  „Polyedres  du  second  genre" 
nur  die  konjugierten  der  vorigen  sind,  leitet  er  sie  doch  in  derselben  Weise  dii-ekt  ab,  und  erhält  natüiiich  dieselbe 
Gleichung  zur  Diskussion,  nm-  die  Flächen  mit  den  Ecken  vertauscht.®)  Nur  gelegentlich  wii-d  auch  der  andern 
möglichen  Entstehungsweise  einzelner  Körper,  dmx-h  Abschneiden  der  Ecken  oder  Aufsetzen  von  Pyramiden  bei  den 
regulären,  gedacht. ')  Die  erhaltenen  Polyeder  der  zweiten  Klasse  werden  ebenso  ausführlich  konsti'uiert  und  be- 
rechnet*), nachdem  das  Problem:  die  Obei-fläche  der  einbeschiiebenen  Kugel  in  gleiche  Polygone  derart  zu  zerlegen, 
dass  die  Winkel  um  jede  Ecke  imter  sich  gleich  sind,  gelöst  ist.  Es  wird  erörtert,  wie  sich  diese  Kugelnetze  aus 
den  vorigen  ableiten  lassen,  hier  also  zum  ersten  Male  die  Zuordnung  der  Netze  verschiedener  Art  beachtet.  Die 
ausführliche  Catalansche  Arbeit  hat  vor  der  von  II.  Hirsch  nur  das  voraus,  dass  auch  sämtliche  den  Ai-chLmedeisehen 
reziproke  Polyeder  behandelt  und  überdies  die  Abbildungen  aller  besprochenen  Köi-per  gegeben  sind,  bedeutet  aber 
sonst  keinen  wesentlichen  Fortschritt,  da  das  gestellte  Problem  an  sich  das  alte  ist.  —  Das  in  unserem  Texte  be- 
nutzte Programm  von  Heinze  (Cöthen  1868)  über  die  halbregulären  Körper  ist  nur  durch  die  Methode  be- 
merkenswert, bringt  aber  nichts  Neues.  —  In  der  grossen  Arbeit  von  Hessel,  Artikel  „Kiystall''  in  Gehlers  Physi- 
kalischem Wörterbuche*),  die  mit  vielen  Figurentafeln  der  betr.  Polyeder  ausgestattet  ist,  finden  sich  nicht  nur  die 
in  der  Natm-  als  KiystaUe  vorkommenden  Gestalten  studiert,  sondern  auch  die  des  ikosaedi-ischen  Systems.  Es 
scheinen  aber  die  von  Hessel  hier  eingeführten  Bezeichnungen  fernerhin  wenig  Eingang  gefunden  zu  haben.*")  Doch 
gilt  dies  nicht  füi-  die  kleine,  aber  inhaltsreiche  Schi-ift  „Übersicht  der  gleicheckigen  Polyeder  u.  s.  w."**)  Hier  ist 
ein  bedeutender  Schi-itt  vorwärts  gethan,  indem  zum  ersten  Male  an  Stelle  der  Ai-chimedeischen  Vielflaohe  die  all- 
gemeineren gleicheckigen  treten.  Über  die  Ai-t  der  Behandlung  giebt  unser  Text  Aufschluss.  Die  von  Hessel  ge- 
wählten Bezeichnungen  sind  als  besonders  instruktiv,  da  sie  die  Gestalttmg  des  Polyeders  gewissermassen  gleich  wie 
aus  einer  Formel  ablesen  lassen,  späterhin  von  Hess  für  die  Vielflache  höherer  Art  verallgemeinert  worden. 

Von  weiteren  hierher  gehörigen  Ai'beiten  sind  noch  die  von  Badoureau  (1878),  Pitsch  (1881),  Hess 
(1883)  und  Fedorow  (1885)  anzuführen,  obgleich  sich  die  beiden  ersten  wesentlich  mit  den  Vielflachea  höherer 
Art,  und  zwar  nur  deren  Archimedeischen  Varietäten,  beschäftigen.  Badoureau  leitet  im  ersten  Teile  der  bereits 
zitierten  Schrift'")  die  halbregulären  gleicheckigen  Vielflache  vollständig  ab,  und  zwar  in  einer  Weise,  die  am  meisten 
Ähnlichkeit  mit  der  von  Heinze  hat'^"),   weshalb    er   mit   Recht   seine   Methode   als    abweichend   von   der  Catalans 


1)  a.  a.  0.  S.  17.  Vergl.  Kr.  58. 

2)  So  zu  lesen  bei  Badoureau  a.  a.  0.  S.  50.  Fedorow  (in  der  historischen  Einleitung  seiner  später  zitierten  Schrift) 
schreibt:  „die  Akademie  habe  Catalan  den  Preis  für  seine  Arbeit  erteilt,  ohne  mit  dem  Verfasser  der  vorgelegten  Arbeit  zu 
wissen,  dass  die  darin  enthaltene  Ableitung  der  Archimedeischen  Körper  früher  wenigstens  zweimal  von  verschiedenen  Mathe- 
matikern in  französischen  Zeitschriften  publiziert  wurde."  Wieriel  Catalan  französischen  Vorgängern  hätte  verdanken  können, 
ist  oben  dargelegt.  Wir  hatten  wiederholt  über  die  geringe  Berücksichtigimg  mathematischer  Arbeiten  der  Schriftsteller 
einer  Nation  durch  die  einer  andern  zu  berichten.  Auch  Fedorows  Keimtnis  der  Litteratur  ist  keine  vollständige,  da  er  sonst 
viele  seiner  eignen  Resultate  in  schon  früher  erschienenen  Schriften  bes.  deutscher  Mathematiker  (Hessel,  Hess  u.  a.l  hätte 
finden  können. 

3)  Vergl.  die  Anm.  a.  a.  0.  S.  25:  „D  y  a  quelques  semaines,  j'ai  appris,  par  hasard,  que  les  polyedres  semi-röguliers 
du  premier  genre  sont  connus  presque  (?)  tous  depuis  longtemps  sous  le  nom  de  solides  d'Archimede.     Nil  novi  sub  sole!" 

4)  a.  a.  0.  S.  32.  5)  a.  a.  0.  S.  36—49.    Die  allgemeine  Ableitung  der  Formeln  S.  35/36. 
6)  a.  a.  0.  S.  soff.  7)  a.  a.  0.  S.  54  und  62.  8)  a.  a.  0.  S.  54—71. 

9)  1830.  Bd.  V  S.  1023—1340. 
10)  Die  Namengebung  ist  überhaupt  noch  eine  schwankende.     So  werden  für  das  Achtundvierzigflach  U'i  in  Nr.  114 
die    Bezeichnungen    angeführt:   achtundvierzigwandiger  Dreieckflächner,  Tetracontaoctaedrum  trigonoideum,  Uexakisoktacder, 
Pyramiden-Granatoeder,  Trigonalpolyeder  (!),  Pyramidenrautenzwölfflach.  11)  Vergl.  Nr.  112. 

12)  Vergl.  auch  deren  Inhaltsangabe  in  Badoureau,  Sur  les  figures  isosceles.  Compt.  Rend.  T.  87.    Paris  1878.  S.  823. 

13)  Vergl.  z  B.  die  Figuren  a.  a.  0.  S.  68,  70,  80  u.  s.  w. 
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hervorhebt.^)  Er  bemerkt  richtig,  dass  diese  Methode  der  Krystallogi-aphie  entlehnt  ist,  und  fügt  hinzu,  dass  ihm 
die  Untersuchungen  von  Bravais")  über  die  Symmetrieeigenschaften  von  wesentlichem  Nutzen  gewesen  seien,  wie  er 
denn  Bravais'  Bezeichnungen  allgemein  anwendet.  Die  Worte  „la  symetrie  est  pour  la  Geometrie  des  polyedres 
ce  que  la  theorie  des  nombres  est  pom-  l'Arithmetique"  setzt  er  als  Motto  an  die  Spitze  seiner  Abhandlung,  auf 
deren  zweiten  wichtigeren  Teil  wir-  später  zu  sprechen  kommen.  Dasselbe  gilt  für  mehrere  kleinere  Aufsätze  von 
J.  Pitsch  „Über  halbreguläre  Sternpolyeder,  mit  einer  Einleitung  über  die  Beziehungen  zwischen  den  halbregulären, 
und  den  ihnen  polar  zugeordneten  Polyedern"^),  die  aber  auch  einiges  hier  zu  Erwähnende  enthalten.*)  Es  wird, 
wie  der  Titel  der  Schrift  anzeigt,  im  Eingange  derselben  die  Konstruk-tion  der  Archimedeischen  Varietäten  der 
gleichflächigen  Polyeder  aus  den  halbregulären  gleicheckigen  gelelu-t.  Als  nicht  uninteressant  sei  daraus  die 
geometrische  Konstruktion  der  Grenzfläche  des  Archimedeischen  gleichflächigen  Polyeders  für  den  Fall,  dass  sie  ein 
Dreieck  ist,  angeführt.'')  Man  denke  sich  die  polaren  Polyeder,  das  halbreguläre  gleicheckige  P  und  das  ihm  polare  P', 
in  solcher  Lage,  dass  ihre  Kanten  ein  und  dieselbe  Kugel  berühren,  und  je  zwei  sich  entsprechende  Kanten  in 
diasen  Berührungspunkten  senki-echt  zu  einander  stehen.  Die  Mitten  der  Kanten  von  P  liegen  auf  einem  Kreise, 
und  di-ei   Kanten  von  P'  sind  Tangenten  in  diesen  Punkten  an  diesen  Kreis,  d.  h.  die 

Fläche  von  P'  und   ein   aus   den   ersten  Diagonalen   der   drei   Grenzflächen   von  P  ge-  ^~\       

bildetes  Dreieck  sind  polar  in  Bezug  auf  den  diesem  letzteren  Dreiecke  umbeschriebenen  t ^    7        1     \  /^  '  ■  i.^    / 

Kreis  als  Direktrix,   da  man  ja   wegen   der  Ähnlichkeit    an    Stelle    des    aus    den  Ver-  i:l_A  '■      )     \    .      '■  / 

bindungslinien  der  Kantenmitten  von  P  gebildeten  Dreiecks  das  aus  den  besprochenen  f^^^^^\  P-^L.-/ 

Diagonalen  gebildete   setzen   kann.     Die  Konstruktion    der   Fläche   von  P'  wird   durch        /  \         1       / 

Fig.  99    nun   hinreichend    erläutert.     Weiter    wird   auch    die   Konstruktion   der   Fläche        \  I  \   / 

von  P'  gelehrt,  wenn  sie  ein  Viereck  oder  Fünfeck  ist,  wiewohl  hier  die  Rechnung  zu  ^^^^^^^  y 

Hilfe  genommen  wird.^)  —  Pig  99 

Es  ist  mit  Recht  darauf  hingewiesen  worden'),  dass  in  Bezug  auf  Archi- 
medeische  Sternköi-per  Hess  die  Priorität  gebülu-t,  wenngleich  die  zusammenhängende  Darstellung  sich  erst  in  dem 
oft  angeführten  Werke  über  Kugelteilung  findet,  da  der  Verfasser  Einzeluntersuchungen  bereits  seit  1872  veröflfent- 
licht  hat.  Auch  das  Problem  der  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Polyeder  erster  Art  ist  in  der  dem  Buche  eigen- 
tümlichen Ableitungsweise  hier  zuerst  vollständig  und  sehr  ausführlich  erledigt,  so  dass  der  Titel,  der  das  Buch  nur 
als  Einleitung  in  diese  Disziplin  bezeichnet,  allzu  bescheiden  klingen  wiii-de,  wenn  man  ihn  nicht  auf  den  zweiten 
Teil  des  Problems:  die  die  Kugel  mehrfach  bedeckenden  Netze  zu  finden,  mit  bezöge.^)  Das  Netzproblem,  soweit 
es  hier  zu  besprechen  war,  findet  zunächst  in  der  in  Nr.  120  nur  für  die  gleichflächigen  festen  Netze  angedeuteten 
Weise  allgemeine  Erledigung.')  Die  erhaltenen  Resultate  werden  dann,  besonders  mit  Rücksicht  auf  die  zugehörigen 
Polyeder,  in  neuer  Weise  gi-uppiert  und  diese  Polyeder,  namentlich  ihi-e  speziellen  Varietäten,  genauer  Betrachtung 
unterworfen.'")  Weiter  folgt  dann  im  V.  Kapitel '')  eine  instruktive  analytische  Darstellung  sämtlicher  Netze  und  der 
zugehörigen  Polyeder,   der  wir  nur  die  kurze  Betrachtung   über   die  Ableitungskoeffizienten   entnommen   haben.      Das 


1)  a.  a.  0.  S.  51. 

2)  Bravais,  Memoire  sur  les  pol3'edres  de  forme  symetrique.  Liouvilles  Journal  14.  S.  137—180.  1849.  Deutsch: 
Ostwalds  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften  Nr.  17,  S  8  ff.  Wir  benutzen  diese  Gelegenheit,  auf  weitere  Schriften  hin- 
zuweisen, die  sich  mit  dem  Problem  der  Symmetrie  der  Polyeder  befassen,  auf  das  wir  in  unserem  Buche  nicht  ausführlich  ein- 
zugehen beabsichtigen.  Nach  Bravais  ist  hier  besonders  C.  Jordan  zu  nennen,  der  die  Symmetrie  der  Eulerschen  Polyeder 
erschöpfend  in  den  beiden  Abhandlungen  gleichen  Titels  bespricht:  Recherches  sur  les  polyedres,  Grelles  Journal  Bd.  G6,  1866. 
S.  22  ff.  und  Bd.  68,  1868,  S.  297  ff.  Seine  Untersuchungen  führen  ihn  dazu,  die  Eulerschen  Polyeder  nach  der  Symmetrie  in 
neun  Kla.ssen  zu  teilen  (die  unsymmetrischen  in  der  ersten  Klasse  mit  eingeschlossen).  Die  drei  letzten  dieser  Klassen  ent- 
halten die  Polyeder  der  tetraedrischen,  kubooktaedrischen  und  ikosidodekacdrischen  Symmetrie,  von  deren  regulären  und  halb- 
regulären  Typen  wir  gesprochen  haben.  (Vergl.  hierzu  Anhang  I  dieses  Buches.)  Kirkman  behandelt  die  Symmetrie  der  Polyeder 
in  der  schon  fi-üher  zitiei-ten  Arbeit:  On  the  Theory  of  the  Polyedra,  Philosophical  Transactions ,  1862.  S.  121,  also  vor 
C.  Jordan.  Die  (nach  imsrer  Meinung)  sehr  schwer  verständliche  Abhandlung  scheint  aber  wenig  Beachtung,  wenigstens  ausserhalb 
Euglaud.s,  gefunden  zu  haben.  Nicht  unerwähnt  darf  endlich  bleiben,  dass  sich  Mübius  längere  Zeit  (1850 — 1861,  vergl.  Ges. 
Werke  S.  564  ff.)  mit  Untersuchungen  über  die  Symmetrie  der  Figuren  beschäftigt  hat,  deren  Ergebnisse  C.  Reinhardt  im 
zweiten  Bande  der  Ges.  Werke  von  Möbius  aus  dessen  Nachlasse  veröffentlichte  (a.  a.  0.  S.  568 — 708). 

3)  Zeitschrift  für  das  Realschulwesen  von  Kolbe.  Wien  1881.  VI.  Jahrg.  S.  9—24,  72—89.  216. 

4)  a.  a.  0.  S.  9—21.  5)  a.  a.  0.  S.  18.  6)  a.  a.  0.  S.  20  ff. 

7)  Koch,  Über  reguläre  und  halbreguläre  Stempolyeder.  Korresp. -Blatt  f.  d  Gel.  u.  Realsch.  1887.  3/4.  Heft. 
Sonderabdr.    S.  20. 

8)  Das  Studium  des  Werkes  ist  für  jeden,  der  tiefer  in  diese  Materie  eindringen  will,  unerlässlich. 

9)  Hess  n  S.  36—212.  10)  a.  a.  0.  S.  213—265. 
11)  a.  a.  0.  S.  266—382. 
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]^(J2  E.   Die  besondei-en  Eulei-schen  Vielflache. 

Schlusskapitel  des  ersten  Teiles  i)  des  Buches  bringt  Anwendungen  und  Erweiterangen  der  Theorie  d.  h.  Beziehungen 
zu  gewissen  Problemen  der  Algebra  und  Funktionentheorie,  auf  die  hier  nicht  eingegangen  werden  kann.  Der 
wichtige  zweite  Teil  enthält  die  Lösung  des  Problems  der  die  Kugel  mehrfach  bedeckenden  Netze,  soweit  es  über- 
haupt bereits  gelöst  ist,  und  wird  in  den  folgenden  Nummern  unseres  Buches  wesentlich  der  Darstellung  mit  zu 
Grande  gelegt  werden.  Nicht  unerwähnt  mögen  die  von  Hess  zur  Veranschaulichung  der  Gestalt  der  Polyeder 
konstraierten  Poljederkaleidoskope  (räumliche  Winkelspiegel)  bleiben.^)  —  Es  eriibrigt  endlich  noch  auf  die  Arbeiten 
von  Fedorow  einzugehen.  Fedorows  „Elemente  der  Gestaltenlehre" ^)  dürften  in  weiteren  Kreisen  nur  durch  die 
deutsche  Inhaltsangabe  in  der  unten  zitierten  Zeitschrift'')  bekannt  sein,  auf  die  wii-  uns  lediglich  beziehen  können. 
Es  kann  sich  hier  nur  imi  Wüi-digung  der  Teile  der  Arbeit,  die  mit  dem  in  diesem  Kapitel  unsres  Buches  Be- 
sprochenen in  Verbindung  zu  bringen  sind,  handeln,  d.  h.  der  ersten  beiden  und  des  fünften  Abschnittes,  da  der 
dritte  Abschnitt,  der  die  Lehre  von  der  Symmetrie,  der  vierte,  der  die  Zonenlehre  imd  die  reguläre  Plan-  und 
Eaumteilung  ziun  Lihalt  haben,  teils  der  Elementannoi-phologie  der  räumlichen  Gebilde  zuzuweisen  sind,  teils  mehr 
den  Krystallographen  beriUu-en  können.  Auf  die  Abweichung  seiner  Morphologie  von  der  Eberhards  weist 
Fedorow  bereits  hier  hin,  und  kommt  später  in  einer  zweiten  Arbeit  ausfütu-licher  darauf  zurück.^)  Der  erste 
Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  offenen  Gestalten,  d.  h.  Ecken,  die  hier  Gonoi-dcr  genannt  sind,  und  enthält  die 
bekannte  elementare  Theorie  dieser  Gebilde.*')  Der  zweite  Abschnitt  bespricht  die  geschlossenen  Gestalten,  d.  h. 
Polyeder,  auch  hier  vielfach  neue  Bezeichnungen  einführend.  Fällt  man  aus  dem  Mittelpunkte  einer  Kugel  auf 
sämtliche  Flächen  eines  gegebenen  Polyeders  Senkrechte,  wobei  deren  Sinn  nicht  ausser  Acht  zu  lassen  ist,  imd 
nimmt  die  durch  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  der  Kugeloberfläche  gelegten  Tangentialebenen  als  die  Flächen 
eines  neuen  Polyeders,  so  heisst  dieses  ein  fi/pisches  Polyeder  Sind  dessen  Ecken  nicht  sämtlich  Trigonoeder  (drei- 
kantige E.),  so  gelingt  die  Erzeugung  solcher  dm-ch  geringe  Parallelverschiebung  der  Tangentialebenen,  wodurch  sich 
das  sogenannte  veränderte  typische  Polyeder  ergiebt.  Ein  subtypisches  ist  dann  dasjenige,  dessen  „Scheitelpunkte" 
die  Berähi-ungspunkte  der  Flächen  des  typischen  sind,  d.  b.:  typische  und  subtypische  Polyeder  sind  reziprok,  und 
das  veränderte  subtypische  Polyeder  ist  ein  Trigonalpolyeder  nach  unsrer  Bezeichnung.  Als  besonders  bemerkenswert 
werden  nun  die  Isoeder  (gleichfiächige  Pol.)  und  Isogone  (gleicheckige  Pol.)  weiteren  Betrachtungen  unterworfen. 
Wenn  aber  behauptet  wird  „in  allgemeinster  Form  ist  diese  Ableitung  hier  zum  ersten  Male  gegeben;  die  früheren 
Autoren  begnügten  sich  mit  sehr  speziellen  Fällen  vereinzelter  symmetrischer  Polyeder  („halbregelmässige",  „archi- 
medische", „isosceles"  u.  s.  w.),  die  ich  als  besondre  bezeichne"  —  so  lässt  sich  dies  nach  dem  vorstehenden  hi-storischen 
Überblick  nicht  aufrecht  erhalten,  denn  nicht  nur  die  die  Ableitung  der  „Isogone"  vollständig  enthaltende  Arbeit  von 
Hessel,  sondern  selbst  die  Kugelteilung  von  Hess  ist  vor  Fedorows  Abhandlung  erschienen.')  Schwerlich 
kann  man  sich  die  Ableitung  aber  noch  allgemeiner  denken  als  bei  Hess.  —  Die  Notwendigkeit  der  Einführung 
der  neuen  Bezeichnungen  soll  nicht  erörtert  werden.  —  Die  Ableitimg  der  Isogone  erfolgt  in  bekannter  Weise  durch 
Diskussion  der  betr.  Gleichung  unseres  Textes.  Auch  die  Frage  nach  den  nicht-typischen  Isoedern  wird  aufgeworfen. 
Einige  Reihen  solcher  Figuren  werden  aufgestellt  und  es  wird  bemerkt  „dass  der  Inhalt  dieses  Kapitels  in  direktem 
Widerspruche  (?)  mit  der  von  Hess  ausgesprochenen  Meinung  steht,  dass  alle  gleichflächigen  Polyeder  der  Bedingung 
genügen,  einer  Kugel  mnschrieben  zu  sein".  Am  Schlüsse  des  zweiten  Absclmittes  kommt  Fedorow  auf  die  Klassi- 
fikation der  Polyeder  zu  sprechen  und  betont,  u.  E.  mit  Recht,  die  Flächen  zui-  Grundlage  einer  solchen  zu  wählen, 
wenngleich  die  Einteilung  in  die  zwei  Klassen  der  paarflächigen  und  unpaarflächigen  Polyeder  kamn  allzuwichtig 
sein  düi-fte.  Der  Schwerpunkt  der  Abhandlung  liegt  ohne  Zweifel  in  dem,  auch  an  Umfang  gi-össten,  interessanten 
vierten  Abschnitte,  während  der  dritte,  dessen  Inhalt  die  Ausführung  des  Satzes  bildet  „dass  jeder  Syrmnetrieai-t 
typische  Isoeder  entsprechen,  also  umgekehrt  sich  auf  Grund  von  deren  Kenntnis  sämtliche  Synimetriearten  ableiten 
lassen"  um  damit  „nach  Hessel  die  erste  neue  Auflösung  der  Aufgabe,  alle  Symmetriearten  abzuleiten"  zu  geben, 
die  Arbeiten  von  C.  Jordan  u.  a.  zu  ignorieren  scheint.*)  —  Von  den  zwei  Kapiteln  des  letzten  Abschnittes'')  be- 
handelt das  zweite  die  Vielecke  und  Polyeder  höherer  Art,  das  erste  die  Eoiloeder,  d.  h.  Polyeder  mit  ttberstumpfen 


1)  Hess  II  S.  383—428. 

2)  a.a.O.  S.  262,  wo  sich  die  früheren  Arbeiten  desselben  Verf.  hierüber  angeführt  finden.  Vergl.  auch  den 
Katalog  der  math.  Ausstelhmg,  München  1893.    S.  250. 

3)  Verhandlungen  der  k.  russ.  min.  Gesellsch.  St.  Petersburg.  1885.  21.  1—279.    Mit  18  Tfln.  (russisch.) 
i)  Ztschrft.  f.  Krystallographie  u.  Mineralogie  von  P.  Groth.  21.  Bd.  5/6  Heft.  Leipzig  1893.  S.  679. 

ö)  Fedorow,  Grundlagen  der  Morphologie  und  der  Systematik  der  Polyeder.  St.  Petersburger  Min.  Ges.  XXX. 
241—332.  (russisch)  1893.  Eine  Inhaltsangabe  in  französ.  Sprache  folgt  der  Abhandlung  (S.  332— 342X  die  mir  nicht  vor- 
gelegen hat. 

6)  Vergl.  z.  B.  die  Darstellung  bei  Rausenberger,  Die  Elementargeom.  u.  s.  w,  S.  182  if. 

7)  Vergl.  die  berechtigten  Bemerkungen  von  Hess  in  d.  Sitzungsber.  d.  Marburger  Naturforsch.  Gesellsch.  1893. 
S.  45—53.  8)  Vergl.  Anhang  I  dieses  Buches. 

9)  Abschnitt  V.  „Über  die  Polyeder  mit  konkaven  Ecken,  wirklichen  oder  scheinbaren". 


123.    Einleitung.     Von  den  Flächen  und  Ecken  der  Vielflache  höherer  Art.  163 

Flächenwinkeln  und  von  diesen  besonders  die  Isokoiloedcr.  Es  wird  zunächst  auf  die  der  Eul ersehen  Gleichung 
nicht  genügenden  Polyeder  hingewiesen;  zu  denen,  welche  sie  befriedigen*),  gehören  aber  auch  Koiloeder.  Existiert 
ein  typisches  Kcüoeder,  so  existiert  ein  —  wü-  würden  sagen  isomoiphes  —  typisches  (konvexes)  Polyeder.  Die 
Isokoiloedcr  der  Holoedrie  des  regulären  Systems  (Fig.  19"  und  19''  auf  Taf.  \TI  zeigen  Beispiele  solcher  Körper-)), 
der  tetraedrischen  und  dodekaedrisehen  Hemiedrie  desselben  Systems  werden  abgeleitet,  ebenso  wie  die  des  ikosaedrischen 
Systems,  während  die  Existenz  solcher  Gebilde  in  den  Fällen  der  gyroidischen  Hemiedrie  und  Tetartoedrie  des 
regulären  Systems  als  umnöglich  nachgewiesen  wird.  Diese  Betrachtungen  haben  wir  anderswo  nicht  gefunden.  Nicht 
unerwähnt  bleibe  zum  Schlüsse  noch  eine  kurze  Abhandlung  von  Fedoroff^),  die  den  Satz  ausspricht:  „Wenn  ein 
Polyeder  einer  Kugel  einbeschreibbar  und  einer  konzentrischen  Kugel  umbeschi-eibbar  ist,  so  existiert  immer  ein 
polares  Polyeder,  das  denselben  Kugeln  ein-  und  umbeschreibbar  ist."*) 


F.  Die  besonderen  Yielflaehe  höherer  Art. 

123.  Ehileitnug.  Von  deu  Flächen  und  Ecken  der  Vielflache  höherer  Art.^)  Nachdem  die  allgemeine 
Theorie  der  Eulerschen  Vielflache  und  die  Betrachtung  der  besonderen  Gebilde  dieser  Art,  soweit  sie  ge- 
plant war,  in  den  bisherigen  Kapiteln  des  Buches  erledigt  sind,  handelt  es  sich  im  folgenden  um  die  Unter- 
suchung aller  der  Vielflache,  die  nach  den  früheren  Bezeichnungen  als  aussergewöhnliche  zu  gelten  halsen. 
Im  wesentlichen  werden  nur  solche  aussergewöluiliche  Vielflache  in  Betracht  kommen,  die  einen  gewi.sseu 
Grad  von  Regelmässigkeit,  um  diesen  Ausdruck  ganz  allgemein  zu  gebrauchen,  erkennen  lassen,  wie  sich  dies 
in  Nr.  126  weiter  ausgeführt  findet.  Doch  sollen  auch  Bemerkungen  über  völlig  irreguläre  Vielfiache 
gelegentlich  mit  eingeflochten  werden,  wiewohl  zu  erwähnen  ist,  dass  Untersuchungen  auf  diesem  Gebiete, 
die  über  das  in  Abschnitt  C  allgemein  Gesagte  hinausgehen,  so  gut  wie  noch  nicht  angestellt  sind.  So 
weit  nicht  anders  bemerkt  ist,  sind  die  betrachteten  besonderen  Vielflache  zweiseitig;  die  einseitigen  Viel- 
fiache sollen  in  einem  besonderen  Kapitel  am  Schlüsse  zur  Sprache  kommen.  Kann  man  von  jedem  Punkte 
der  Oberfiäche  eines  Vielflaches,  auf  ihr  fortschreitend,  zu  jedem  andern  ihrer  Punkte  gelangen,  so  ist 
das  Vielflach  kontinuierlich,  wie  alle  bisher  in  den  Abschnitten  D  und  E  besprochenen.  Ist  diese  Bedingung 
nicht  erfüllt,  so  ist  das  Vielflach  als  diskontinuierlich  zu  bezeichnen,  wie  in  dem  entsprechenden  Falle  der 
ebenen  Polygone.  Alle  diskontinuierlichen  Vielflache  müssen  höherer  als  erster  Art  sein,  aus  Gründen,  die 
in  Nr.  124  erläutert  sind.  Ähnlich  wie  dies  bei  Betrachtung  der  ebenen  Vielecke  galt,  lässt  sich  auch  hier 
bemerken,  dass  ein  grosser  Teil  der  für  kontinuierliche  Vielflache  geltenden  Sätze  sich  auch  auf  die  dis- 
kontinuierlichen erstreckt;  Ausnahmen  von  dieser  Thatsache  sind  besonders  erwähnt.  Es  sollen  hier  zunächst 
einige  Bemerkungen  über  die  Begrenzungsflächen  und  die  Ecken  der  im  weiteren  zu  betrachtenden  Vielflache 
angefügt  werden.  An  einem  nicht-Eulerschen  Polyeder  kommen  entweder  Flüchen  oder  Ecken  höherer  als 
der  ersten  Art  vor,  oder  beides  zugleich.  —  Die  Art  einer  Grenzfläche,  d.  h.  eines  Vielecks,  ist  dabei  so  zu 
bestimmen,  wie  es  in  Nr.  4  und  .'">  erläutert  wurde.  Sie  ist  also  ausser  von  der  Zahl  der  Kanten  von  der 
Innenwinkelsumme  und  der  Zahl  der  uberstumpfen  Winkel  abhängig.  Ist  die  dort  und  fernerhin  mit  k  be- 
zeichnete Zahl  überstumpfer  Winkel  grösser  als  Null,   so  ist  das  Vielflach  sicher  nicht  konvex,   denn  min- 


1)  Vergl.  die  Beui.  von  de  Jouquieres  in  Mr.  56. 

2)  Auch  Fig.  29.  Taf.  VIII  kann  so  gedeutet  werden,  wenn  das  Dreieck  als  Grenzfläche  betrachtet  wird. 

3)  Un  theoreme  des  ('lements  d'Euclide  expiime  cn  forme  tres-g(;nerale.     Darboux.  Bull.  (2).  X\'1II.    59 — 64.   (1894.) 

4)  Im  Anhange  zu  Steiners  „Systematische  Entwickelung  u.  s.  w."  (Steiner,  Ges.  Werke  Hd.  I  S.  454)  findet  sich  eine 
Frage,  die  sich  kurz  so  formulieren  lässt:  „Existiert  zu  einem  beliebig  gegebenen  konvexen  Polyeder  ein  isomorphes,  das  sich 
in  oder  um  eine  Kugelfläche  (oder  irgend  eine  andre  Fläche  zweiten  Grades)  beschreiben  lässt?"  Sicher  giebt  es  zu  jedem 
Trigonalpolyeder  ein  isomorphes,  das  sich  in  eine  Kugel  beschreiben  lässt,  und  demnach  zu  jedem  allgemeinen  ein  isomorphes, 
das  eine  einboschriebene  Kugel  besitzt.     Wie  ist  die  Frage  für  die  bei.  singulären  Vielfiache  zu  beantworten? 

5)  Dieser  Zusatz  wird  weiterhin  als  selbstverständlich  häufig  unterdrückt  werden 
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Jg4  F-   Die  besonderen  Vielilache  höherer  Art, 

destens  an  einer  der  übrigen,  in  dem  betr.  Eckpunkte  des  Vielflaches  endigenden,  Kanten  muss  der  Flächen- 
■wLnkel  ebenfalls  überstumpft  sein,  welches  Vorkommnis  die  Bedingimg  des  Nichtkonvexseins  ausspricht. 
Doch  ist  die  Existenz  von  überstumpfen  Kantenwinkeln  an  einem  nicht-konvexen  Vielflach  natürlich  nicht 
notwendig.')  Die  Art  einer  r-rrenzfläche  sei  auch  weiterhin  stets  mit  a  bezeichnet.  Denselben  Wert  a  be- 
sitzt das  aus  Hauptkreisbogen  gebildete  sphärische  Polygon-),  das  durch  Projektion  der  ebenen  Grenz- 
fläche des  Vielflaches  auf  eine  dieses  rings  umschUessende  Kugel  aus  deren  Mittelpunkt  entsteht.  —  Die  Art 
K  einer  Ecke  bestimmt  sich  folgendermassen.  Man  fälle  aus  einem  beliebigen  Punkte  (innerhalb)  der  Ecke 
Senkrechte  auf  ihre  Grenzflächen  imd  zwar  auf  dieselbe  Seite  (etwa  die  innere  der  Ecke,  die  nicht  gefärbt 
ist,  wenn  man  die  äussere  durch  Färbung  davon  imterschieden  hat).  Kehrt  eine  Fläche  dem  Punkte  die 
entgegengesetzte  Seite  zu,  so  ist  die  Senkrechte  in  der  entgegengesetzten  Richtung  zu  ziehen.  Dm-ch  je  zwei 
der  in  der  Ordnung  der  Flächen  auf  einanderfolgenden  Senkrechten  lege  man  Ebenen,  welche  dann  die  Polar- 
ecJce  der  gegebenen  Ecke  bilden.  Schneidet  diese  auf  der  um  ihi-en  Scheitel  beschriebeneu  Kugel  ein  Polygon 
a-ter  Art  aus,  so  hat  die  ursprüngliche  Ecke  die  Art  u.  —  Lässt  sich  eine  konvexe  Ecke,  d.  h.  eine  Ecke 
ohne  überstimipfe  Flächen wiukel,  so  mit  ihrem  Scheitel  auf  eine  Kugelfläche  legen,  dass  ihre  sämtlichen 
innerhalb  der  Kugel  befindlichen  Grenzebenen  dem  Kugelcentrum  dieselbe  Seite  zuwenden,  so  bedeckt  die 
Projektion  dieser  Ecke  aus  dem  Centrum  auf  die  Oberfläche  der  Kugel  ein  Stück  dieser  K-mal,  wenn  a  die 
Art  der  Ecke  ist.  Diese  geometrische  Auflassung  der  Artzahl  «  ist  auch  die  nächstliegende  für  sphärische 
Ecken  höherer  Art  eines  Kugelnetzes. 

124.  Die  Art  A  eines  Vielflaches.    Die  Formeln   von  Hess.    (Erweiterter   Eulerscher  Satz.)    Die 

Definition  der  Art  Ä  eines  Vielflaches  ist  ganz  entsju'echend  der  für  die  Aai  eines  ebenen  Vielecks.  Wie 
diese  gleich  a  war,  wenn  die  Summe  der  Umfangswinkel  (Polarecken,  vergl.  Nr.  4)  2 an;  betrug,  so  gilt  hier: 
Die  Art  eines  Vielflaches  ist  A,  icenn  die  Summe  aller  seiner  PoIarecJcen  A  Kugeln  heträgt.  Konstruiert  man 
um  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes  die  Polarecken  zu  sämtlichen  Ecken  eines  Vielflaches,  indem  man  aus 
diesem  Puukte  Senkrechte  auf  die  Innenseiten  der  Grenzflächen  fällt,  und  durch  je  zwei  derselben,  die  zweien 
sich  in  einer  Kante  des  Vielflaches  schneidenden  Grenzflächen  entsprechen,  Ebenen  legt,  so  erfüllen  die  lücken- 
los an  einander  grenzenden  Polarecken  den  Raum  imi  den  Scheitel  herum  ^4-mal.  Die  um  diesen  Scheitel 
beschriebene  Kugel  wird  diu-ch  die  Flächen  der  Polarecken  nach  grössten  Kreisen  geschnitten,  und  das  er- 
zeugte Netz  sphärischer  Polygone  (von  denen  jedes  einer  bestimmten  Ecke  entspricht)  bedeckt  die  Kugel 
ebenfalls  ^i-mal.  Nun  verhält  sich  ^)  der  Inhalt  eines  sphärischen  Polygons  zur  Halbkugel  wie  sein  sphärischer 
Excess,  d.  h.   der  Überschuss   seiner  Winkelsumme  über  die   Summe  der  Winkel   des  ebenen  Polygons,  zu 

27t,    d.  h.    es   ist    der   Inhalt  des  sphärischen  Polygons    der   Polarecke:    F^  ^ •  — ,  wenn 

w  die  Winkelsumme  des  sphärischen  Polygons,  n  die  Kantenzahl  (also  zugleich  die  Kantenzahl  der  ur- 
sprünglichen Ecke),  h  die  Zahl  der  überstumpfen  Innenwinkel  und  «  die  Ai-t  des  Polygons  (d.  h.  auch  der 
ursprünglichen   Ecke)    bezeichnen.     Ist    nun    U  die   Summe    der    Umfangswinkel    dieses   Polygons,    so  ist') 

IV -\-  U  =  {n -\- 2k)  n.     Eliminiert  man  hiermit  u:  aus  F,  so  ist  F= — '— ■ -■      Nim    ist    die    Summe 

der  Umfangswinkel  der  Polarecke  gleich  der  Summe  der  ebenen  Winkel,  d.  h.  der  Kautenwinkel,  der  ur- 
sprünglichen Ecke,  da  die  Umfangswinkel  der  Polarecke  der  Reihe  nach  den  einzelnen  ebenen  Winkeln  der 
Ecke  gleich  sind,  d.  h.  es  ist  U  ^  W,  wenn   W  die  Summe  der  Kantenwinkel  der  Ecke  ist.     Es   ist  somit 

i^=  — '-T •  —  •     Ist  nun  die  Summe  aller  sphärischen  Polygone  gleich  dem  .4-fachen  der  Kugel,  so  kommt 


23i: 

2«jt  —  W    0 


A&  oder  2iiZu  —  EW=AnA.     Setzt    man    die    Summe    der    ebenen  Winkel    des 


Polyeders,  die  sicher  ein  ganzzahliges  Vielfaches  von  2n  ist,    gleich  2p%,    so    ergiebt   sich    aus    der   letzten 
Gleichung  die  erste  Formel  von  Hess: 

2^  =  r«  —  7^. 

1)  Vergl.  die  Koiloüder  in  N'r.  122.  2)  Vergl.  Nr.  37  und  38.  3)  Vergl.  Nr.  5. 


124.  Die  Art  ^  eines  Vielfl.  Die  Foi-meln  v.  Hess.  (Erweiterter  Eulerscher  Satz.)    125.  Die  Reziprozität  der  Vielflache  höh.  Art.     165 

Es  ist  hier  <lie  Art  Ä  des  Vielflaclies  bestimmt  durch  die  Art  sämtlicher  Ecken  und  die  Summe  2/);r  aller 
Kantenwiukel.  Aus  dieser  ersten  Formel  lässt  sich  leicht  eine  zweite,  symmetrischer  gebaute,  ableiten.  Es 
ist  die  Iiinenwinkelsumme  eines  w-ecks  der  Art  a  mit  Je  überstumpfen  Winkeln:  (n  -(-  2k  —  2«)  ar.  Es  gilt 
also    für    die    obige     Summe    aller    Kantenwinkel    des    Vielflaches:     Z  (n  -|-  2fc  —  2a)  ir  =  2j),-t    d.  h.: 

p  =—  Hn  -\-  Zh  —  Z(t.     Da  aber  Zn  die  doppelte  Anzahl  der  Kanten  des  Vielflaches  d.  h.  2K  ist,   so  er- 

giebt  sich  nach  Einsetzung  des  Wertes  von  p  in  die  erste  Hesssche  Gleichung  die  zweite  Formel  von  Hess: 

2^  =  2«  +  2rt  —  if  —  SÄ-. 

Hierin  bedeutet  Z!a  die  Summe  der  Zahlen,  welche  die  Arten  der  Ecken  des  Vielflaches  angeben,  Ua  die 
Summe  der  Zahlen,  welche  die  Ai-ten  der  Flächen  bestimmen,  K  die  Summe  aller  Kanten,  Z!k  die  Summe 
der  überstumpfen  ebenen  Winkel.  Beide  Hesssche  Formeln  gelten  für  konvexe  und  nicht  konvexe  Viel- 
flache, wenn  diese  nur  das  Kantengesetz  von  Möbius  erfüllen,  d.  h.  zweiseitig  sind.  So  lange  Je  verschieden 
von  Null  ist,  können  nicht  sämtliche  a  bez.  sämtliche  «  gleich  1  sein.  Sind  sämtliche  E  Ecken  von  der 
ersten  Art,  so  wird  die  zweite  Hesssche  Formel  E  -\-Za  =  K  -\-  2Ä]  falls  sämtliche  J"  Flächen  von  der 
Art  1  sind:  Zcc  -\-  F  =  K  ■{-  2A.  Sind  sämtliche  Ecken  und  Flächen  erster  Art,  so  wird  A  =  1  und  die 
Hesssche  zweite  Formel  zum  Eulerschen  Satze:  E -{- F  =  K -{- 2,  weshalb  die  Hesssche  Formel  auch  als 
Erweiterter  EiäerscJier  Satz  ^)  bezeichnet  wird.  Die  Beziehung  dieser  Formel  zu  den  in  Nr.  50  und  52,  die  in  gleicher 
Weise  benannt  waren,  ist  naheliegend.  Setzt  man  in  der  letzten  Gleichung  der  Nr.  52  alle  i  Polyeder  von  der 
Grundzahl  1  voraus,  so  wird  die  Gleichung^):  c  —  Ji-{-f=2i,  und  wenn  die  erwähnten  i — 1  polyedrischen 
Höhlungen  als  gleichwertig  mit  dem  f-ten  Polyeder  betrachtet  werden,  so  hat  man  ein  diskontinuierliches, 
aus  n  Polyedern  erster  Art  bestehendes  Vielflach,  dessen  Art,  wie  der  Vergleich  mit  der  Hessschen  Formel 
zeigt,  gleich  i  ist.  Es  ist  also  umgekehrt  ein  Polyeder  der  Art  A  gewissermassen  gleichwertig  mit  A 
Eulerschen  Vielflachen,  und  ein  diskontinuierliches  Vielflach,  das  aus  Vielflachen  der  Art  A',A",A"'... 
zusammengesetzt  ist,  besitzt  die  Artzahl  A  ^  A'  -\-  A"  -\-  Ä"  +  .  .  . 

125.  Die  Rozipi'ozität  der  Vielflache  höherer  Art.  Auch  jedem  Vielflache  höherer  Ait  entspricht 
polar  in  Beziehung  auf  eine  beliebige  Kugel  als  Direktrix  ein  zweites,  wobei  die  Eckpunkte  des  ersten  die 
Pole  zu  den  Grenzflächen  des  andern  als  Polarebenen  und  die  Flächen  des  ersten  die  Polarebenen  zu  den 
Ecken  des  zweiten  als  Pole  sind.  Doch  ist  das  polar- reziproke  Entsprechen  nur  dann  für  die  Jconvexen  Viel- 
flacfte  ein  ungestörtes,  wenn  der  Mittelpunkt  der  Kugel  so  gewählt  werden  kaim,  dass  alle  Grenzflächen 
ihm  ihre  Innenseite  zuwenden,  d.  h.  dass  er  innerJialb  aller  Ecken  (und  ausserhalb  aller  Umfangswinkel 
dieser)  liegt.  Es  ist  diese  Bedingung  für  konvexe  Polyeder  erfüllt,  wenn  eine  innerste  Köi^jerzelle  mit  dem 
Koeffizienten  A  existiert,  innerhalb  der  das  Kugelcentrum  angenommen  werden  kann.  Die  beiden  polai- 
reziproken  Vielflache  besitzen  dann  dieselbe  Art  A;  einer  EcJce  des  einen  mit  der  ArtzaJd  u  enfspricJd  im  andern 
eine  FläcJie  der  Art  u  und  nmgeJcelirt.  Die  Projektion  sämtlicher  Grenzflächen  auf  die  besprochene  Kugel  vom 
Centrum  aus  bedeckt  diese  A-ma\.  Die  Konstruktion  des  einen  Vielflaches  aus  seinem  polaren  erfolgt  leicht 
durch  Berücksichtigung  der  Tliatsache,  dass  die  sphärische  Projektion  einer  Grenzfläche  des  einen  identisch 
ist  mit  dem  sphärischen  Polygon  der  Polarecke  der  der  Grenzfläche  des  ersten  entsprechenden  Ecke  des 
andern  Vielflaches. 

126.  Einteilung  und  Bezeichnung  der  Vielflache  höherer  Art.  Die  Einteilung  der  besonderen  Viel- 
flache höherer  Art  erfolgt  genau  wie  die  der  ersten  Art  auf  Grund  der  Beschaöenheit  der  Ecken  und  Flächen, 
nur  ist  zu  beachten,  dass  jetzt  auch  nicht-konvexe  und  diskontinuierliche  Varietäten  zu  berücksichtigen  sind. 
Im  iiljrigen  sind  die  Definitionen  die  früheren.  Der  höchste  Grad  der  Besonderheit  kommt  denjenigen  Viel- 
flachen zu,  die  gleiche  (kongruente),  oder  symmetrisch  gleiche  Ecken  und  Flächen  besitzen,  den  (/IcicJiaJiigen 
und  (/IcicJiJlüeJiigen  Vielflachen.     Sowohl  ihre  Ecken  wie  auch  ihre  Flächen  sind  nieiit  notwendig  regelmässig. 


1)  Vergl.  die  geschieht!.  Bemerkungen  Nr.  137.  2)  Es  ist  j  =  1  zu  setzen. 


jgg  F.   Die  besonderen  Vielflaclie  höherer  Art. 

Wird    diese    Bedingung   hinzugefügt,    so    hat    man    die    re(/idären    Viel  flache   höherer    Ai-t.     Auf   Grund    der 
Definition  ergiebt  sich,  dass  das  einem  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Yielflache  polai--reziproke  wieder  ein 
solches    ist ;    das    entsprechende    gilt   für    die   regulären  Vielflache.     Besitzt    ein   Yielfiach    kongi-uente    (oder 
symmetrisch -gleiche)  Ecken,  aber  mehrerlei  Flächen  (verschiedener  Art),   so  heisst   es  gleicheclig;    besitzt   es 
kongi-uente  (oder  svmmetrisch-gleiche)  Flächen,  aber  mehrerlei  Ecken,  so  ist  es  gleicliflächig.     Jedem  gleich- 
eckigen Polyeder  ist  ein  gleichflächiges  polar  zugeordnet.     Die  ersteren  seien  wieder  als  „Ecke",  die  letzteren 
als  „Flache"  bezeichnet.     Besitzt  das  gleicheckige  Polyeder  als  Flächen')  m  «-ecke  der  Ai-t  a,  ni  w'-ecke  der 
Art  a   und  m"  w"-ecke  der  Art  a"  und  sind  seine  ,u  Ecken  ; -kantig  und  von  der  Art  k,  so  heisse  es    ein 
[m  («)a  +  w/ («')„'  + >m"  («")a']- flächiges  ft-(j')„-Eck.     Besitzt  das  gleichflächige  Polyeder  a  r-kantige  Ecken 
der  Art  a-.a  i^'-kantige  Ecken  der  Ali  a,  a"  2'"-kantige  Ecken  der  Art-  «",  und  sind  seine  m  Flächen  w-ecke  der 
Ai-t  a,  so  heisst  es  ein  \a  {v)^  +  u'  (i'')«  +  a"  (i'")a]-eckiges  m  ■  («)a -Flach.   Diese  Bezeichnungen  sind  analog  denen 
für  die  entsprechenden  Polyeder  erster  Ai-t  gebildet.     Die  Artzahl  A  des  Vielflaches  wird  passend  diesen  Be- 
zeichnimgen  angefügt.    Die  eigenartigen  Benennungen  der  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Vielflache, 
insonderheit  der  regulären,  werden  an  betr.  Stelle  erläutert  werden.   Sind  bei  einem  gleicheckigen  Vielflache  die 
Vielecke  verschiedener  Kantenzahl  regulär,  bei  dem  gleichflächigeu,  jenem  polaren,  also  die  Ecken  regelmässig, 
so  spricht  man  auch  hier  von  Archimedeisclien  Varietäten.')     Wie  die  regulären  Polygone  höherer  Art  ihres 
Aussehens  wegen  Sternvielecke  genannt  werden,  so  bezeichnet  man  wohl    die  regulären  Vielflache  höherer 
Ai-t,  sowie  die  Archimedeischen  Varietäten  der  gleicheckigen  imd  gleichflächigen  Polyeder  gelegentlich  auch 
als  Sternpolyeder.     Die  Grenzflächen    der   gleicheckigen  Vielflache   sind    neben    den    regulären   Polygonen    be- 
sonders die  gleicheckigen  Vielecke  höherer  Ai-t,  sowie   die   zu   den  Ecken   der  gleichflächigen  Vielflache  ge- 
hörenden   sphärischen   Vielecke   gleichkantige  Vielecke   höherer  Art   sind.     Danach    ist    ersichtlich,    dass    ein 
wleicheckiges  Polyeder  nur  dann    eine  Archimedeische  Varietät   haben    kann,  wenn    seine  sämtlichen  gleich- 
eckigen Grenzflächen  reguläre  Polygone  höherer  Art  als  Spezialfälle  besitzen.     Es  ist  dies  z.  B.  nicht  der  Fall, 
wenn  Sechsecke  zweiter  Ai-t,  Zehnecke  zweiter  oder  vierter  Art  vorkommen,  da  die  betr.  regulären  Polygone 
dieser  Arten   diskontinuierlich   sind.')   —   Es   soUen   nim   zimächst   die   regulären  Vielflache  höherer  Art  ein- 
gehend betrachtet  werden;   daran  schliesst  sich  die  Untersuchimg    der   gleicheckigen   imd   der   gleichflächigen 
Polyeder  und  schliesslich  ist  den  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Polyedern,  von  denen  es  bekanntlich 
für  A=  1  nur  die  beiden  Sphenoide  giebt,  ein  besonderes  Kapitel  zu  widmen.     Die  diskontinuierlichen  und 
nicht-konvexen    Varietäten    werden    dabei    gelegentlich    erwähnt,    doch    sollen    die    durch  Besonderheit    aus- 
gezeichneten   Vielflache    dieser   Beschaffenheit    auch    im    Zusammenhange    in    einigen    Xummem   besprochen 
werden.     Dasselbe  gilt  von  den  einseitigen  (Mob ius sehen)  Polyedern,    sofern  die  Betrachtungen  auf   solche 
führen. 

127.  Allgeuieiup  Sätze  über  die  regnläreu  Vielflache  höherer  Art.  Der  in  Nr.  101  geführte  Beweis 
des  Satzes,  dass  sich  in  imd  um  jedes  reguläre  Vielflach  eine  Kugel  beschreiben  lasse,  ist  vmabhängig  von 
der  Art  des  Vielflaches,  woraus  sich  ergiebt,  dass  der  Satz  für  reguläre  Vielflache  höherer  Art  ebenfalls 
gültig  ist,  d.  h. :  Ein  reguläres  Vielflach  höherer  Art  besitzt  eine  einbesehriebene  imd  eine  umbeschriebene  Kugel, 
soivie  eine  Kugel  durch  die  Kantenmitten  mit  allen  dreien  gemeinschaftlichem  Centmm.^)  Auch  der  für  die 
regulären  Vielflache  erster  Art  nach  Nr.  100  bestehende  Satz:  Die  zweiten  Endpunlde  aller  von  einer  Ecke 
des  Vielflaches  ausgeherulen  Kanten  bilden  ein  regelmässiges  Vieleck  ist  hier  gültig.  Denn  da  die  von  einer 
Ecke  des  Vielflaches  ausgehenden  Kanten  gleiche  Sehnen  der  umbeschriebenen  Kugel  sind,  so  sind,  da  die 
Ecke  regulär  ist,  die  Verbindungslinien  der  andern  Endpiuikte  dieser  Kanten,  als  Basen  kongruenter  gleich- 
schenkliger Dreiecke,  gleich  und  liegen  in  einer  Ebene,  ein  regelmässiges  Vieleck  der  Art  a  der  Ecke  bildend, 
dessen  Umhüllungspolygon  ein  regelmässiges  Vieleck  erster  Art  ist.  —  Die  Ecken  des  regulären  Polyeders  P 


1)  Warum  nicht  mehr  als  drei  Flächen-,  oder  Eckenarten  vorkommen  können,  wird  später  klar. 

2)  Selbstverständlich  nur  in  Analogie  zu  den  Körpern  erster  Art. 

3)  An  diskontinuierlichen  Vielflachen  können  natürlich  solche  Grenzflächen  auftreten. 

4)  Dostor,  Les  trois  sphferes  des  polyfedres  regulierg  6toilds.    Grunerts  Archiv.  LXII.  S.  78. 


127.  Allgemeine  Sätze  über  die  regulären  Vielflache  höherer  Art.     128.  Erste  Ableitung  der  regulären  Vielflache  höherer  Art.     167 

höherer  Ai't  stellen  nun  ein  System  von  Punkten  auf  der  dem  Polyeder  umbeschriebenen  Kugel  dar.  Man 
lege  durch  je  drei  benachbarte  Punkte  Ebenen,  so  dass  keiner  der  Pimkte  ausserhalb  des  von  diesen  Ebenen 
gebildeten,  also  konvexen  Polyeders  p  erster  Art  liegt. ^)  Es  wird  behauptet,  dass  dieses  der  Kugel  ein- 
beschriebene Polyeder  p,  das  seine  Ecken  mit  P  gemeinsam  hat,  ebenfalls  regulär  ist.  Zum  Beweise  denke 
man  sich  mit  dem  Polyeder  P  ein  ihm  kongruentes  P'  zur  Deckung  gebracht.  Dann  kommt  dessen  kon- 
vexes Umhüllungspolyeder  p'  mit  p  zur  Deckung,  weil  ja  ihre  Ecken  zusammenfallen.  Diese  Deckung  von 
P  und  P'  findet  aber  stets  statt,  so  oft  mau  irgend  eine  Ecke  von  P  mit  irgend  einer  Ecke  von  P'  zu- 
sammenfallen lässt,  denn  alle  Ecken  sind  regulär  kongruent,  ebenso  wenn  man  ii-gend  eine  Fläche  von  P 
mit  irgend  einer  Fläche  von  P'  zur  Deckung  bringt,  aus  analogem  Grunde,  denn  es  fallen  auch  die  Nachbar- 
flächen zusammen,  da  das  reguläre  Polyeder  lauter  gleiche  Flächenwinkel  besitzt.  Ebensooft  kommen  gleich- 
zeitig p  und  ;/,  die  mit  P  und  P'  starr  verbunden  sind,  zur  Deckung,  was  nur  möglich  ist,  wenn  jj  regulär 
ist,  d.  h.:  Die  Ecken  eines  regulären  Vielflaches  höherer  Art  sind  ideniisch  mit  denen  eines  regulären  Vielflaches 
erster  Art.'^)  Da  femer  sämtliche  Flächen  des  regulären  Vielflaches  P  dem  Centrum  der  einbeschriebenen 
Kugel  dieselbe  Seite  zukehren,  so  wird  eine  dieses  Centrum  enthaltende  innerste  räumliche  Zelle  (Kernzelle) 
existieren,  d.  h.  ein  derselben  Kugel  umbeschriebenes  konvexes  Polyeder  erster  Art  q,  an  dessen  Begi-enzung 
alle  Flächen  des  Vielflaches  höherer  Art  teilnehmen.  (Denn  eine  ausserhall)  der  Oberfläche  von  q  verlaufende 
Ebene  tangiert  die  Kugel  nicht,  ist  also  nicht  Ebene  einer  Fläche  von  P.)  Dann  sind  die  Kernzellen  q 
und  q'  zweier  kongruenter  Vielflache  P  und  P'  ebenfalls  kongruent,  und  es  lässt  sich  durch  Schlüsse,  analog 
denen  beim  vorigen  Beweise,  wieder  zeigen,  dass  q  und  q  bei  jeder  beliebigen  Deckung  von  P  und  P'  eben- 
falls zusammenfallen.  Daraus  folgt  aber:  Das  von  den  Flächen  eines  Vielflaches  liöherer  Art  gebildete  konvexe 
Vielflach  erster  Art  ist  regulär.  Auf  diesem  imd  dem  vorigen  Satze,  die  völlig  reziprok  sind,  Ijcruhen  die 
beiden  in  den  folgenden  Nummern  angewandten  Methoden  zur  Erzeugung  der  regulären  Vielflache  höherer 
aus  denen  der  ersten  Art.  Man  schliesst  überdies  noch,  dass  kein  reguläres  Vielflach  höherer  Art  mehr  als 
fünfkantige  Ecken  und  Flächen  besitzen  kann,  da  dies  sowohl  von  dem  Innern  Kern  als  dem  äusseren  üm- 
hüllungspolyeder  gilt. 

128.  Erste  AWeitnng  der  regnläreii  Vielflache  höherei'Art.  Gemäss  dem  ersten  der  hierzu  angekündigten 
Sätze  lege  man  von  einer  Ecke  eines  regelmässigen  Vielflaches  erster  Art  der  Reihe  nach  alle  Gattungen 
von  Geraden,  jedesmal  nach  den  gleichweit  entfernten  übrigen  Ecken,  und  untersuche,  ob  durch  zwei  gleiche 
Gerade  eine  Ebene  geht,  in  welcher  die  darin  liegenden  Ecken  des  Vielflaches  zugleich  die  Ecken  eines 
regelmässigen  Vielecks  bilden,  von  dem  die  zwei  Geraden  Kanten  sind.  Kann  man  durch  jede  Gerade  zwei 
derartige  Ebenen  mit  gleichen  Vielecken  legen,  so  sind  die  Geraden  Kanten  eines  kontinuierlichen  Vielflaches 
höherer  Art,  wenn  die  gebildete  Ecke  mit  keiner  irgend  eines  Vielflaches  erster  Art  kongruent  ist.  Tritt 
aber  dieser  letztere  Fall  ein,  so  ergiebt  sich  ein  diskontinuierliches  Vielflach,  das  ebenfalls  als  reguläres  höherer 
Art  bezeichnet  werden  muss,  wenn  es  die  Bedingung  erfüllt,  dass  der  innerste  Kern  ein  regelmässiges  Viel- 
flach erster  Art  ist.  Es  wird  sich  zeigen,  dass  die  fünf  regulären  Polyeder  solcherweise  auf  vier  verschiedene 
kontinuierliche  Vielflache  höherer  Art  und  di-ei  dergl.  diskontinuierliche  führen.  Das  Tetraeder  und  das  Oktaeder 
ergeben  kein  Vielflach  höherer  Art.  Das  Hexaeder  liefert  von  einer  Ecke  aus  ausser  seinen  drei  eignen 
Kanten  die  drei  Diagonalen  der  Seitenflächen,  welche  die  Ecken  eines  Tetraeders  bilden,  deren  zwei  in  das 
Hexaeder  gestellt  werden  können.  In  ihrer  Vereinigung")  bilden  sie,  da  der  innere  Kern  ein  reguläres 
Oktaeder  ist,  einen  diskontinuierlichen  regulären  Körper  der  Art  A  =  2.  Fig.  20.  Taf.  VII.  (Es  ist  Ziu  ==8-1, 
Zu  =  8-1,  K  =  12.) 

Das   Dodekaeder.^)    Einer    ersten    Ecke  a,   in   der  die  Konstruktion  erfolgen  soll  (Fig.  100,  S.  168.), 


1)  Es  ist  natürlich  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  Ebenen  mehrerer  benachbarter  Flächen  zusammeufiillen,   so   dass 
(las  Polyeder  p  mehr  als  drei-kantige  Grenzflächen  besitzt.     Jedenfalls  giebt  es  aber  nur  ein  völlig  bestimmtes  Polyeder  p. 

2)  Wiener  a.  a.  0.  S.  21  und  ausführlicher  Wiener,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  Bd.  I.  S.  135. 

3)  Vergl.  Nr.  102. 

4)  Es  sind  stets  nur  die  Kombinationen  von  Geraden  von  einer  Ecke  aus  beachtet,   die  thatsächlieh   zu  einem  ge- 
schlossenen regelmässigen  Vielecke  führen.    Die  vollständige  Diskussion  vergl.  bei  Wiener  a.  a.  0.  S.  22. 
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Fig    100. 


liegt  eiue  zweite  diametral  gegenüber;  die  übrigen  zehn  ordnen  sich  zu  je  drei  bez.  sechs  auf  vier  zu  diesem 
Diameter  senkrechten  Ebenen,  so  dass  es  von  a  aus  (ausser  dem  Diameter)  viererlei  Abstände  einer  Ecke 
von  den  übrigen  giebt:  ah,  ac,  ad  und  ae.^)  1)  Von  den  sechs  Abständen  ac  bilden  je  drei  abwechselnde 
die  Ecke  eines  Würfels,  deren  also  zwei  an  einer  Ecke  des  Dodekaeders  liegen.  Im  ganzen  stehen  im 
Dodekaeder  fünf  solche  Würfel,  die  aber  kein  diskontinuierliches  reguläres   Yielflach  höherer  Art  bilden,  da 

der  innerste  Kern  kein  reguläres  Polyeder  ist.  (Vergl.  Nr.  156  und 
Fig.  24  Taf  XII.)  2)  Von  den  sechs  Abständen  ad  liefern  je  drei  ab- 
wechsehide  eine  Tetraederecke,  deren  also  zwei  m  jeder  Ecke  des 
Dodekaeders  entstehen.  Im  ganzen  Dodekaeder  erhält  man  zehn  solche 
Tetraeder,  zwei  Gruppen  von  je  fünf  (fünf  rechte  und  fünf  linke,  nach 
früherer  Bezeichnung).  Da  aber  die  sechs  Punkte  d  in  einer  Ebene 
liegen,  so  fallen  die  der  Ecke  a  gegenüberliegenden  Flächen  der  beiden 
Tetraeder-),  die  die  Ecke  a  gemein  haben,  in  eine  Ebene.  (Entsprechen- 
des gilt  für  je  zwei  andere  Flächen).  Es  genügt  daher,  um  den  innem 
Kern  des  Gebildes,  der  ein  Ikosaeder  ist,  zu  erhalten,  nur  die  fünf 
Tetraeder  einer  Gruppe  zu  einem  diskontinuierlichen  regulären  Vielflach 
zusammenzufassen,  so  dass  in  jeder  Ecke  des  Dodekaeders  eine  Ecke  des 
neuen  Vielflaches  liegt.  Fig.  11.  Taf  IX.  Die  andi-e  Gruppe  ergiebt 
dann  ein  gleiches  diskontinuiei-liches  reguläres  Vielflach  der  Art  A^=b, 
imd  diese  beiden  Vielflache  können,  wie  früher  geschehen  als  rechtes  xmd  linkes  imterschieden  werden. 
Beide  vereinigt  o-eben  bei  richtiger  Auffassung^)  ein  reg.  diskont.  Vielflach  der  Art  A  =  10  mit  je  zwei 
zusammenfallenden  Ecken  und  je  zwei  in  eine  Ebene  faUeuden  Flächen,  Fig.  3  Taf.  IX,  dessen  innerster 
Kern  das  Ikosaeder  bleibt.  3)  Die  drei  Abstände  ac  bilden  eine  di-eiflächige  Ecke.  Je  zwei  der  Abstände 
lieo'en  in  einer  Ebene,    die    einer   bestimmten   Fläche    des    Dodekaeders    parallel   läuft,   indem   sie  durch  die 

andern  Enden  der  von  den  Ecken  dieser  Dodekaederfläche  ausgehenden  Kanten 
geht.  Diese  Ebene  trägt  also  fünf,  ein  reguläres  Fünfeck  erster  Ai-t  bildende 
Dodekaederecken,  deren  eine  die  Ecke  «  ist.  Die  von  a  ausgehenden 
Kanten  ae  und  ac"  z.  B.  gehören  dann  zu  einem  regulären  Fünfeck  2.  Art, 
ac'c^  c"e",  dessen  Ecken  mit  jenem  erster  Ai-t  zusammenfallen  und  dessen 
Ebene  parallel  der  Dodekaederfläche  h"c"d"d"'c"'  ist.  Das  entstehende 
Vielflach  höherer  Art  besitzt  also  zwanzig  dreikantige  Ecken  erster  Art  und 

wird  von     ."    =  12  Fünfecken  zweiter  Art  begrenzt,  deren  Ebenen  parallel 

denen  des  äusseren  Umhüllungspolyeders  laufen.  Aus  der  ersten  Hess- 
schen  Formel  ergiebt  sich,  da  2Ju  =  20,  2j):T^12-jr  also  p  =  6  ist, 
A  =  l.  Dieses  20-eckige  Stern- 12 -flach  der  7.  AH  zeigt  Fig.  21  Taf.  VII*) 
und  (anders  gestellt)  Fig.  16  Taf  IX.  Der  innerste  zwölfflächige 
Kern   ist   ein   Dodekaeder.  —   Damit   sind    die    aus    dem    Dodekaeder    auf 

diese    erste   Weise   ableitbaren   Polyeder    höherer   Art    erschöpft,    da    keine    weiteren    Kantenkombiuationen 

möglich  sind. 

Das  Ikosaeder.  Der  ersten  Ecke  a,  von  welcher  die  Konstruktion  ausgeht,  liegt  eine  zweite  diametral 

gegenüber,  die  übrigen  zehn  liegen  zu  je  fünf  auf  zwei  zu  diesem  Diameter  senkrechten  Ebenen,  es  sind  die 

Ecken  h  und  c  in  Fig.  101.     Es  giebt  daher  ausser  dem  Diameter   nur  zwei  verschiedene  Abstände    einer 


1)  Die  Indices  sind  in  der  Figur  nur  für  die  weitere  Unterscheidung  angefügt. 

2)  Vergl.  in  Fig.  100  die  beiden  durch  die  Punkte  d  gebildeten  Dreiecke  d'd"'d''  und  dd!'d"'. 

3)  Eine  andre  Auffassung  dieses  Vielflaches  vergl.  Nr.  153. 

4)  Die  Grenzfläche  ist  hier  das  Fünfeck  abcde. 


129.  Zweite  Ableitung  der  regulären  Vielflache  höherer  Art,  169 

Ecke  a  von  den  übrigen,  nämlich  ah  und  ac.  1)  Auf  der  Ebene  zweier  nicht  benachbarten,  von  a  aus- 
gehenden Kanten  des  Ikosaeders,  der  Kanten  ah  und  ah",  liegen  zwei  weitere  Ecken  c  und  c,  und  es  sind 
also  ah  und  ah"  Kanten  eines  Fünfecks  erster  Art,  deren  zwei  durch  jede  Kante  des  Ikosaeders  gehen.  Die 
von  fünf  solchen  Ebenen  gebildete  Ecke  a  ist  von  der  zweiten  Art,  d.  h.  eine  Sternecke,  weshalb  das  erzeugte 
Vielflach  als  12-flächiges  Stefn-12-Eck  bezeichnet  wird.     Denn  da  durch  jede  Kante  zwei  Flächen  gehen,  jede 

2-30 

Fläche  aber  fünf  Kanten  hat,  so  ist  die  Zahl  der  Flächen  des  Vielflaches  —^  =  12.     Die   Art  A    ist    nach    der 

ersten  Hessschen  Formel,  da  2^«  =12-2,  2^jflr^l2-3;r  ist,  Ä  =  3.  Das  Vielflach  ist  dargestellt  in 
Fig.  22  Taf  VII  (die  Grenzfläche  ist  hier  ahcde)  und  Fig.  7  Taf.  IX.  Da  der  Körper  zwölf  Flächen  besitzt, 
so  ist  der  innerste  Kern  das  Dodekaeder.')  2)  Zwei  benachbarte  der  nächst  längeren  von  a  ausgehenden 
Geraden,  z.  B.  ac  und  ac,  sind  Diagonalen  der  Grenzfläche  des  vorigen  Vielflaches  und  bilden  also  mit  den 
übrigen  Diagonalen  dieser  Fläche  ein  Fünfeck  zweiter  Art.  Solcher  gehen  durch  jede  Gerade  ac  zwei 
acV'hc  und  ach"'h'c"').  Die  gebildete  Ecke  a  ist  von  der  ersten  Art.  Das  erhaltene  von  zwölf  Fünfecken 
(zweiter  Art  begrenzte  Vielflach  ist  das  12-ecki()e  Stern-12-Flach  der  3.  Art.  Denn  nach  der  ersten  Hessschen 
Formel  ist  2J«  =  12  •  1,  2pn  =  12-it  d.  h.  A  =  'i'>.  Der  innerste  Kern  ist  ein  Dodekaeder,  dessen  Fläche 
die  innere  Zelle  der  Grenzfläche  des  Vielflaches  ist.  Vergl.  Fig.  23  Taf.  W\  (Grenzfläche:  ahcde)  und  Fig.  5 
Taf.  X.  3)  Zwei  nicht  benachbarte,  von  a  ausgehende  Kanten  ac,  z.  B.  ac"  und  ac^^',  liefern  mit  der  Ver- 
bindungsgeraden c'c'^'  ihrer  Endpunkte  ein  gleichseitiges  Dreieck  und  dm-ch  jede  Gerade  ac  gehen  dei-en 
zwei.     Die  dadurch  gebildete  Ecke  a  ist  fünfflächig  von  der  zweiten  Art.     Das  entstehende  Vielflach  höherer 

Art  besitzt  ^^  =  20  Flächen  und  ist  das  20-flächige  Stern-12-Eck  der  7.  Art.   Denn  da  Sa  =  12-2,  2^33:  =  207t 

ist,  so  ergiebt  die  erste  Hesssche  FormeP)  A  =  1.  Der  inuer.ste  Kern  dieses  von  zwanzig  Flächen  be- 
grenzten Vielflaches  ist  ein  Ikosaeder.  Dieses  komplizierteste  der  vier  regulären  Polyeder  höherer  Ai-t  zeigt 
Fig.  24  Taf  VII  (mit  der  Grenzfläche  ahc)  und  Fig.  24  Taf  XI.  Weitere  Vielflache  höherer  Art  lassen  sich 
auch  aus  dem  Ikosaeder  nicht  ableiten.^) 

121).  Zw»»ite  Ableitung  der  regulären  Vielflache  höherer  Art.  Da  die  innersten  Kerne  der  regulären 
Vielflache  höherer  Ai-t  regelmässige  Vielflache  erster  Art  sind,  so  ergiebt  sich  zur  Konstruktion  jener  folgen- 
des einfache  Verfahren.  Man  konstruiere  auf  der  Ebene  einer  Fläche  des  regulären  Vielflaches  erster  Art, 
die  man  als  Zeichenebene  wählt,  die  Schnittlinien  (Spuren)  der  Ebenen  aller  übrigen  Grenzflächen  des  Viel- 
flaches. Die  Schnittpunkte  dieser  Linien  werden  sich  wegen  der  Regelmässigkeit  des  Vielflaches  auf  Kreisen 
um  den  Mittelpunkt  der  Grenzfläche  der  Zeichenebene  gruppieren.  Diejenigen  Schnittpunkte  (mindestens 
zweier  Geraden)  auf  demselben  Kreise,  die  in  einem  fortlaufenden  Zuge  von  Schnittlinien  ein  reguläres 
Polygon  (erster  oder  höherer  Art)  ergeben,  sind  dann  die  Eckpunkte  der  Grenzfläche  eines  regulären  Viel- 
flaches höherer  Art.  Aus  dem  Tetraeder  und  Hexaeder  ist  hier  nichts  zu  erhalten;  das  Oktaeder  liefert  nur 
ein  seiner  Grenzfläche  umbeschriebenes  gleichseitiges  Dreieck,  d.  h.  die  Fläche  des  ersten  in  voriger  Nummer 
beschriebenen  diskontinuierlichen  Vielflaches.  Das  Dodekaeder.  Die  Fläche  des  Dodekaeders,  die  als  Zeichen- 
ebene dient,  sei  mit  1  bezeichnet,  die  sie  der  Reihe  nach  seitenden  mit  2,  3,  5,  8,  4.  Die  Zahl,  welche 
eine  der  sechs  übrigen  Flächen  bezeichnet,  sei  die  Ergänzung  der  Zahl  der  gegenüberliegenden  Fläche  zu  13, 
so  dass  also  der  Fläche  1  die  Fläche  12,  der  Fläche  2  die  Fläche  11  gegenüberliegt  u.  s.  w.  Fig.  16  Taf  II 
zeigt  dann  die  durch  die  Ebenen  von  zehn  Dodekaederttächeu  auf  der  Ebene  der  Fläche  1  erzeugte  Figur 
von  Schnittgeraden  (Spuren),   wobei  jede   Spur  mit  der  Zahl   (in  Klammer)    bezeichnet    ist,    welche    die  zu- 


1)  Die  Ebene  der  Fläche  abcc'b"  (Fig.  101  S.  1G8)  läuft  parallel  der  Tanf,'cutialebene  in  b'  an  die  dem  Ikosaeder 
umbeschriebeneKugel,  d.  h.  parallel  einer  Dodekaederfläche  u.  s.  w. 

2)  Die  zweite  Hesssche  Formel  ist  natürlich  ebenfall.s  anwendbar  und  ergiebt  immer  dasselbe  A. 

3)  Auf  Grund  dieser  ersten  Ableitung  der  regulären  Vielfladio  höherer  Art  kann  man  sich  FadenmodeUe  solcher 
herstellen,  indem  man  in  dem  Stabmodcll  der  Kanten  des  äusseren  Umhüllungspolyeders  die  Keken  in  geeigneter  Weise  durch 
Fäden  verbindet,  welche  die  Kanten  des  Vielflaches  darstellen.  Ein  solches  Modell  ist  mehr  geeignet  den  innem  Bau  des 
Körpers  zu  veranschaulichen,  als  ein  Pappmodell,  und  lässt  manche  seiner  Eigenschaften  sofort  ablesen. 

Brückner,  Violecke  und  Violflacho.  22 


J70  ^-   Die  besonderen  Vielflache  höherer  Art. 

Gehörige  Dodekaederfläclie  trägt.  ^)  Das  innerste  schraffierte  Fünfeck  ist  die  Dodekaederfläche  selbst,  gebildet 
von  den  Schnittpunkten  1.  Von  den  Schnittpunkten  2  werden  zwei  reguläre  Fünfecke  gebildet:  ein  Fünfeck 
erster  Art,  die  Fläche  des  12-flächi^m  Stem-12-Ecks  der  3.  Art,  und  ein  reguläres  Fünfeck  2.  Art,  die  Fläche  des 
12-ec¥igen  Stern-12-Fladies  der  3.  Art.  Von  den  Schnittpunkten  3  wird  ein  regiiläres  Fünfeck  2.  Art  gebüdet, 
die  Fläche  des  20-ech'gen  Sfern-12-Flachs  der  7.  A)i.  Hiermit  sind  die  vorhandenen  Möglichkeiten  von  Flächen 
höherer,  aus  dem  Dodekaeder  nach  dieser  Methode  ableitbaren,  Vielflache  erschöpft.  Das  Ilcosaeder.  Die 
Fläche  desselben,  die  als  Zeichenebene  dient,  sei  1.  Die  Bezeichnung  der  übrigen  Flächen  zeigt  Fig.  102. 
Die  Spuren  der  Ebenen  von  achtzehn  Ikosaederflächen  —  die  Ebene  des  Dreiecks  20  schneidet  die  Ebene 
von  1  in  der  unendlich  weiten  Geraden  —  sind  in  Fig.  IT  Tafel  II  dargestellt.  Regu- 
läre Vielecke  werden  nur  durch  die  VerbindimgsHnien  folgender  Punkte  erzeugt.  Die 
Punkte  1  sind  die  Ecken  der  (schi-affierten)  Ikosaederfläche.  Je  drei  der  Punkte  6 
creben  ein  gleichseitiges  Dreieck,  die  Grenzfläche  des  aus  fünf  Tetraedern  bestehenden 
diskontinuierlichen  Vielflaches.  Die  sechs  Punkte  6  ergeben  zu  je  drei  verbunden 
zwei  sich  kreuzende  gleichseitige  Dreiecke,  die  also  die  Ebene  der  innersten  Ikosaeder- 
fläche zum  Teil  doppelt  überdecken.  Es  sind  zwei  der  Flächen  des  aus  zehn  Tetra- 
edern bestehenden  diskontinuierlichen  regulären  Vielflaches.  Die  drei  Punkte  7  endlich 
^^*  "-  bilden    ein  gleichseitiges   Dreieck,    die   Grenzfläche    des   20-fIäckigen  Siern-12-Ecks  der 

7.  Art.  Die  übrigen  Schnittpimkte  ergeben  keine  Flächen  regulärer  Polyeder  höherer  Art  und  kommen  bei 
späteren  Untersuchungen  zur  Besprechimg.  ^) 

130.  Die  regulären,  die  Kngel  mehrfach  bedeckenden  Netze.    Die  Reziprozität.    Es  bestehe  ein  die 
Kugel  A-mal  überdeckendes  Netz  aus  /'  «-ecken  «-ter  Art.     Li  jeder  der  e  Ecken  «-ter  Art  stossen  v  Flächen 

zusammen,  und  ein  Winkel  einer  Fläche  sei  co.     Dann  gilt  also:  /• ; ^^ ■  ~  =  A&,  wenn  &  wie 

früher  die  Kxigelfläche  bedeutet.     Mit  voj  =  «-2^;  ergiebt  sich  daraus: 

iAv 

'         2««  —  V  {n  —  2a) 

Es  sind  die  ganzzaliligen  Werte  von  /'  A,  u,  u,  n,  v  zu  bestimmen,  welche  diese  Gleichung  befriedigen,  während 

gleichzeitig  nf=ve  =  2K  und,  wenn  x  die  sphärische  Kante  des  Polygons  ist,  cos  ^  •  sin  —  =  cos  —  ist. 

(Vergl.  Nr.  37.)  Von  den  analytisch  zulässigen  Lösungen  dieser  Gleichungen  sind  aber  nur  wenige  brauch- 
bar, wegen  des  folgenden  für  die  regulären  Netze  gültigen  Satzes,  der  analog  dem  für  die  Polyeder  gültigen 
zu  beweisen  ist^):  Die  EcJcen  eines  regulären  Netzes  höherer  Art  .<iind  identisch  mit  denen  eines  erster  Art. 
Danach  ergeben  sich,  abgesehen  von  dem  Kreisteilungsnetze  und  dem  Zweiecksnetze  höherer  Ai-t,  denen  keine 
Polyeder  (sondern  nur  Grenzfälle  solcher)  ein-  oder  umbeschrieben  sind,  nur  die  folgenden  vier  Netze  höherer 
Art,  die  sämtlich  von  den  fünfzehn,  auch  das  Dodekaeder-  und  Ikosaedernetz  erster  Art  bildenden  Haupt- 
kreisen erzeugt  werden  und  also  in  dem  sog.  zweiten  Hauptnetze  Fig.  15  Taf.  II  enthalten  sind.  1)  Das 
Netz,  dessen  Grenzfläche  das  Dreieck  G^  G-^  G^'  ist,  und  dessen  zwölf  Eckpunkte  die  eines  Ikosaedernetzes 
sind.  Ein  solches  Dreieck  bedeckt  zweiundvierzig  charakteristische  Dreiecke  des  aus  120  solchen  bestehenden 
Hauptnetzes.  Es  ist  also  ^•120  =  20-42,  d.h.  A^l,  imd  die  Zahl  der  Dreiecke  des  Netzes  ist  20. 
Diesem  Netze  ist  das  20-flächige  Steni-12-Eck  der  7.  Art  einbeschrieben,  das  20-eckige  Stern- 12 -Flach  der- 


1)  Die  Spur  der  Ebene  der  Fläche  12  auf  1  ist  die  unendlich  ferne  Gerade. 

2)  Auf  Grund  dieser  zweiten  Ableitung  lassen  sich  leicht  die  Pappmodelle  der  sichtbaren  Oberfläche  der  Vielflache 
darstellen.  Das  12-eckige  Stern-12-Flach  z.  B.  stellt  man  sich  her,  indem  man  auf  die  zwölf  Flächen  eines  Dodekaeders  fünf- 
seitige Pyramiden  aufsetzt,  deren  Seitenflächen  die  Verlängerungen  der  fünf  der  Grundfläche  benachbarten  Flächen  des 
Dodekaeders  sind,  das  20-eckige  Stem-12-Flach  durch  Aufsetzen  dreiseitiger  Pyramiden  auf  die  Flächen  eines  Ikosaeders. 
Die  Seitenfläche  einer  solchen  Pyramide  ist  die  äussere  dreieckige  Zelle  eines  Fünfecks  2.  Art,  dessen  innere  fünfeckige  Zelle 
die  Ikoaaederkante  zur  Kante  hat  u.  s.  w.  Vergl.  über  die  Herstellung  der  beiden  übrigen  Vielflache  Wiener  a.  a.  0. 
S.  24 — 26.     Die  Herstellung  aus  zusammenhängenden  Netzen  ist  unpraktisch.  3)  Hess  H.  S.  435. 


130.  Die  regulären,  die  Kugel  mehrfach  bedeck.  Netze.  Die  Reziprozität.  131.  Symmetrieachsen  u, -Ebenen.  Metr.  Relationen.     171 

selben  Art  umbeschrieben.  2)  Das  12 -flächige  Netz,  dessen  Grenzfläche  C^  C/  Q  C,  Cjo'  ist,  und  dessen 
zwanzif  Eckpunkte  die  eines  Pentagoudodekaedernetzes  sind.  Diese  Grenzfläche  bedeckt  30-2+10 
charakteristische  Dreiecke  des  Hauptnetzes '),  es  ist  also  A120=  12-70,  d.  h.  A='i.  Dem  Netze  ist  das 
20-eckio'e  Stern-12-Flach  einbeschrieben,  das  20-flächige  Steru-12-Eck  umbeschrieben.  Die  Netze  1  imd  2 
sind  konjugiert,  die  beiden  Polyeder  sind  polar-reziprok.  3)  Das  12-flächige  Netz,  dessen  Fläche  das  Fünfeck 
zweiter  Art  (?»  Gc,  G^  G-^  G^  ist,  und  dessen  zwölf  Eckjjunkte  die  eines  Ikosaedernetzes  sind.  Eine  Fläche 
bedeckt  10-2  +  10  charakteristische  Dreiecke  des  Hauptnetzes;  es  ist  A- 120  =  12-30,  ä.  h.  A  =  3.  Dem 
Netze  ist  das  12-eckige  Stern- 12-Flach  einbeschi-ieben,  das  12-flächige  Stern-12-Eck  umbeschrieben.  4)  Das 
12-flächige  Netz,  dessen  Fläche  das  Fünfeck  G.,  G^  Gr,  Gg  G^  ist,  und  dessen  fünf  kantige  Ecken  zweiter  Art 
die  eines  Ikosaedernetzes  sind.  Da  eine  Fläche  dreissig  charakteristische  Dreiecke  des  Hauptnetzes  bedeckt, 
so  ist  A\20=  12-30,  d.  h.  ^  =  3.  Diesem  Netze  ist  das  12-flächige  Stern- 12-Eck  einbeschrieben,  das 
12-eckige  Stern- 12 -Flach  umbeschrieben.  Die  Netze  3  und  4  sind  konjugiert,  die  beiden  Polyeder  sind 
polar-^-eziprok. 

131.  Synimefrieachseu  und  -Ebenen.  Metrische  Relati(»nen.  Aus  der  Ableitung  der  regulären  Viel- 
flache höherer  Ai-t  folgt  ebenso  direkt  wie  aus  der  ihrer  sphärischen  Netze,  dass  diesen  Vielflachen  dieselben 
Achsen  und  Symmetrieebenen  zukommen  wie  dem  Ikosaeder-Dodekaeder.  Während  aber  bei  den  beiden  die 
Kugel  siebenmal  bedeckenden  Vielflachen  die  Ecken-,  Flächen-  luid  Kantenachsen  mit  denen  der  erzeugenden 
Polyeder  zusammenfallen,  sind  bei  den  beiden  die  Kugel  dreifach  bedeckenden  Vielflachen  die  5-zähligen 
Achsen  sowohl  Ecken-  als  Flächenachsen,  während  die  3-zähligen  Achsen  nach  den  Doppelpunkten  dieser 
Vielflache  gerichtet  sind.^)  Es  sei  endlich  noch  kurz  auf  die  metrischen  Relationen  bei  diesen  regulären 
Vielflachen  hingewiesen.  Die  Berechnung  von  Oberfläche  und  Inhalt,  sowie  der  Radien  der  ein-  und  um- 
beschriebenen Kugel  erfolgt  leicht  trigonometrisch  aus  den  Netzen,  doch  lässt  sich  die  Rechnung  auch 
elementar  auf  Grimd  der  zweiten  Konstruktion  durchführen.  Die  folgende  Andeutung  mag  hier  genügen.^) 
Bezeichnet  man  für  die  drei  Polyeder,  deren  innerster  Kern  ein  Dodekaeder  ist,  mit  Rücksicht  auf  Fig.  16 
Taf  II  die  Längen  der  Kanten  folgendei-massen:  die  Kante  1,1  des  innersten  Dodekaeders  mit  k,  die  Kante  2,2 
des  12-eckigen  Steni-12-Flachs  mit  k',  die  Kante  2,2  des  12-flächigen  Stern-12-Ecks  mit  k"  und  die  Kante  3,3 
des  20-eckigen  Stern- 12-Flachs  mit  k'",  so  lassen  sich  leicht  diese  vier  Kanten  durch  einander  ausdrücken, 
entweder  indem    man    von    den  elementaren  Sätzen   der   stetigen  Teilung  Gebrauch  macht,   oder   indem   man 


direkt  die  Formeln  S.  22  Anm.  3  anwendet.*)  Es  ist  A:  =  k^  (l/5  — 2)  =  ^  (3  —  j/ö)  =  4r  (5/5—11).-'^)    D 


le 


Grenzfläche  jedes  Vielflaches  ist  durch  die  Kante  nach  den  erwähnten  Formeln  bestimmt.  Der  Radius  der 
einbeschriebenen   Kugel    wird    aus    dem    für    das    innere    Dodekaeder    erhalten,    indem    man   in    dem    Werte 

p  =  I  -y'i±±n^  {^QYg\.  Nr.  103)  /.•  durch  die  Kante  des  betr.  Vielflaches  ausdrückt.    Ist  dessen  Fläche  J^, 

so  ist  der  Inhalt  des  Vielflaches    F=w— — ,    wenn    n    die    Flächenzahl    bezeichnet.     Es    ist    z.  B.    für    das 

12-eckige  Stern-12-Flach:  F  =  ^Vö  (5  -  2  /ö),  P  =  ^  ")/^^  imd  danach  K  ==  ^  "|/^^  ~/^^. 
Der  Radius  li  der  umbeschriebenen  Kugel  wird  aus  2?  -  ==  P-  -\-  >•'"  gefunden,  worin  r  der  Radius  des  um- 
beschriebenen Kreises  der  Grenzfläche  ist.  Für  das  eben  berechnete  Vielflach  ist  ü  =  —  y  — ^ Die- 
selbe Formel  für  den  Flächeninhalt  hätte  sich  übrigens  ergeben,  wenn  man  das  dreifache  imiere  Dodekaeder 
um  die  zwölf  aufgesetzten  Pyramiden  vermehrt  hätte.    Es  ist,  wie  eingangs  bemerkt,  nicht  schwer,  umgekehrt 


1)  Da  das  innere  Fünfeck  Gj  G,  G,  G,  G^  doppelt  überdeckt,  ist.  2)  Vergl.  Nr.  133. 

3)  In  den  weiteren  Nummern  dieses  Buches  wird  von  metrischen  Betrachtungen  im   allgemeinen  abgesehen  werden 

4)  Es  sind  z.  B.  k  und  k'  Kanten  von  Fünfecken  erster  und  zweiter  Art,   die   den  gemeinsamen  Radius  q  des  ein- 
beschriebenen Kreises  besitzen,  u.  s.  w. 

5)  Auf  drei  Stellen:  k  =  /.'    0,236  =  k"  ■  0,382  =  h'"  ■  0,090. 
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alle  zu  berechnenden  Grössen  dm-cli  den  Radius  B.  der  umbeschi-iebenen  Kugel  auszudrücken.^)  Etwas  kom- 
plizierter ist  die  elementare  Berechnung  der  Kante  li  des  20 -flächigen  Stern- 12 -Ecks  aus  der  Kante  Je  des 
inneren  Ikosaeders.  Das  in  Fig.  17  Taf.  II  von  den  Ecken  7  gebildete  Dreieck  ist  der  Schnitt  der  di-ei  an 
das  Dreieck  20  (Fig.  102  des  Textes)  grenzenden  Dreiecke  15,  16,  19  mit  der  Ebene  des  Dreiecks  1.  Diese 
di-ei  Dreiecke  bUden  mit  der  Ebene  des  Dreiecks  20  den  Flächenwinkel  des  Ikosaeders,  welcher  bekaimt  ist. 
Da  die  parallelen  Ebenen  von  1  imd  20  um  das  Doppelte  des  Radius  der  einbeschriebenen  Kugel  des 
Ikosaeders  von  einander  entfernt  sind,  so  ist  die  Fläche  des  20-flächigen  Stern-12-Ecks  die  Grundfläche  einer 
abgestumpften  dreiseitigen  Pyi-amide,  deren  Höhe  der  Durchmesser  der  dem  Ikosaeder  eiabeschriebenen  Kugel 
ist,  deren  obere  Deckfläche  die  Ikosaederfläche  ist,   und  deren  Seitenflächen  mit   der  oberen  Deckfläche  den 

Flächenwinkel  des  Ikosaeders  bUden.     Man  findet  //  =  k-  '    \,   *°-     Da  die  Fläche  F=  ^  YS,  der  Radius 

der     eiabeschriebenen    Kugel    P=  ^  (3  +  l/ö)  yo"  =  j^  (3  — /ö)  ist,  so   ergiebt  sich    F=20— ^  = 

—  k'^yS  (3  —  Yö).     Für  R  findet  man:  -R  =  ^  ^62  —  6  l/5.     Derselbe  Wert  von  k'  lässt  sich  aus  k  auf 

Grund  der  Konsti-uktion  von  Fig.  17  Taf.  II  ableiten.  Verlängert  man  eine  in  X  stetig  geteilte  Strecke  AB 
um    den    gi-össeren  Abschnitt  BX  bis   C,   so    ist    bekanntlich  AC  wieder    in  B   stetig    geteilt,  und   es    ist 

AC  =  AB  (1,  wenn  ö  =  ^— tJ—  ist.  Die  Konstruktion  von  Fig.  17  Taf  II  ist  die  folgende.  Durch  Ver- 
längerung der  stetig  geteilten  Kante  1,1  des  Ikosaeders  um  den  grösseren  Abschnitt  ergiebt  sich  Punkt  4. 
Durch  dieselbe  Konsti-uktiou  ergiebt  sich  auf  der  A^erlängerung  von  1,4  der  Punkt  6.  Es  ist  also  1,6  =  k  ■  ß'-. 
Wegen  der  Parallelität  dieser  Spur  1,6  mit  7,7  ist  1,6  =  7,6.  Verlängert  man  die  stetig  geteilte  Strecke  7,6 
um   ihren   grösseren  Abschnitt   und  wiedei-holt  diese  Operation    an  der  erhaltenen   Strecke  7,6,6,  so  ergiebt 

sich  7/7  =  7^  •  6'.  Es  ist  also  7/7  =  //  =  k  ■  e*,  d.  h.  Ä-'  =  k  ■  '  "^.,  ^°-  Um  die  Figur  zu  zeichnen,  sind  nur 
die  Punkte  6  in  der  geschilderten  Weise  zu  konstruieren.-) 

132.  Die  Doppelelemente  eines  Vielflaehes  höherer  Art.  Wie  bei  den  Vielecken  in  der  Ebene  die 
Doppelpirnkte  und  Diagonalen  besondere  Beachtung  verdienten,  so  bei  den  räumlichen  Vielflachen  bez.  Viel- 
ecken die  Doppelpunkte,  Doppelkanten  und  Doppelebenen.  Es  soUen  zimächst  die  Definitionen  dieser  Ele- 
mente gegeben  werden,  alsdann  sind  die  regulären  Vielflache  als  Beispiele  gewählt.  —  Dopiyelpunlxte  (Knoten- 
punkte) heissen  die  auf  den  Grenzflächen  auftretenden  Schnittpunkte  mehrerer  Flächen,  wenn  sie  nicht  Ecken 
des  Vielflaches  sind.  Gehen  mehr-  als  drei  Flächen  diu-ch  einen  solchen  Punkt  (mehrfacher  Punkt),  so  ist 
er  gleichwertig  mit  einer  bestimmten  Anzahl  von  durch  drei  Flächen  gebildeten  Doppelpunkten,  bei  vier  Ebenen 
mit  vier  zusammenfallenden  Doppelpimkten,  bei  fünf  Ebenen  mit  zehn,  allgemein  bei  n  Ebenen  mit 
n  (w  —  1)  (»  —  2j  j)oppgip^„]jten.3-)     Solcher  giebt  es  zwei  Klassen:  Die  DoppelpmiUe  erster  Klasse  liegen  auf 

den  Kanten  des  Vielflaches,  sind  also  zugleich  Doppelpimkte  der  Grenzflächen  d.  h.  in  ihnen  schneiden  sich 
mindestens  zwei  Kanten,  die  einer  Grenzfläche  angehören.  Die  Zahl  solcher  Doppelpunkte  eines  Vielflaches 
sei  Dj,  wobei  mehrfache  Punkte  in  einfach  zu  zählende  Doppelpunkte  aufgelöst  sind.'')  Die  Doppelpunkte 
(kr  2.  Klasse  liegen  entweder  auf  einer  oder  mehi-eren  Kanten  verschiedener  Grenzflächen  oder  im  Innern  der 
Grenzflächen.  Durch  sie,  deren  Anzahl  für  ein  Vielflach  D,  sei,  gehen  die  sogleich  zu  definierenden  Flächen- 
doppelkanten.     Es  zerfallen  die  Doppelkanten  eines  Vielflaches  in  die  beiden  Arten  der  Flächendoppelkanten 

1)  Vergl.  hierzu  auch:  0.  Löwe,  Über  d.  reguliiren  u.  PoLnsotschen  Körper  und  ihre  Inhaltsbestimmung  vermittelst 
Determinanten  (München  1883);  mit  Angaben  interessanter  Beziehungen  zwischen  den  Inhalten  der  Stempolyeder  und  der 
Polyeder  erster  Art.  Femer:  Dostor,  Proprietös  g^n^rales  des  polyedres  regnliers  ötoil^s.  Liouvilles  Joum.  .S.  s^rie  T.  V. 
1879.    S.  269. 

2)  Vergl.  hierzu:  Hess,  Über  die  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Polyeder.  Kassel  1876.  S.  36  ff.  (künftig 
als  Hess  UI  zitiert).  3)  Vergl.  Nr.  40. 

4)  Dasselbe  gelte  für  alle  weiteren  Doppelelemente. 
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und  Eckeiidoppelkanten.  FlächcndojjpclJcanten  sind  solche  Schnittlinien  je  zweier  Grenzflächen  eines  Viel- 
flaches, die  nicht  Kanten  desselben  sind  und  innerhalb  jeder  der  beiden  Grenzflächen  liegen.  Auch  hier  sind 
zwei  Klassen  zu  unterscheiden.  FlächendoppelJcanten  der  ersten  Klasse  sind  die,  welche  mindestens  durch  eine 
Eche  des  Vielflaches  gehen  und  also  eigentliche  Doppelkanten  dieser  Ecken,  entsprechend  den  Doppelpunkten 
ebener  Polygone,  sind.  Ihre  Zahl  sei  K^y  Die  Flächendoppelkanten  der  siveiten  Klasse  gehen  durch  keine 
Ecke  des  Vielflaches,  sondern  treten  nur  als  Verbindungslinien  von  Doppelpunkten  auf.  Ihre  ZahP)  sei  K^*. 
Echendoppelkanten  sind  solche  Verbindungslinien  je  zweier  Eckpunkte  eines  Vielflaches,  die  keine  Kanten  sind 
und  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  durch  sie  gelegten  Ebenen,  welche  nicht  in  den  körperlichen  Innen- 
winkel der  einen  Ecke  fallen,  auch  bei  der  andern  Ecke  ausserhalb  ihres  Innenwinkels  liegen.  Echen- 
doppelkanten  der  ersten  Klasse  sind  diejenigen,  die  mindestens  in  einer  Grenzfläche  des  Vielflaches  liegen  und 
dieser  Fläche  als  Doppelgeraden,  d.  h.  solche  Diagonalen,  entsprechen,  die  zugleich  in  zwei  Umfangswinkeln 
liegen.  Ihre  Anzahl  sei  K^^.  Die  Eckendopjjelkanien  der  zweiten  Klasse  haben  die  genannte  Eigenschaft 
nicht  und  sind  nur  Schnittlinien  von  Doppelebeneu.  Die  Anzahl  werde  mit  K^'  bezeichnet.  Doppelebenen 
sind  solche  Ebenen,  die,  ohne  Grenzflächen  zu  sein,  durch  drei  oder  mehrere  Eckpunkte  eines  Vielflaches 
hindurchgelegt  werden  können,  ohne  dass  sie  in  (he  Innenwinkel  dieser  Ecken  hineinfallen.  Eine  durch  drei 
Punkte  gehende  Doppelebene  ist  einfach  zu  zählen,  eine  durch  u  Punkte  gehende  mehrfache  Ebene  ist  gleich- 

wertig  mit  — ^^ — x   o\ Doppelebenen.     Die  Doppelebenen  der  ersten  Klasse  gehen  durch   mindestens  zwei 

Kanten  derselben  Ecke  hindurch  und  sind  zugleich  Doppelebenen  der  Ecken,  entsprechend  den  in  Umfangs- 
winkeln liegenden  Diagonalen  ebener  Polygone.  Ihre  Zahl  sei  S^].  Die  Doppelebeneti  der  zweiten  Klasse 
gehen  durch  eine  oder  mehrere  Kanten  des  Vielflaches,  die  nicht  derselben  Ecke  angehören,  oder  überhaupt 
durch  keine  Kante  des  Vielflaches  und  tragen  überdies  die  erwähnten  Eckendoppelkanten.  Ihi-e  Anzahl 
werde  mit  ©,  bezeichnet.  —  Die  Reziprozität  der  Doppelelemente  erhellt  direkt  aus  ihren  Definitionen,  die 
in  einander  übergehen,  wenn  Punkt  und  Ebene  mit  einander  vertauscht  werden,  während  eine  Kante  wieder 
einer  solchen  entspricht.  Unterscheidet  man  die  Anzahl  der  Doppelelemente  zweier  polar -reziproker  Viel- 
flache V  und  F',  deren  Reziprozität  eine  ungestörte  ist,  durch  ungestrichelte  und  gestrichelte  Buchstaben, 
so  gelten  die  Gleichungen:  Dj  =  5),',  !>._,  =  S)./,  K^  =  K/,  K/  =  K/,  K^  =  K{',  K;  =  KJ',  S),  =  D/, 
®.j  =  D.J,  deren  Bestehen  an  dem  Beispiele  der  regulären  Vielflache  verfolgt  werden  mag.  Die  bisher  be- 
trachteten Doppelelemente  sind  als  eir/entliche  zu  bezeichnen.  Wie  aber  bei  den  ebenen  Polygonen  auch  die- 
jenigen Doppelpunkte  zu  betrachten  waren,  die  von  einer  Kante  und  der  Verlängerung  einer  andern  Kante 
gebildet  wurden^),  sowie  solche  Diagonalen,  die  in  dem  Umfangswinkel  der  einen  und  im  Innenwinkel  der 
andern  Ecke  liegen,  so  sind  auch  bei  den  Vielflachen  uneigenfliche  Doppelelemente  zu  berücksichtigen.  Es  ist 
z.  B.  ein  imeigentlicher  Doppelpunkt  ein  gemeinsamer  Punkt  von  p  Grenzflächen,  von  denen  aber  q  erst  er- 
weitert werden  müssen;  eine  uneigentliche  Doppelebene  eine  solche,  welche  durch  p  Ecken  gelegt  bei  q  der- 
selben durch  den  körperlichen  Innenwinkel  hindurchgeht  u.  s.  w.') 

Vi'i.    Die  Doppt'leleiiH'iif«'  des  Ti-eckigen  Sterii-12-Fl;iches  und  des  12-flächi?:en  Steru-12-Ecks.     Man 

beachte  hier  die  Figuren  2?>  und  22  auf  Tafel  VII  und  die  die  Grenzflächen  darstellende  Fig.  IG  auf  Tafel  II. 
Es  sei  zunächst  das  erste  der  angeführten  Vielflache  auf  seine  Doppelelemente  untersucht.  Die  Doppclpunkte 
der  ersten  Klasse  sind  die  Doppelpunkte  der  Grenzflächen,  d.  h.  die  Eckpunkte  des  Innern  dodekaedrischen 
Kernes  (z.  B.  der  Punkt  D  in  Fig.  23).  Jeder  wird  durch  drei  Ebenen  gel>ildet;  es  ist  Z),  =  20.  Doj^cl- 
punkte  zweiter  Klasse  sind  nicht  vorhanden,  ebenso  wie  Fluchendoppelkantcn  beider  Klassen.    Eckendoppelkanten 


1)  Gehen  «  Flächen  durch  eine  solche  Doppelkante,  so  ist  sie  für  — ^ — einfache  Doppelkanten  zu  zählen.    Bei 

den  regulären  Vielflachen  tritt  dieser  Fall  nicht  ein.  2)  Vergl.  Nr.  34. 

3)  Die  Theorie  der  Doppelelemente  eines  Vielflaches  findet  man  in  Hess  III  S.  29  ff.  Von  den  uneigentlichen 
Doppelpunkten  u.  s.  w.  ist  S.  31  ff.  gehandelt,  wo  über  ihre  Zählung  nachzulesen  ist.  Bei  den  regulären  Vielüachen  kommen 
uneigentliche  Doppelelemente  nicht  vor,  wohl  aber  bei  den  später  zu  besprechenden  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Polyedern. 
Doch  sei  für  die  letzteren  auf  die  üriginalarbeit  von  Hess  verwiesen. 


]^Y4  r.   Die  besonderen  Vielflache  höherer  Art. 

erster  Klasse  sind  die  Kanten  des  umhüllenden  Ikosaeders  (z.  B.  oc  in  Fig.  23).  Sie  verbinden  zwei  Nachbar- 
ecken des  Vielflaches,  ohne  durch  die  körperlichen  Innenwinkel  zu  geheu,  und  zugleich  zwei  Nachbarecken 
von  zwei  Grenzflächen,  wodurch  sich  ihr  Name  erklärt.  Es  ist  ersichtlich  K^"  =  30.  EckeiuioppeJJianten 
zweiter  Klasse  existieren  nicht,  ebensowenig  Doppelehenen  erster  Klasse.  Die  Doppelehenen  ziveiter  Klasse, 
die  durch  keine  Kante  des  Vielflaches  gehen,  sind  die  Ebenen  des  äusseren  Ikosaeders  (z.  B.  agc  in  Fig.  23), 
ihi-e  Zahl  ist  also  S.,  =  20.  —  Ebensoleicht  ergeben  sich  die  Doppelelemeute  des  12-flächigen  Stern-12-Ecks, 
das  dem  vorigen  Vielflach  polar-reziprok  ist.  Es  besitzt,  da  die  Grenzfläche  ein  Fünfeck  erster  Ai-t,  also  ohne 
Doppelpunkte  ist,  keine  DoppelpunMe  erster  Klasse.  Die  BoppelpnnMe  zweiter  Klasse  {D'  in  Fig.  22,  die 
Punkte  1  auf  der  von  den  Punkten  2  gebildeten  Grenzfläche  iu  Fig.  16  Taf  II)  in  denen  sich  drei  Flächen 
schneiden,  sind  die  Ecken  des  Innern  Dodekaeders,  d.  h.  A  =  20.  Die  Flächemhppellcanten  erster  Klasse 
sind  die  je  fünf  Diagonalen  der  zwölf  Grenzflächen  (z.  B.  ad  in  Fig.  22).  Da  jede  solche  Diagonale  zu  zwei 
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Flächen  gehört  (daher  der  Name  Flächenrfo2)j|JC?kante),  so  ist  K^^  =  -^^  =  30.      FlächeMoppelkanten    ziceiter 

Klas.se  sind  nicht  vorhanden,  ebenso  fehlen  die  Ecl-endoppelhanten.  DoppeM)cnen  erster  Klasse  sind  die  Flächen 
des  äusseren  Ikosaeders  (z.  B.  aef  in  Fig.  22),  sie  gehen  durch  je  zwei  Kanten  jeder  Ecke.  Es  ist  also  25,  ==  20. 
Doppelehenen  der  zweiten  Klasse  existieren  nicht. 

134.  Die  Doppelelemeute  des  20-eckigeu  Stei'n-12-Flaclies  und  des  20-fläi'higeu  Stern-12-Ecks.    Hier 

sind  die  Fio-uren  21  und  2-4  auf  Tafel  VII  imd  die  die  Grenzflächen  der  beiden  Vielflache  darstellenden 
Ficruren  16  und  17  aui  Tafel  II  zu  berücksichtigen.  Es  sei  zunächst  das  20-eclige  Sifrn-12-Flach  betrachtet. 
Die  Doppdpunhtc  erster  Klasse  sind  die  Doppelpunkte  der  Grenzfläche,  die  ein  Fünfeck  zweiter  Ai-t  ist  (die 
Punkte  2  in  Fig.  16,  die  Punkte  D  in  Fig.  21).  Durch  jeden  dieser  zwölf  Punkte  gehen  aber  fünf  Flächen 
des  Vielflaches*),  jeder  zählt  also  nach  den  allgemeinen  Äusfülu-imgen  in  Nr.  132  zehnfach,  d.  h.  es  ist 
D^  =  120.  —  Die  fünf  dui-ch  den  Punkt  D  in  Fig.  21  gehenden  Grenzflächen  schneiden  die  Ebene  der 
Fläche  ahcde  in  einem  Sternfünfeck  mit  fünf  Doppelpunkten,  dessen  Ecken  die  auf  abede  liegenden  Doppel- 
punkte erster  Klasse  sind.     Jeder  solche  Doppelpunkt  zweiter  Klasse  liegt   also   ausser  auf  ahcde  noch   auf 

zwei  Grenzflächen ;  es  ist  somit  D.,  =  -^^—-  =  20.    Flächendoppelkanten  erster  Klasse  existieren  nicht.    Flächen- 

doppelkanien  zweiter  Klasse  sind  die  Verbindimgsgeraden  der  abwechselnden  Doppelpunkte  der  Grenzflächen 
(z.  B.  die  Gerade  fg  der  Grenzfläche  ahcde  in  Fig.  21).  Da  auf  jeder  Grenzfläche  fünf  verlaufen,  jede  aber 
zu  zwei  Grenzflächen  gehört,  so  ist  KJ  =  30.  Eckendoppelknnten  erste>-  Klasse  gehen  sechs  von  jeder  Ecke 
aus  (die  sechs  in  Fig.  21  von  der  Ecke  /;  ausgehenden  punktierten  Geraden).   Da  aber  jede  doppelt  gezählt 

wird,  nämlich  in  ihren  beiden  Enden,  so  ist  ^"1"  =  ^^-^  ==  60.     Eckendoppelkanten  zweiter  Klasse  sind  zwei 

Arten  vorhanden.  Erstens  die  dreissig  Geraden,  welche  je  zwei  benachbarte  Ecken  verbinden  (z.  B.  die 
Gerade  hi  ha.  Fig.  21).     Es  sind  die  Kanten  des  umhüllenden  Dodekaeders.     Zweitens  die  Geraden,  von  denen 

je  sechs  von  einer  Ecke  ausgehen^),  wie  die  Gerade  bk  in  Fig.  21.     Es  ist  also  K^"  =  30  -j ^—  =  90.  — 

Doppelehenen  erster  Klasse  existieren  nicht,  wohl  aber  solche  zweiter  Klasse,  von  denen  sechs  Arten  zu  unter- 
scheiden sind.  «)  Die  zwölf  Ebenen  des  äusseren  Dodekaeders  tragen  je  fünf  Ecken  des  Vielflaches  und 
sind  gemäss  den  allgemeinen  Betrachtungen  zehnfach  zu  rechnen.  Sie  gelten  also  für  120  Doppelehenen 
(z.  B.  die  Ebene  durch  hlopk  in  Fig.  21).  ß)  Die  Ebenen  durch  je  drei  einer  Ecke  benachbarte  Ecken 
(z.  B.  durch  h,p,c,  die  der  Ecke  k  benachbart  sind,  Fig.  21).     Solcher  Doppelebenen  sind  zwanzig  vorhanden. 

1)  Durch  jeden  Punkt  2  in  Fig.  16  Taf.  II  gehen  vier  Spuren;  da  aber  die  Zeichenebene  mitzählt,  so  ergeben  sich 
die  angeführten  fünf  Ebenen.  In  derselben  Weise  erschliesst  man  auch  fernerhin  die  Zähligkeit  der  Doppelpunkte  durch 
Betrachtung  der  Grenzfläche  und  der  auf  ihr  verlaufenden  Spuren  der  übrigen  Ebenen. 

2)  Man  stelle  das  Modell  des  Vielflaches  mit  der  Ecke  k  zu  oberst,  wonach  sich  leicht  die  angegebene  Zahl  6  ab- 
lesen lässt.  Die  ebenso  wie  b  gelegenen  Ecken,  die  also  mit  k  gleichlange  Verbindungsgeraden  ergeben,  liegen  in  einer 
Ebene  und  bilden  ein  gleicheckiges  (3  +  3) -eck.  Die  Benutzung  von  Modellen  ist,  um  der  Anschauung  zu  Hilfe  zu  kommen, 
immerhin  zu  empfehlen. 


134.  Die  Doppelelemente  d.  20-eckig.  Stem-12-Flaches  u.  d.  20-fliich.  Stern-12-Ecks.    135.  Die  Doppelelemente  e.  diskont.  Vielil.     1 75 

y)  Die  Ebenen  durch  vier  Ecken  in  der  Lage  wie  die  Ecken  Ji,d,h.p.  Fig.  21.  Jede  von  diesen  Ebenen  läuft 
parallel  einer  Kante  des  Vielflaches,  die  genannte  z.  B.  parallel  der  Kante  ki.  Es  sind  also  dreissig  Ebenen, 
welche  aber  vierfach  zu  rechnen  sind,  da  sie  durch  je  vier  Ecken  gehen,  somit  120  Doppelebenen,  d)  Die 
Ebenen  durch  drei  Ecken    in  der  Lage  wie  h,i,h.     Solcher  Ebenen   gehen    diu-ch  jede  Ecke  9;   da  aber   in 

9    20 

jeder  Ebene  drei  Ecken  liegen,  so  ist  die  Anzahl  dieser  Doppelebenen  — —  =  60.     s)   Die    Ebenen     durch 

drei  Ecken  in  der  Lage  h,b,c.     Durch  jede  Ecke    gehen   wieder    neun  Ebenen,    es    ist   also    wie  vorher   die 

Anzahl  aller  — -^  =  60.     Alle  Ebenen  «)  bis  s)  tragen  keine  Kanten  des  Vielflaches,     g)  Die  Ebenen  durch 

sechs  Ecken  wie  h,l,b,q,r,c.  Eine  solche  Ebene  trägt  drei  Kanten  des  Vielflaches,  z.  B.  die  genannte  die 
Kanten  hq,  bc,  Ir.  Da  jede  Ebene  durch  sechs  Ecken  geht,  also  20-fach  zu  rechnen  ist,  und  je  eine  parallel 
einer  der  Ebenen  ß  läuft  (die  genannte  z.  B.  parallel  der  Ebene  keo),  so  ist  ihre  Zahl  20-20:^400.  Es 
ist  somit  ®2  =  120  +  20  +  120  +  60  +  60  +  400  =  780.  Das  30- flächige  Stern- 12-Eclc  besitzt  keine 
Doppelpunkte  erster  Klasse,  da  die  Grenzfläche  ein  Dreieck  ist.  Die  Doppelpunkte  zweiter  Klasse  sind  aus 
Fig.  17  Taf.  n  sofort  abzulesen;  es  giebt  von  ihnen  sechs  Arten,  a)  Die  Punkte  1,  d.  h.  die  Ecken  des 
inneren  Ikosaeders.     Solchei  liegen  je  drei  auf  einer  Fläche,  jeder  gebildet  von  fünf  Ebenen,  also  10-fach  zu 

rechnen;  da  er  aber  fünf  Ebenen  angehört,  so  ist  die  Anzahl  dieser  Doppelpunkte  10-^-V^=  120.     ß)    Die 
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Punkte  2,  durch  drei  Ebenen  gebildet,  auf  jeder  Ebene  drei:  — r^  =  20.  y)  Die  durch  vier  Ebenen  ge- 
bildeten Punkte  3,  von  denen  sechs  auf  jeder  Ebene  liegen:  4-— ^  =  120.     d)  Die  durch  drei  Ebenen   ge- 
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bildeten  Punkte  4,  von  denen  neun   auf  jeder  Fläche   liegen:  ^— ^  =  60.     a)  Die  Punkte  5,  an  Zahl  wie  die 

vorigen  gleich  60.  Die  Punkte  r)  bis  t)  liegen  im  Innern  der  Grenzflächen.  Von  den  auf  den  Kanten  liegenden 
Doppelpimkten  6  befinden  sich  sechs  auf  jeder  Ebene,  und   durch  jeden  Punkt  gehen  sechs  Ebenen.     Jeder 

solche  Punkt  6  zählt  also  für  zwanzig  Doppelpiuikte,  und  ihre  Gesamtzahl  ist  daher  20  ■  — -^  =  400.  Es  ist 
also  in  Summa  D^  =  120  +  20  +  120  +  60  +  60  +  400  =  780.  Die  Flächemhppclkanten  erster  Klasse 
sind  in  Fig.  17  Taf.  II  die  Spuren  ÖJ  auf  der  Fläche  des  Vielflaches.  (In  Fig.  24  Taf.  VH  z.  B.  die 
Gerade  a,6.)  Sie  gehen  durch  eine  Ecke  des  Vielflaches.  Auf  jeder  Fläche  befinden  sich  sechs,  also  ist 
K^^  =  "^-^^  =  60,  da  jede  auf  zwei  Ebenen  gezählt  ist.     Die  Flächendoppelkanten  zweiter  Klasse  sind  die  die 

Doppelpunkte  6  auf  jeder  Grenzfläche  verbindenden  Geraden.  Drei  davon  sind  die  verlängerten  Kanten 
einer  Fläche  des  innern  Ikosaeders,  die  übrigen  sechs  die  Kanten  des  Doppeldreiecks,  welches  aus  zwei 
Flächen  des  tliskontinuierlichen  aus  zehn  Tetraedern  bestehenden  Körpers  gebildet  ist.  Es  ist  also  KJ  =  90. 
Eckendoppellianten  erster  Klasse  existieren  nicht.  Die  zweiter  Klasse  sind  die  dreissig  Kanten  des  umhüllenden 
Ikosaeders  (z.  B.  gh  in  Fig.  24).  Eine  Doppelebene  erster  Klasse  ist  die  Ebene  des  Fünfecks  zweiter  Art 
bcgih  Fig.  24,  die  also  durch  fünf  Ecken  und  fünf  Kanten  des  Vielflaches  geht.  Es  ist,  da  jede  der  zwölf 
Ebenen  zehnfach  zu  rechnen  ist,  S)j  =  120.  Doppelebenen  zweiter  Klasse  sind  die  zwanzig  Flächen  des  um- 
hüllenden Ikosaeders,  z.  B.  agh  in  Fig.  24.  —  Stellt  man  sich  die  Doppelelemente  der  vier  betrachteten 
regulären  Vielflache  höherer  Art  in  einer  Tabelle  zusammen,  so  übersieht  man  leicht  ilire  polare  Zu- 
ordnung. 

1)55.  Die  Doppeleleuienfe  eiues  diskontinuierlichen  Vielflaches.  Es  soll  an  dem  Beispiel  des  aus 
zwei  Tetraedern  gebildeten,  als  regulär  zu.  bezeichnenden  Vielflaches  (der  Stella  octangula  Keplers,  vergl. 
Nr.  128)  gezeigt  werden,  dass  die  vorangehenden  Betrachtungen  auch  für  diskontinuierliche  Vielfiache  ihre 
Gültigkeit  behalten.  Aus  Fig.  20  Taf.  VII  liest  man  leicht  die  folgenden  Werte  ab,  wobei  die  nicht  an- 
geführten Null  sind.  Doppelpunkte  zweiter  Klasse  sind  die  vierfach  zu  zählenden  Eckpunkte  a  des  innem 
Oktaeders,  durch  die  vier  Ebenen  gehen.  Es  ist  also  D^  =  24.  Flächendoppelkanten  zweiter  Klasse  sind 
die  zwölf  Kanten  a,a  desselben  Oktaeders.     Eckendoppelkanten  zweiter  Klasse  sind  die  zwölf  Kanten  b,b  des 


176  F-    Die  besonderen  Vielflache  höherer  Art. 

äusseren  Hexaeders,  und  Doppelebenen  zweiter  Klasse  die  vierfach  zu  zählenden  Flächen  dieses  Hexaeders,  da 
jede  vier  Ecken  des  Yielflaches  trägt;  es  ist  '^„^24:.  Das  polare  Entsprechen  der  Doppelelemente  dieses 
autopolaren  Vielflaches  ist  ersichtlich. 

136.  Abhäusi^keit  der  Aa-tzahl  A  von  der  Anzahl  der  Doppelelemeute.  Es  lässt  sich  eine  Gleichung 
zwischen  der  Zahl  A  luid  der  Anzahl  der  Doppelpunkte  sämtlicher  Greuzüächeu  sowie  der  Doppelkanten 
sämtlicher  Ecken  für  ein  konvexes,  eine  Zelle  des  Koeffizienten  A  enthaltendes  Vielflach  angeben,  für  den 
Fall,  dass  die  Fläche  der  Art  o  ihr  mögUches  Maximiun  von  Doppelpunkten,  die  Ecke  der  Art  a  das 
Maximum  von  Doppelkanten  besitzt.  Die  Grenzfläche  sei  ein  w-eck.  Dann  ist  ihr  Maximum  von  Doppel- 
punkten 0-  =  H  («  —  1).   Ist  die  Ecke  ein  v-kant,  so  ist  die  Maximalzahl  ihrer  Doppelkanten  ^)  d  =  v  (u —  1). 

Es    ist    also    a  =  — 1-1,  «= hl-     Die    ei-weiterte    Eulersche    Gleichung   wird    dann:    S  l — 1-  1 )  -1- 

Z  ( — |-  l)  =  2^-1  -{-  K,  oder,  da  die  erste  Summe  über  alle  Flächen,  die  zweite  über  alle  Ecken  zu  nehmen 

ist-  2J      -4-  Z  -  ^  '2A  —  iE  -\-  F  —  K),  worin  E  und  F  die  Zahlen  der  Ecken  und  Flächen  sind.    Für  alle 

Vielflache,  welche  sowolil  gleiche  Ecken  wie  Flächen  haben,  ist  dann,  wenn  -9-  und  d  die  Summen  aller  an 
den  Flächen  bez.  Ecken  vorkommenden  Doppelpunkte  bez.  Doppelkanten  sind  und  E  -\-  F  —  K^  y  ge- 
setzt wird'): 

:=   J  ^  Y. 

n    '    V  ' 

Beispiele:  Für  das  12-eckige  Stern -12 -Flach  ist  ^=12ö  =  ßO,  «  =  5,  6=0,  7=  12  +  12  — 30  =  — 6, 
i.h.A  =  3.  Für  das  20-flächige  Stern-12-Eck  ist  §•  =  0,  «5  =  12  •  5,  v  =  ö,  j/  =  12  -f  20  —  30  =  2,  d.  h. 
A='i.     Für  die  steUa  octangula  ist  ^  =  0,  d  =  0,  y  =  8  +  8  —  12,  d.  h.  A  =  2. 

l.iT.  (Teschichtliche  Bemerkungen.  (.Tamitzer.  Kepler,  Poinsot.  Canchy,  Bertrand.  Cayley.  Wiener. 
Hess.  Badourean.  Becker.  Möbins.  Fedorow  U.  a.)  Die  Untersuchungen,  die  schliesslich  zur  Aufstellung  der  beiden 
Formeln  von  Hess  führten,  von  denen  sich  die  zweite  als  eine  Verallgemeinerung  des  Euler  sehen  Poljedersatzes 
darstellt,  nehmen  ihren  Ausgang  bei  Poinsot  und  schliessen  sich  zunächst  wesentlich  an  die  Betrachtung  der  regu- 
lären Vielflache  höherer  Art  an,  weshalb  passend  die  historische  Entwickelung  dieser  beiden  Materien  hier  im  Zu- 
sammenhange verfolgt  wird.  Reguläre  Stern  vielflache  sind  an  sich  bereits  friiher  bekannt  gewesen;  ihre  Erfindung 
ist  Kepler  zuzuschreiben.  Es  ist  aber  bemerkt  worden^),  dass  schon  Wenzel  Jamitzer  in  dem  in  Nr.  122 
erwähnten  Werke  eine  Abbildung  gegeben  habe,  die  sichtlich  das  12 -flächige  Stern- 12 -Eck  darstelle.  Können 
wir  dieser  Auffassung  aus  den  in  der  Ajun.*)  angeführten  Gründen  nicht  beistimmen,  so  erscheint  ims  die  Be- 
merkimg desselben  Verfassers  sehr  berechtigt,  dass  von  einer  Kenntnis  eines  regulären  Vielflaches  höherer  Art  nur 
erst  dann  die  Rede  sein  kann,  wenn  der  Begriff  des  regelmässigen  Stemvieleeks  und  der  entsprechenden  Ecke  klar 
vorliegt.  Daher  ist  als  Erster  auf  diesem  Gebiete  imzweifelhaft  Kepler  anzuführen;  alle  vor  ihm  sich  findenden 
Zeichnungen,  seien  sie  Abbildungen  solcher  Vielflache  noch  so  ähnlich,  sind  nur  zufällige.")  Kepler  beschreibt  in 
der  harmonice  mimdi  deutlich,  so  dass  über  die  richtige  Auffassung  kein  Zweifel  möglich  ist,  das  12-eckige  Stern- 
12-Flach  und  das  20-eckige  Stern- 12 -Flach®)  die  daher  in  der  Folge  verschiedentlich  als  Keplersche  Stanpolyeder 


1)  3  ist  die  Zahl  der  Doppelpunkte  des  sphärischen  Polygons  der  Ecke.  2)  Vergl.  Hess  EI  S.  .3.3. 

3)  Günther,  a.  a.  0.  S.  53 ff.  (Vergl.  Nr.  12).    Cantor  11  S.  536. 

4)  Günther  reproduziert  a.  a.  0.  S.  36  zwei  Jamitzersche  Abbildvmgen.  Die  erste  zeigt  sicher  kein  reguläres 
Sternpolyeder,  da  sechskantige  Ecken  vorhanden  sind.  Aber  auch  die  zweite,  auf  die  sich  die  Behauptung  „reguläre  Stern- 
vielflache sind,  wenn  auch  nur  der  künstlerischen  Phantasie  entstammend,  zuerst  bei  Jamitzer  gezeichnet''  stützt,  ist  durch- 
aus nicht  das  12-flächige  St«rn-12-Eck,  da  eine  grosse  Anzahl  der  Doppelkanten  auf  den  Seitenflüchen  in  dieser  Figur  gebrochene 
Linien  sind.  Hier  scheint  nur  ein  Ikosaeder  mit  nach  innen  aufgesetzten  dreiseitigen  Pyramiden  vorzuUegen.  Wir  urteilen 
allerdings  nur  nach  den  bei  Günther  reproduzierten  Figuren. 

5)  „Die  morgenstemartigen  Aufsätze,  welche  man  statt  der  Windfahnen  oder  dergl.  an  Giebeln  und  Dächern  in 
oberdeutschen  Städten  noch  jetzt  häufig  angebracht  sieht,  sind,  wie  eine  genaue  Untersuchung  lehrt,  oft  genau  nach  dem 
Muster  des  20-eckigen  Stem-12-Flachs  gebildet,  und  in  einer  nach  alten  Vorbildern  restaurierten  Mosaikplatte  der  Markus- 
kirche zu  Venedig  wird  jeder  Kundige  nicht  ohne  Staunen  eine  ebenso  schön  als  richtig  ausgeführte  perspektivische  Dar- 
stellung des  regelmässigen  Stemdodekaeders  erkennen".    Günther  a.  a.  0.  S.  88. 

6)  Ges.  Werke,  ed.  Frisch.  Bd.  V  S.  122.     Die  betr.  Stelle  mit  den  Figuren  abgedruckt  bei  Günther  a.  a.  0.  S,  36. 
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angeführt  worden  sind,  und  giebt  mehrere  perspektivische  Abbildungen  derselben. '^)  Auf  die  Frage,  ob  Poinsot 
bei  Abfassung  seiner  1809  erschienenen  ausführlichen  Abhandlung"),  in  der  die  vier  regulären  Vielflache  höherer 
Art  abgeleitet  sind,  mit  Keplers  Untersuchungen  bekannt  gewesen  ist,  bez.  ihnen  den  richtigen  Sinn  beigelegt  hat, 
soll  hier  nicht  eingegangen  werden.  Von  Günther  wurde  sie  verneinend  beantwortet^),  un.sres  Erachtens  wohl  mit 
Recht.  Doch  sehliesst  dies  die  Priorität  Keplers  für  zwei  dieser  Körper  natürlich  nicht  aus,  denn  der  Auffassung 
Bertrands,  als  habe  Kepler  das  eigentliche  Wesen  seiner  beiden  Vielflache  als  Sternkörper  nicht  erkannt,  ist 
nicht  beizupflichten.  Andrerseits  ist  nicht  zu  verkennen,  dass  die  systematische  Betrachtung  der  regulären  Vielflache 
höherer  Art  sich  erst  bei  Cauchy  findet.*)  —  Neu  ist  bei  Poinsot  zunächst  die  Ableitung  des  erweiterten 
Eul ersehen  Satzes  für  solche  reguläi-e  Vielflache,  die  mit  Flächen  erster  Art  infolge  des  Vorkommens  von  Stern- 
ecken die  Kugel  mehrfach  überdecken.  Er  findet,  nachdem  er  den  Begrifi'  der  Sternecke  an  der  Pyramide  über 
einem    Fünfeck    zweiter    Art    als    Basis    erläutert    hat,    durch    Kugelteilung    füi-    solche    Polyeder    die    Gleichung^): 

F  ■  i 2n  -)-  4)  =  8.4,  deren  allgemeine  Lösung  er  kaum  füi-  möglich  hält.     Aber  glücklicherweise  sind  eben 

die  beiden  von  ihm  nur  gefundenen  Lösungen,  die  das  20-flächige  Stern-12-Eck  (von  ihm  nouvel  ieosaedre  genamit)  und 
das  12-flächige  Stem-l 2-Eck  (bei  ihm  nouveau  dodecaedre)  darstellen,  die  einzig  möglichen  für  reguläre  Vielflache 
höherer  Art,  die  sich  durch  Diskussion  der  hingeschriebenen  Gleichung  ableiten  lassen.  Für  A  rechnet  er  richtig 
7  bez.  3.  Diese  beiden  Vielflache  werden  häufig  noch  nach  ihm  die  Poinsotschen  genannt.  Die  zwei  noch 
fehlenden,  die  Kepler  kannte,  können  sich,  da  ihre  Grenzflächen  Fünfecke  zweiter  Art  sind,  nicht  als  Lösungen 
obiger  Gleichung  ergeben;  Poinsot  leitet  sie  geometrisch  ab.  Das  20-eckige  Stern-12-Flach  (dodecaedre  etoile  de 
4'*""'  espece)  werde  aus  dem  12-flächigen  Stern-12-Eck  erhalten,  „indem  man  die  gewöhnlichen  Fünfecke  zu  Sternfünf- 
ecken erweitere".  Es  i.st,  wie  gesagt,  bei  ihm  von  der  vierten  Art.  Das  12-eckige  Stern-12-Flach  (dod.  etoile  de 
2''  espece)  ergiebt  sich  durch  Erweitening  der  Flächen  eines  gewöhnlichen  Dodekaeders.  Die  unrichtigen  Zahlen  4 
und  2  füi-  die  Art  der  beiden  Körper  rühren  daher,  dass  Poinsot  nicht  die  richtige  Auffassung  für  den  Inhalt  des 
Stemfünfecks  hat.'')  Bei  den  folgenden  Versuchen,  weitere  konstruierbare  Lösungen  obiger  Gleichung  zu  finden'), 
kommt  er  dem  Satze,  auf  dem  der  Beweis  der  Umnöglichkeit  solcher  beruht,  recht  nahe.     Er   konstruiert  z.  B.  aus 

sieben   Dreiecken    eine  Ecke  zweiter  Ai-t,    die  ^-  der  Kugelfläche  bedeckt,  und  fragt,  ob  sich  dieses  von  28  p  Flächen 

begrenzte  Gebilde  nicht  schliessen  müsseV  Projiziere  man  es  aber  auf  die  Kugel,  so  bildeten  die  Mittelpunkte  der 
Flächen  ein  gewöhnliche.s  konvexes  Polyeder  „welches  regulär  sein  müsse",  und  man  hätte  also  ein  solches  mit  anderen 
Zahlen  als  4,  6,  8,  12,  20,  was  unmöglich  sei.  —  In  einem  Zusätze*)  leitet  er  die  erweiterte  Eulersche  Gleichimg 
in  der  Fonn  aE-\-F:^K-\-2A  ab,  lässt  aber  bei  ihrer  Priifung  wobhveislich  die  sternflächigen  Polyeder 
wieder  bei  Seite.  —  Den  Beweis,  dass  mehr  als  vier  reguläre  Vielflache  höherer  Art  unmöglich  sind^),  liefert  Cauchy 
bereits  1811,  im  ersten  Teile  der  in  Nr.  57  zitierten  Abhandlung,  indem  er  zeigt,  dass  man  jedes  reguläre  Stem- 
polyeder  dadurch  konstruieren  könne,  dass  man  die  Kanten  und  die  Flächen  eines  gewöhnlichen  regelmässigen 
Polyeders  verlängere.  Er  verallgemeinert  also  die  von  Poinsot  nur  für  die  beiden  letzten  oben  gebrauchte  Methode, 
und  da  er  .systematisch  die  fünf  regulären  Vielflache  erster  Art  danach  untersucht,  so  verdient  seine  Arbeit  den 
Vorzug  vor  der  Poinsot s.  Auf  die  Bestimmung  der  Art  der  Vielflache  lässt  er  sich  bei  seiner  rein  geometrischen 
Darstellungsweise  nicht  ein.  Dasselbe  gilt  fiü-  die  nächste  hier  anzufülirende  Abhandlung,  die  Neues  enthält,  nämlich 
die   Bertrands.     Denn    die    1849    erschienene   Arbeit    von    Terquem^")    reproduziert    lediglich    die    Resultate    von 

1)  a.  a.  0.  S.  120  und  S.  272.  2)  Bereits  in  Nr.  12  zitiert.  3)  Günther  a.  a.  0.  S.  38 ff. 

4)  Die  folgenden  Bemerkungen  stützen  sich  auf  die  Origiualarbeiteu,  doch  können  wir  uns  der  Kürze  befleissigen, 
da  Ausführliches  bis  zu  Wiener  in  Günthers  schöner  Arbeit  nachgelesen  werden  kann. 

5"!  Wir  geben  hier  und  weiterhin  die  betr.  Formeln  stets  der  Schreibweise  unsres  Textes  angepasst.  In  genannter 
Gl.  bedeutet  also  v  die  Zahl  der  Flächen  an  einer  Ecke,  n  die  Kantenzahl  der  Fläche  u.  s.  w. 

6)  Vergl,  Nr.  12.  7)  a.  a.  0.  S,  42.  8)  S.  46  ders.  Zeitschrift:  Addition  ä  l'article  des  Polyiidres. 

9)  Die  diskontinuierlichen  V'ielflaclie  existieren  für  keinen  der  folgenden  Autoren,  bis  auf  Hess,  der  sie  berücksichtigt. 
10)  Angeführt  in  Nr.  19.  Günther  zitiert  a.  a.  0.  S.  35  eine  Stelle  aus  Terquems  Abhandlung,  nach  der  es  scheinen 
könnte,  als  ob  Terquem  Keplern  die  Erfindung  seiner  zwei  regulären  Sternkörper  absprechen  wollte.  Diese  Stelle  bezieht 
sich  aber  auf  die  dreizehn  Archimedeischen  Polyeder  und  lautet  vollständig:  „Dans  le  second  livre  du  meme  ouvrage  Kepler 
dücrit  les  treize  corps  archimtidiques,  et  en  donne  les  ßgures.  Ce  sont  des  solides  tennines  par  divers  polygoues  reguliers,  et 
qui  problablement  sont  ainsi  nomiuüs,  parcequ'  Archimfede  a  aussi  considcrti  des  solides  termines  par  deux  surfaces  coniques, 
par  un  cOne  et  un  cylindre.  A  la  maniere  dont  Kepler  en  parle,  il  ne  parait  pas  quo  cos  corps  soicnt  de  son  iuveutiou:  on 
n'en  connait  par  l'auteur.  Ils  ont  et^  souvent  employäs  dans  la  perspective."  Nun  folgt  die  Anführung  von  Jamitzers 
Buch  und  der  Abhandlung  Kästners,  de  corporibus  polyedris  u.  s.  w.  Es  scheint,  als  ob  Günther  erst  durch  dieses  kleine 
Missverständnis  auf  die  Idee  gekommen  sei,  bei  Jamitzer  nach  regulären  Stemkörperu  zu  suchen.  —  Terquem  bemerkt 
ausdrücklich  über  die  Stempolyeder  in  einer  Note  (,S.  135):  Nous  verrons  que  les  deux  premiers  polyödres  de  M.  Poinsot 
appartiennent  ä  Kepler. 
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Poinsot  und  Cauchy.  Bertrand"^)  leitet  die  vier  regulären  Vielflache  höherer  Art  auf  Grund  des  Satzes  ah  „dass 
jedes  Polyeder  höherer  Ai-t  notwendigerweise  dieselben  Ecken  besitze,  wie  ein  gewöhnliches  regelmässiges  Vielflach'". 
Über  alle  Vorhergehenden  hinaus  gelangt  nun  Cayley'j,  indem  er,  den  richtigen  Flächeninhalt  des  Stemfünfecks 
einfiihi-end,  der  Euler  sehen  Gleichung  die  Form  giebt,  in  der  sie  für  alle  regulären  Vielflache  höherer  Art  gültig 
wird,  nämlich  aE  -\-  aF  =  K  -\-  2^.  Dadui-ch,  dass  er  im  Fünfeck  zweiter  Art  der  mittleren  Zelle  den 
Koefficienten  2  erteilt,  ergiebt  sich  ihm  statt  der  Poinsotschen  Werte  4  und  2,  wie  es  sein  muss,  die  Art  der 
.sternflächigen  Polyeder  zu  7  und  3.  Die  erweiterte  Eulersche  Formel,  auch  hier  nui-  fiii-  solche  Polyeder  abgeleitet, 
die  Flächen  oder  Ecken  gleicher  Ar-t  haben,  wird  dm-ch  Beti-achtung  des  Kugelnetzes  erschlossen,  wie  es  Legendre 
und  M.  Hirsch  für  Netze  erster  Art  gethan  hatten.  Besonders  wii-d  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  je  zwei  der 
vier  regulären  Stempolyeder  polar  zugeordnet  sind.  In  einer  weiteren  Note')  weist  Cayley  auf  die  ihm  erst  nach- 
träo-lich  bekannt  gewordene  Abhandlimg  von  Cauchy  hin.  Die  durch  ihn  in  England  eingefühi-ten  Bezeichnungen 
sind  nicht  glücklich  gewählt.*)  Alles  bisher  auf  diesem  Gebiete  der  Lehre  von  den  regelmässigen  Stemköi-pern  ge- 
leistete fasst  Wiener  in  seiner  schon  mehi-fach  erwähnten  Schi-ift  zusammen.  Hier  werden  zum  ersten  Male  muster- 
hafte Abbildungen  nach  Modellen  °)  und  die  Netze  der  Körper  gegeben.  Es  ist  nicht  nötig  die  Schrift  zu  besprechen, 
da  sie  den  Betrachtungen  des  Textes  zum  Teil  zm-  Grundlage  gedient  hat.  Die  hier  gebrauchten  Bezeichnimgen  (von 
Hess)  stimmen  zum  Teil  mit  denen  von  Wiener  überein.*)  Da  dieser  Poinsot,  Cauchy,  Bertrand  und  Cayley 
erwähnt  hatte,  nicht  aber  Kepler,  so  holte  er  das  Versäumte  in  einer  kleinem  Mitteilung*)  nach,  indem  er  zugleich  noch- 
mals km-z  auf  die  Reziprozität  regulärer  VieLflache  eingeht.  Obgleich  mit  Wieners  Schi-ift  die  Kenntnis  dieser  Viel- 
flache Gemeingut  der  Mathematiker  geworden  sein  dm-fte,  giebt  doch  Hügel')  (1876)  eine  imgenaue  Definition 
dieser  Gebilde*):  „Die  Poinsotschen  Polyeder  sind  Stempolyeder,  welche  zufolge  ilu-er  Entstehungsweise  das 
Charakteristische  an  sich  haben,  dass  je  gleich\-iel  ihi-er  Grenzflächen  in  einer  Ebene  liegen."  So  gelangt  er  dazu, 
ein  fünftes  reguläres  Sternpolyeder,  den  auf  Taf.  VIH  Fig.  26  dargestellten  Körper,  als  20-eckiges  Keil-Ikosaeder 
mit  zu  beschi-eiben,  das  von  zwanzig  Ebenen  gebildet  wii-d;  d.  h.  je  drei  Grenzflächen  liegen  in  einer  Ebene.  Die 
Grenzflächen  dieses  Vielflaches  sind  aber  zwanzig  Sechsecke  zweiter  Art  (von  der  Form  des  dritten  Sechsecks  VI^,^ 
auf  Taf.  I),  und  die  Ecken  sind  6-kantig,  mit  abwechselnd  aus-  und  einspringenden  Winkeln.*)  —  Sehr  ausführlich 
bespricht  Hess  die  regulären  Polyeder  höherer  Art. ^'')  Hier  finden  sich  auch  die  Untersuchungen  über  die  Doppel- 
elemente dieser  räumlichen  Gebilde.  Ehe  wü-  noch  einige  neuere  Ai-beiten  über  diese  Materie  anfülu-en,  sei  die  Ge- 
schichte des  Euler  sehen  Satzes  zu  Ende  geführt.  Die  Verallgemeinerung  der  bisher  nur  auf  die  regulären  Vielflache 
höherer  Art  bezogenen  Formel  in  der  Gestalt,  wie  sie  bei  Cayley  und  Wiener  auftritt,  auf  konvexe  sternförmige 
Körper  mit  Ecken  und  Flächen  mehi-erlei  Art  lag  sehr-  nahe.  Badoureau")  (1878)  leitet  sie  für-  gleicheckige 
VieMache  höherer  Art  ab  (durch  Kugelteilung)  in  der  Form  uE  -\-  ZaF  =  K  -{-  '2A,  mit  der  Bemerkung,  dass 
Eouche  imd'de  Comberousse  sie  für  den  Spezialfall  der  regulären  Vielflache  bewiesen  und  die  Ungenauigkeit 
von  Poinsot  s  Fonnel  gezeigt  hätten.  Er  benicksichtigt  keine  nicht -französischen  Autoren.  In  der  That  erfolgte 
der  letzte  Sehritt,  der  Fonnel  die  allgemeinste  Gestalt  zu  verleihen,  schon  vor  Badoureau  in  Jahre  1876  durch 
Hess'^),  da,  wie  im  Texte  gezeigt  ist,  die  beiden  von  uns  Hesssche  Formeln  genannten  sich  auch  auf  nicht- 
konvexe Körper  mit  Ecken  und  Flächen  beliebiger  Art  erstrecken.  AUe  bisher  aufgestellten  Formeln  sind  in  der 
zweiten  Gleichung  als  spezielle  Fälle  enthalten,  auch  die  schon  1872  von  Hess  ausgesprochene  Formel^') 
Z(uE)  -\-  2(aF)  =  K  -\-  2A.  In  dem  Werke  über  Kugelteilung")  findet  sich  die  für  konvexe  Vielflache  gültige 
Formel  2ct  -j-  2a  =  K  -\-  '2ä  nochmals  abgeleitet  und  zwar  für  Kugelnetze.    Der  Inhalt  eines  sphärischen  H,-ecks  der 
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Art  a  und    der  Wmkelsumme  W/  ist  _! L .      .     Die    Simime    aller   Flächen    ist  das  ^-1  -  fache    der  Kugel, 
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woraus  2  (wi  —  («,■  —  2«);r)  ^  inÄ  folgt.     Da  nun  die  Summe  aller  Winkel  nichts  andres  als  die   Summe  aller 


1)  Note  sur  la  theorie  des  polyedres  reguliers.     Comptes  Rendus;  tom.  46.  1858.  S.  79.  Günther  a.  a.  0.  S.  74  ff. 

2)  Cayley,  On  Poinsots  four  new  Regulär  Solids.  The  London,  Edinb.  and  Dubl.  Philos.  Magaz.  vol.  XVII,  fourth 
series.  (Jan.-June  1859)  London.  S.  123.     Vergl.  Günther  a.  a.  0.  S.  75  ff. 

3)  Second  Note  on  Poinsot's  four  new  Regulär  Polyhedre.    Ders.  Bd.  S.  209. 

4)  Great  stellated  dodecahedron  (Cayley)  =  20-eckige8  Stern- 12 -Flach  (Wiener,  Hess);  Small  stellated  dodecahedron 
(Cayley)  =  12-eckiges  Stem-12-Flach  (Wiener,  Hess);  Great  icosahedron  (Cayley)  =  stemeckiges  20-Flach  (Wiener)  =  20-flächiges 
Stem-12-Eck  (Hess);  Great  dodecahedron  (Cayley)  =  stemeckiges  12-Flach  (Wiener)  =  12-flächiges  Stem-12-Eck  (Hess). 

5)  Solche  hatte  bereits  Poinsot  angefertigt.     Vergl.  Günther  a.  a   0.  S.  75. 

6)  Wiener,  Bemerkungen  über  die  regulären  Sternvielflache.  Scblömilch-Cantors  Ztschrft.  Jahrg.  12.  1867.  S.  174. 

7)  Vergl.  Nr.  104.     Unter  den  113  stereoskopi.schen  Doppelbildern  finden  sich  auch  die  der  regulären  Sternkörper. 

8)  a.  a.  0.  S.  19.  (Vielleicht  veranlasst  durch  eine  nicht  ganz  klare  Bemerkung  bei  Poinsot?  Vergl.  Günther 
a.  a.  0.  S.  59,  letzte  Zeile.)  9)  Wir  kommen  auf  dieses  nicht-konvexe  Vielflach  in  Nr.  161  zu  sprechen. 

10)  Hess  in  S.  27  und  S.  36  ff.  11)  Memoire  sur  les  figures  isosceles.  S.  102. 

12)  Hess  m  S.  14.  13)  Marburger  Berichte  1872.  Nr.  5  S.  87.  14)  Hess  II  S.  432. 
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Ecken  multipliziert  mit  2;r  i.st,  jede  Ecke  so  oft  gezählt,  als  ihre  Art  a  angiebt,  und  da  ^«,-  ^  2K  ist,  so  wird 
die  Gleichung  'litZu  —  '2Kn -\-  '2nZa  =  inA,  woraus  die  verlangte  Formel  folgt.^)  Die  Ableitung  gilt  ebenso 
wie  die  von  M.  Hirsch  unter  der  Annahme,  dass  die  Kugel  lückenlos  überdeckt  ist."^)  —  Wir  finden  hier  Gelegen- 
heit, noch  auf  eine  Arbeit  Beckers  hinzuweisen^),  in  welcher  der  in  Xr.  57  erwähnte  von  ihm  aufgestellte  Satz 
über  die  Zerlegung  einer  Polyederoberfläche  in  Dreiecke  auf  Sternpolyeder  ausgedehnt  wird:  Lassen  sich  auf  einer 
geschlossenen  polyedrischen  Oberfläche  n  geschlossene  Linien  (dm-ch  6  Ecken)  ziehen,  ohne  sie  zu  zerstückeln,  und 
zieht  man  weiter  als  Grenzlinien  m  Polygone,  welche  ihre  Ecken  (an  Zahl  a)  nur  in  Eckpunkten  der  polyedrischen 
Fläche  haben,  so  dass  keine  der  m  Linien  mit  einer  der  vorigen  v  eine  Ecke  gemein  hat,  und  bezeichnet  man  die 
Zahl  aller  noch  übrigen  Ecken  mit  c,  so  besitzt  die  polyedrische  Fläche  a  -\-  '2  (b  -{-  c  -\-  m  -\-  2n  —  2)  Dreiecke, 
oder  lässt  sich  durch  Diagonalen  in  so  viel  Dreiecke  zerlegen.  Bemerkenswert  sind  auch  die  Betrachtungen  von 
Möbius  über  die  regulären  Polyeder  höherer  Art.*)  ZäJilf  man  bei  einem  solchen  lediglich  die  Begrenzungsstücke, 
so  ist  für  die  die  Kugel  siebenmal  bedeckenden  Köi-per  E  -\-  F  =  E  -\-  2,  d.  h.  sie  sind  nach  Möbius  von  der 
ersten  Klasse.  (Vergl.  Nr.  57.)  Für  die  beiden,  die  Kugel  dreifach  bedeckenden  Polyeder  ist,  wegen  E=F=  12, 
K  ^  30:  E  -\-  F  =  K — 6,  sie  sind  also  nach  Möbius'  Auffassung  von  der  fünften  Klasse.  Nach  unseren  Fest- 
setzungen (vergl.  Nr.  50)  ist  für  ein  solches  Vielflach  3  —  n  =^  —  6  oder  n  =  9,  d.  h.  das  Vielflach  ist  von  dem 
Charakter  eines  vierfachen  Ringes  (einer  Kugel  mit  vier  Henkeln).  Halten  wii-  uns  an  Möbius'  Darstellung,  so 
müssen  sich  auf  der  Oberfläche  z.  B.  des  sterneckigen  12-Flaches  vier  geschlossene,  sich  nicht  schneidende  Linien 
ziehen  lassen,  welche  sie  nicht  zerstückeln.  Die  Kanten  dieses  Vielflaches  sind  identisch  mit  den  dreissig  Kanten 
des  Umhüllungsikosaeders.  Stellt  Fig.  102  (in  Nr.  129)  dieses  äussere  Ejosaeder  dar  und  schneidet  man  längs  der 
vier  schraffierten  dreikantigen  Züge  durch,  so  zerfällt  die  Oberfläche  des  12-flächigen  Stern-12-Ecks  nicht,  während  dies 
nach  Zerschneidung  längs  eines  weiteren  zusammenhängenden  Zuges  (dei',  um  die  vorigen  nicht  zu  trefl'en,  auf  den 
Flächen  laufen  muss)  geschieht.  Diese  Untersuchungen  bei  Möbius^)  sind  unsres  Wissens  die  einzigen,  in  denen 
eine  Verbindung  zwischen  den  verschiedenen  Gleichungen,  die  als  erweiterte  Eulersche  Formeln  bezeichnet  wurden, 
angebahnt  ist.  —  Es  ist  bereits  darauf  hingewiesen  worden,  dass  sich  Dostor  wiedei-holt  besonders  mit  den 
metrischen  Beziehungen  bei  den  regulären  Vielflachen  höherer  Art  beschäftigt  hat.^)  Wir  erwähnen  daher  nur 
noch,  was  sich  bei  Fedorow  hierüber  findet.  Kap.  XV  der  zitierten  Schrift  behandelt  die  „Vielecke  und  Polyeder 
höheren  Grades".  Bei  Besprechung  der  erweiterten  Eulerschen  Gleichung,  die  schliesslich  in  der  Cayley-Wienerschen 
Form  gegeben  ist,  werden  wesentlich  französische  Autoren  augeführt;  die  Priorität  Wieners  kam  Fedorow  erst  später 
zur  Kenntnis,  und  in  einer  Anmerkung  wird  auf  Hess'  allgemein.ste  Fassung  des  Satzes  hingewiesen.  In  den  weitereu 
Untersuchungen,  die  nicht  nur  die  regulären  Vielflache  im  Auge  haben,  sondern  liesonders  die  gleicheckigen  und  die 
gleichflächigen  Polyeder  (nach  unsrer  Bezeichnung),  wird  bewiesen,  „dass  ein  Polyeder  ^-ten  Grades  (==  ^-ter  Art) 
als  aus  A  Koiloüdern  ersten  Grades  zusanunengesetzt  gedacht  werden  kann".  „Es  ist  das  Prinzip  angegeben,  imi 
die  sämtlichen  symmetrisch -konvexen  Polyeder  höheren  Grades  vollständig  (?)  abzuleiten".  Daran  anschliessend  wird 
die  Arbeit  Badoureaus  einer  wohl  gerechtfertigten  Kritik  unterzogen.')  Die  eignen  Resultate  Fedorows  lassen 
sich  aus  der  kurzen  Inhaltsangabe  nicht  erkennen.  Unter  den  fünf  regelmässigen  Polyedern  höheren  Grades  findet 
sich  unter  a)  das  Oktaeder  zweiten  Grades  angeführt,  worunter  wohl  die  Stella  octangula  zu  verstehen  ist.  Be- 
fremdend wirkt  dann  aber  die  Nichtanführung  der  andern  diskontinuierlichen  regulären  Polyeder  höherer  Art. 

138)  Allgouiciiip  Sätze  über  die  gleicheckigeu  und  die  gleiclillächigen  Kngeinelze  und  die  zu- 
gehörigen Polyeder  höherer  Art.  Die  zur  Konstruktion  der  gleicheckigen  und  der  wleichflächigen  Polyeder 
führenden  Sätze  können  direkt  wieder,  wie  dies  in  Nr.  127  für  die  entsprechenden  Sätze  von  den  regulären 
Vielflachen  höherer  Art  durchgeführt  ist,  an  den  Polyedern  selbst  hergeleitet  werden,  doch  kann  man  ebenso 
gut,  wie  dies  hier  geschehen  soll,  von  den  Kugelnetzen  ausgehen,  und  dann  die  Eigenschaften  der  Polyeder 
aus  denen  der  Netze  erschliessen.  Es  handelt  sich  also  um  die  filcichcdiijrn  und  die  r/IeichfläcJi/f/en  Netze 
höherer  Art.  Ein  gleicheckiges  Netz  höherer  Art  ist  ein  die  Kugelfläche  mehrfach  bedeckendes  Netz,  dessen 
Ecken   (erster  oder  höherer  Art)    kongruent    oder    symmetrisch -gleich    sind    und    dessen  Flächen   mehrerlei 

1)  Hier  wurde  der  Beweis  nach  früheren  abgeändert. 

2)  Pitsch  a.a.O.  (vergl.  Nr.  122)  S.  72  leitet  die  entsprechenden  Formeln  für  halbreguläre  gleicheckige  und  ihre 
polaren  Polyeder  getrennt  ab,  Wieners  Beweis  verallgemeinernd. 

3)  Neuer  Beweis  und  Erweiterung  eines  Fundamentalsatzes  über  Polyederoberflächen.  Schlömilchs  Ztschrft.  19.  Bd. 
1874.  S.  459.  4)  Möbius,  Ges.  Werke.  Bd.  II,  S.  65.5. 

5)  Die  gewählte  Darstellung  ist  verschieden  von  der  bei  Möbius.  Vergl.  noch  die  a.  a.  0.  S.  558  angefügten  Be- 
merkungen unter  §  18  über  I'olycder  höherer  Klasse,  die  eine  Fläche  mehrfach  bedecken. 

6)  Vergl.  Nr.  127  und  131. 

7)  „Die  von  diesem  gestellte  Aufgabe  ist  von  ilnu  sehr  unvollständig  und  zum  Teil  irrtümlich  aufgelöst." 
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sphärische  Polygone  erster  oder  höherer  Art  sind,  in  der  Weise,  dass  in  jeder  Ecke  gleichviel  Polygone  einer 
bestimmten  Kantenzahl  vorhanden  sind.  Für  ein  solches  Netz  gilt  der  folgende  Satz,  in  welchem  der  über 
die  retmlären  Netze  höherer  Aj-t  als  Spezialfall  enthalten  ist:  Jedes  gleichecliige  Netz  Iwherer  Art  hat  seine 
EckpunUe  mit  einem  gleichecldgen  Netze  erster  Art  gemeinJ)  Irgend  welche  Punkte  auf  einer  Kugel,  also  auch 
die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen  Netzes  höherer  Art,  lassen  sich  stets  nur  auf  eine  Weise  so  durch  Haupt- 
kreisbögen verbinden,  dass  ein  die  Kugel  einfach  bedeckendes  Netz  von  konvexen  sphärischen  Polygonen 
entsteht  welche  sämtlich  kleinen  Kugelkreisen  einbesckreibbar  sind.  Diese  kleineu  Kugelkreise  sind  die 
durch  je  drei  (oder  im  günstigen  Falle  mehr)  der  gegebenen  Punkte  hindurchgehenden  Kreise,  welche  in 
ihrem  Innern  (d.  h.  dem  kleinem  Teile  der  Kugelfläche,  in  welche  diese  durch  den  Kreis  geteilt  ist)  keinen 
der  übrigen  Punkte  einschliessen.  Zu  einem  gleicheckigen  Netze  höherer  Art  P  sei  dieses  eine  Netz  ^j  kon- 
struiert. Es  soll  bewiesen  werden,  dass  dieses  Netz  ^),  dessen  sämtliche  Grenzflächen  kleinen  Kugelki-eisen 
einbeschreibbar  sind,  ein  gleicheckiges  Netz  sein  muss.  Die  Ecken  des  gleicheckigeu  Netzes  höherer  Art 
seien  zunächst  als  kongruent  vorausgesetzt.  Man  denke  sich  neben  P  ein  ihm  kongruentes  Netz  P'  mit 
seinem  Netze  erster  Art  //  starr  gemacht.  Dann  deckt  sich  ^j'  mit  p,  wenn  P'  mit  P  zur  Deckung  gebracht 
wird,  und  zwar  jedesmal,  so  oft  man  irgend  eine  Ecke  von  P'  mit  einer  bestimmten  Ecke  von  P  zur  Deckimg 
bringt.  P'  deckt  sich  aber  stets  mit  P,  wenn  man  irgend  eine  Ecke  E'  von  P'  mit  einer  bestimmten 
Ecke  E  von  P  zusammenfallen  lässt,  denn  mit  den  von  E'  ausgehenden  Kanten  und  ihren  Endpunkten  fallen 
wegen  der  Kongruenz  der  Ecken  sämtliche  in  den  Endpunkten  dieser  Kanten  liegenden  Ecken  von  P'  mit 
Ecken  von  P  zusammen,  und  dasselbe  gilt  für  jede  weitere  Ecke.  Es  kann  also  jede  Ecke  von  p  mit  jeder 
von  p  zur  Deckimg  gebracht  werden,  d.  h.  p  ist  ein  gleicheckiges  Netz,  w.  z.  b,  w.  Zerfallen  aber  die  Ecken 
des  gleicheckigen  Netzes  P  in  zwei  Gruppen  gleicher  Zahl,  von  denen  die  Ecken  jeder  Gruppe  unter  ein- 
ander kongruent  und  denen  der  andern  Gruppe  symmetrisch -gleich  sind,  so  lässt  sich  in  ganz  analoger 
Weise  zeigen,  dass  auch  die  Ecken  des  zugehörigen  Netzes  p  in  zwei  Gruppen  derselben  Beschaffenheit  zer- 
fallen und  das  Netz  selbst  wiederum  ein  einfaches  gleicheckiges  sein  muss.  —  Ein  einfaches  gleicheckiges 
Netz  p  besitzt  nun  entweder  die  charakteristischen  Achsen  eines  Kreisteilungs- Zweiecksnetzes  oder  eines 
Tetraedernetzes  oder  eines  ersten  oder  zweiten  Hauptnetzes  imd  kann  durch  gewisse  Drehungen  um  diese 
Achsen  mit  sich  selbst  zur  Deckung  gebracht  werden,  wobei  das  mit  ihm  starr  verbundene  Netz  P  ebenfalls 
mit  sich  selbst  zur  Deckung  kommt;  d.  h.:  Jedes  gleicheckige  Netz  höherer  Art  hat  dieselben  Achsen  und  von 
derselben  ZähligJceit,  wie  ein  gleicheckiges  Netz  der  ersten  Art,  mit  dem  es  seine  Eckpunkte  gemein  hat.  Ver- 
bindet man  die  Mitten  benachbarter  Grenzpolygone  eines  gleicheckigen  Netzes  durch  Hauptkreisbögen,  so 
ergiebt  sich  das  ihm  zugeordnete  gleichflächiye  Netz.  Zur  Bestimmung  beider  Arten  von  Netzen  ergeben  sich 
,  die  folgenden  beiden  Methoden.-)  Die  erste  Methode  besteht  in  der  direkten  Bestimmmig  der  gleichcckigcn 
Netze  höherer  Art  aus  denen  erster  Art.  Man  untersucht  zu  dem  Zwecke  die  vollständige  sphärische  Figur 
welche  entsteht,  wenn  man  einen  jeden  Eckpimkt  eines  einfachen  gleicheckigen  Netzes  mit  allen  übrigen  durch 
Hauptkreisbögen  verbindet.  ,,Von  den  sämtlichen,  durch  diese  Verbindungshauptkreise  des  einfiichen  Netzes  be- 
stimmten, kleinen  Kugelki-eisen  einschreibbaren  Polygonen  ergeben  mm  alle  diejenigen  in  einem  Eckpunkte  zu- 
sammenstossenden  Polygone,  für  welche  die  Summe  der  in  diesem  gemeinsamen  Scheitelpunkte  sich  vereinigenden 
Polygon  Winkel  2n;  oder  ein  Vielfaches  davon  beträgt,  und  wobei  die  gleichartigen  in  jenem  Eckpunkte  sich  ver- 
einigenden Polygone  als  Grenzflächen  dieser  sphärischen  Ecke  sämtlich  vorhanden  sein  müssen,  wegen  der  gleich- 
artigen Beschafienheit  aller  Ecken  je  ein  gleicheckiges  Netz.  Die  Mittelpimkte  der  Kreise,  welche  den  in  einem 
solchen  Eckpunkte  zusammenstossenden  Grenzflächen  umgeschrieben  sind,  bilden  die  Eckpunkte  der  Fläche  des  zu- 
geordneten ^^es'V'A/Zäc/Mr/ew  Symmetrienetzes."  Sind  diese  Mittelpunkte  die  Endpunkte  der  charakteristischen  Achsen 
des  Netzes,  so  ist  das  gleichflächige  Netz  in  festes,  und  es  ergiebt  sich  folgende  zweite  3lethodc  der  Ableitung,  zu- 
nächst der  gleichflächigen  Netze.  Man  verbinde  alle  Endpunkte  der  charakteristischen  Achsen  auf  der  Kugel  durch 
Hauptkreise,  und  suche  die  durch  diese  bestimmten  sphärischen  Polygone  auf,  deren  Inhalt  einen  alii(uoteii  Teil 
der  einfachen  oder  mehrfachen  Kugelfläche  beträgt.     Dieser  besprochenen  Hauptkreise  sind  zweierlei  vorhanden. 


1)  Hess  II  S.  4.3.5.  2)  Hess  II  S.  442. 
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Erstem  die  Hauptkreise,  welche  auch  die  Kanten  der  einfachen  gleichfiächigen  Netze  bilden.  Es  sind  dies 
z.  B.  für  die  Polyeder  der  zweiten  Haiiptklasse  die  Hauptkreise  «,  h  und  c,  welche  das  erste  bez.  zweite  Haupt- 
netz bilden.  Die  durch  diese  Hauptkreise  bestimmten  Grenzflächen  von  gleichflächigen  Netzen  höherer  Art  ent- 
stehen also  durch  Zusammenfassen  mehrerer  charakteristischer  Dreiecke  dieser  Netze  oder  sind  Nebendreiecke  *)  (oder 
Scheiteldreiecke)  von  Grenzflächen  der  Netze  erster  Art.  Sämtliche  Kanten  eines  solchen  Netzes  entsprechen 
also  direkt  symmetrischen  Mittelebenen  und  alle  Winkel  einer  Grenzfläche  sind  aliquote  Teile  von  2;r.  Diese. 
festen  Netze  heissen  solche  mit  direJd  symmetrischen  Kanten.'^)  Es  giebt  aber  zweitens  auch  Hauptkreise 
zwischen  den  Endpimkten  der  charakteristischen  Achsen,  welche  nicht  zu  den  eben  besprochenen  gehören.') 
Netze  mit  Polygonen,  von  solchen  Hauptnetzen  gebildet,  heissen  solche  mit  teilweise  direkt  symmetrischen 
Kanten  (wenn  deren  noch  vorhanden  sind)  bez.  ohne  direkt  symmetrische  Kanten.  Die  homologen  Punkte 
sämtlicher  Grenzflächen  beider  Arten  von  gleichflächigen  Netzen  bilden  ein  gleicheckiges  Netz,  und  es  ist,  wie 
früher  bei  den  einfachen  Netzen,  zu  entscheiden,  ob  ein  solcher  Punkt  im  Innern  der  Fläche  des  gleichflächigen 
Netzes  fest,  nur  linear  beschränkt  oder  beliebig  liegt.  Das  gleicheckige  Netz,  dessen  Flächen  im  allgemeinen 
gleicheckige  Polygone  sind,  kann  im  speziellen  Falle  reguläre  Polygone  zu  Grenzflächen  haben,  und  heisst 
dann  ein  Archimedeisches  Netz.  Auch  giebt  es  nicht-konvexe  und  diskontinuierliche  Netze  u.  s.  w.  Soviel 
von  den  Netzen.^)  Es  sind  nun  aus  den  angestellten  Betrachtungen  die  Folgerungen  für  die  diesen  Netzen 
zugehörigen  Polyeder  zu  ziehen.  h\  den  Ecken  der  in  kleine  Kugelkreise  einschreibbaren  Flächen  des 
gleicheckigen  Netzes  höherer  Art  liegen  die  Ecken  des  gleicheckigen  Polyeders  höherer  Art.  Mit  dem  Ge- 
sagten folgt:  Die  Eckpunkte  eines  (ßeichcckifjcn  Polyeders  höherer  Art  liegen  immer  ivie  die  eines  solcJien  erster 
Art  auf  der  umheschriehenen  Kugel.  (Dieses  Polyeder  erster  Art  wird  künftig  oft  als  ümhüUungspolyeder 
bezeichnet.^  Die  kongruenten  Flächen  einer  bestimmten  Kantenzahl  haben  daim  gleichen  Abstand  vom 
Mittelpunkte  dieser  Kugel,  berühren  somit  eine  einbeschriebene  Kugel,  deren  das  gleicheckige  Polyeder  also 
soviel  wie  Flächen  verschiedener  Kanteuzahl  besitzt.  Denkt  man  sich  nun  bei  einem  gleicheckigen  Polyeder 
alle  kongi'uenten  Flächen  derselben  Kantenzahl  fest,  alle  übrigen  Flächen  völlig  entfernt,  so  erschöpfen  die 
Ecken  des  noch  verbleibenden  Gebildes  sämtliche  Ecken  des  ursprünglichen  Polyeders,  weil  in  jeder  Ecke 
dieses  mindestens  auch  eine  Fläche  der  festgehaltenen  Art  liegt.  Die  Normalen  aus  dem  Centrum  auf  diese 
Flächen  sind  dann  entweder  die  charakteristischen  Achsen  der  betr.  Polyedergruppe,  oder  es  sind  Eckenachsen 
konzentrischer  gleicheckiger  Polyeder  derselben  Gruppe.  Das  sagt  aber  aus,  dass  die  Flächen  selbst  in  den 
Ebenen  eines  gleichflächigen  Polyeders  liegen  (oder  solchen  parallel  sind),  d.  h.:  Die  Grenzflächen  eines 
gleicheckigen  Polyeders  höherer  Art  schliessen  eine  Komhinationsgestalt  von  mehreren  gleichflächigen  (zu  denen  auch 
reguläre  zählen)  Polyedern  ein.  Der  innere  Kern  dieser  Kombinationsgestalt  braucht  aber  nicht  gleicheckig 
zu  sein.  —  Für  das  dem  gleicheckigen  polar  zugeordnete  gleichflächige  Polyeder  höherer  Art  gelten  dann 
die  folgenden  Sätze,  die  den  angeführten  zugeordnet  sind:  Die  Flächen  jedes  gleichfiächigen  Polyeders  höherer 
Art  schliessen  ein  solches  erster  Art  als  innern  Kern  ein.  (Kenipolyeder.)  Die  Eckpunkte  eines  gleichflächigen 
Polyeders  höherer  Art  sind  die  Eckpunkte  konzentrischer  gleicheckiger  Polyeder  erster  Art  (wozu  auch  die  regu- 
lären zählen).  Ein  solches  Polyeder  ist  also  nach  seinen  Ecken  die  Kombinationsgestalt  mehrerer  kon- 
zentrischer gleicheckiger  Polyeder;  die  durch  diese  Eckpunkte  bestimmte  äussere  Hülle  braucht  kein  gleich- 


1)  Das  Nebendreieck  eines  sphärischen  Dreiecks  ABC  ist  das  von  einer  Kante  (z.  B.  BC)  und  den  llauptkreisbögen 
der  beiden  andern  Kanten  gebildete  Dreieck  A'BC,  -welches  mit  ABC  das  sphärische  Zweieck  mit  den  Ecken  A  und 
A'  bildet. 

2)  Der  weitaus  grösste  Teil  der  später  erwähnten  Netze  ist  solcher  Art.  —  llber  die  analytische  Herleitung  der 
festen  gleichfiächigen  Netze  höherer  Art  mit  direkt  symmetrischen  Kanten  in  der  Weise,  wie  dies  für  die  festen  gleichflächigen 
Netze  erster  Art  in  Nr.  120  geschehen  ist,  vergl.  Hess  II  S.  445. 

3)  Z.B.  im  ersten  Hauptnetze  Fig.  14  Taf  II  der  Kreis  durch  Bj'  B^'  B^  B^  B^  B^\  und  drei  weitere  Kreise  in 
analoger  Lage  zu  den  drei  Hauptkreisen  a.  Im  zweiten  Hauptnetze  Fig.  15  Taf.  II  existiert  eine  grosse  Zahl  solcher  Haupte 
kreise  (Hess  II,  Vergl.  daselbst  Fig.  28  und  29  auf  Tafel  XV).  In  Fig.  14  und  15  Taf  II  sind  diese  Kreise  nicht  gezeichnet, 
damit  die  Figuren  nicht  undeutlich  werden;  auch  werden  sie  bei  Besprechung  der  Polyeder  im  folgenden  nur  in  Nr.  159  verwertet. 

4)  Die  vollständige  Bestimmung  der  veränderlkhcn  gleichfiächigen  Netze  höherer  Art  und  der  ihnen  zugeordneten 
gleicheckigen  Symmetrienetze  ist  ein  noch  ungelöstes  Problem.     Vergl.  hierüber  Hess  II  S.  446. 
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flächiges  Polyeder  erster  Ai't  zu  sein.  Auf  den  genannten  Sätzen  beruhen  die  in  folgender  Nummer  er- 
läuterten Konstruktionen.  —  Durch  Zusammenfassiuig  des  Angeführten  erkennt  man  sofort  die  Richtigkeit 
des  weiteren  Satzes,  der  später  Verwendung  findet:  Die  äussere  Hülle  eines  zugleich  gleicheckigen  und  gleich- 
flächigen Polyeders  höher^V  Art  ist  ein  gleicheckiges  Polyeder  erster  Art,  der  innere  Kern  ein  gleichflächiges 
Polyeder  erster  Art.         g» 

139.  Koustruktioneu  uud  Eiuteilimg  der  gleicheckigeu  und  der  gleichflächigen  Polyeder  höherer 
Ai't.  Handelt  es  sich  um  direkte  Herleitung  eines  gleicheckigen  Polyeders  höherer  Art,  so  kann  man  auf 
Grund  des  Satzes,  dass  dessen  Ecken  mit  denen  eines  solchen  erster  Art  zusammenfallen,  mit  Rücksicht 
darauf,  dass  sämtliche  möglichen  gleich  eckigen  Polyeder  erster  Art  bekannt  sind,  so  yerfahi-en:  Man  lege 
durch  die  Eckijunkte  eines  einfachen  gleicheckigen  Polyeders,  durch  drei  oder  mehrere,  sämtliche  möglichen 
Ebenen,  auf  denen  dann  dm-ch  die  Ecken  des  Polyeders  und  ilu-e  Yerbindungsgeradeu  bestimmte  (kontinuier- 
liche oder  diskontinuierliche,  konvexe  oder  nicht-konvexe)  Flächen  (Polygone)  erzeugt  werden.  AUe  diejenigen 
durch  einen  Eckpimkt  gehenden  Flächen,  welche  sich  zu  einer  Ecke  vereinigen,  deren  Kanten  also  Ver- 
bindungslinien des  Eckpunktes  mit  andern  Eckpunkten  sind,  und  bei  welchen  die  gleichartigen  Flächen  sämt- 
lich als  Seitenflächen  vorhanden  sein  müssen,  bestimmen  die  Ecke  eines  gleicheckigen  (unter  Umstäuden  dis- 
kontinuierlichen oder  nicht -konvexen)  Polyeders  höherer  Aii.^)  Sind  alle  Seitenflächen  einer  solchen  Ecke 
kongi-uent,  so  ist  das  Polyeder  gleicheckig  und  zugleich  gleichflächig. ^)  —  An  den  einfacheren  gleicheckigen 
Polyedern  erster  Art  ist  dieses  Konstniktionsverfahren  leicht  durchzuführen,  bei  den  komplizierteren  wii-d  es 
wegen  der  gi-ossen  Anzahl  der  Ebenen,  die  sich  schon  durch  eine  Ecke  legen  lassen,  rasch  unübersichtlich. 
Vielfach  geeignet  ist  diese  Erzeugung  von  gleicheckigen  Polyedern  höherer  Art  zur  Herstellimg  der  Faden- 
modelle  solcher.  Lässt  man  auch  nicht -konvexe  Ecken,  z.  B.  überschlagene  vierkantige  Ecken,  zu,  so  erhält 
man  noch  eine  gi-osse  Zalil,  z.  T.  Möbiusscher  Vielflache.  Die  beschriebene  Methode  ist  von  Badoureau 
in  der  mehrfach  zitierten  Schi'ift  ziu-  Ableitung  der  gleicheckigen  Polyeder  verwendet  worden.^)  Leichter  zu 
übersehen  ist  die  direkte  Konstruktion  der  gleichflächigen  Polyeder  höherer  Art  auf  Grund  des  Satzes,  dass 
der  innere  Kern  eines  solchen  ein  gleichflächiges  Polyeder  erster  Art  sein  muss.  Man  konstruiere  auf  der 
Ebene  einer  Fläche  eines  solchen  als  Zeichenebene  die  Schnittgeraden  (Spuren)  aller  übrigen  Flächen.  Die 
Schnittpunkte  dieser  Geraden  gi-uppieren  sich  in  der  Ebene  auf  konzentrischen  Kreisen  lun  den  Mittelpunkt 
der  Polyedergrenzfläche,  liegen  also  auf  konzentrischen  Kugeln  um  den  Polyedermittelpunkt  wie  die  Eck- 
punkte gewisser  gleicheckiger  Polyeder  derselben  Gnippe.  Alle  Schnittpunkte,  welche  ein  geschlossenes 
(kontinuierliches  oder  diskontinuierliches  u.  s.  w.)  Polygon  bilden,  dessen  Kanten  Schnittgerade  sind,  und  bei 
welchem  die  gleichartigen  Schnittpunkte,  d.  h.  die  auf  demselben  Kreise  liegenden,  sämtlich  als  Eckpunkte 
auftreten  müssen,  bestimmen  die  Grenzfläche  eines  gleichflächigen  Polyeders  höherer  Art.  Man  kann  aus 
dieser  ebenen  Figur  leicht  die  Doppelelemente  des  Polyeders  ablesen,  wie  dies  in  Nr.  129,  132  fi".  für  die 
nach  cheser  Methode  konstruierten  regulären  Vielfiache  höherer  Art  geschehen  ist.  —  Liegen  sämtliche  Eck- 
punkte des  Polygons  auf  einem  Ki-eise,  also  sämtliche  Ecken  des  durch  dasselbe  bestimmten  Polyeders  auf 
einer  Kugel,  so  ist  die  äussere  Hülle  ein  gleicheckiges  Polyeder,  d.  h.  die  Grenzfläche  gehört  einem  gleich- 
flächigen  und  zugleich  gleicheckigen  Polyeder  zu.*)  Eine  weitere  Methode  zur  Ableitung  einer  grossen  Zahl 
gleicheckiger  Polyeder  beruht  auf  dem  Satze,  demzufolge  diese  Kombinationsgestalten  mehrerer  gleich- 
flächiger, auch  regulärer,  Polyeder  nach  ihren  Flächen  sind''),  wenngleich  sich  die  Konstruktion  noch  nicht 
bekannter  gleicheckiger  Polyeder  höherer  Art  auf  diese  Weise  kaum  systematisch  durchführeu  lassen  dürfte, 
da  nicht  die  Flächen  der  Polyeder  erster  Art,    sondern   nur   ihre  Ebenen  (d.  h.  die  Verlängerungen    dieser 


1)  Hess  U  S.  448.  2)  Vergl.  Nr.  1.52  ff. 

3)  Vergl.  die  geschichtl.  Bern.  Nr.  151.  Die  geschilderte  Konstruktion  entspricht  der  ersten  Methode  zur  Herleitung 
der  regulären  Stempolyeder  in  Nr.  128. 

4)  Diese  Polyeder  höherer  Art  sollen  in  Nr.  15.3  u  156  auf  diese  Weise  konstruiert  werden.  Vergl.  auch:  Hess, 
Über  vier  Archimedeische  Polyeder  höherer  Art.  Kassel  1878.  In  dieser  Schrift  sind  die  sog.  Triakontaeder  höherer  Art  (vergl. 
Nr.  147  und  156)  nach  dieser  Methode  konstruiert. 

5)  Vergl.  hierzu  auch:  Hess,  Über  Eombinationsgestalten  höherer  Art.     Marburger  Berichte  Nr.  9  Dez.  1871». 
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Flächen)  durch  ihre  Lage  die  Gestaltung  des  Polyeders  höherer  Art  bestimmen.  Doch  gelingt  es  in  vielen 
Fällen,  gleicheckige  Polyeder  durch  Abstumpfung  der  Ecken  von  regulären  Polyedern  höherer  Art,  oder  dm-ch 
Abstumpfung  von  Kanten  bereits  abgeleiteter  gleicheckiger  Polyeder  höherer  Art  herzustellen,  was  eben  auf 
nichts  anderes  hinauskommt,  als  auf  eine  Kombination  der  Flächen  des  bereits  vorhandenen  Gebildes  mit 
denen  eines  weiteren  gleichflächigen  Polyeders.  Im  ersten  Falle  ist  dann  das  schliesslich  erhaltene  o-leich- 
eckige  Polyeder  die  Kombinationsgestalt  siceier  gleichflächigen,  des  Innern  Kernes  des  regulären  Polyeders 
höherer  Art  und  des  neu  hinzugetretenen;  im  zweiten  Falle  ist  es  die  Kombinationsgestalt  dreier  gleich- 
flächigen Polyeder.  Stimmen  zwei  gleicheckige  (oder  zwei  gleichflächige)  Polyeder  in  der  Zahl  und  Art  ihrer 
Grenzflächen  und  Ecken  überein,  unterscheiden  sich  aber  durch  verschiedene  Varietäten  der  Grenzflächen  oder 
Ecken,  so  rechnet  man  diese  Polyeder  zu  derselben  Spezies  und  spricht  nur  von  verschiedenen  Varietäten 
von  Polyedern.  Setzt  man  voraus,  dass  das  gleicheckige  Polyeder  nach  seinen  Flächen  die  Kombinations- 
gestalt siveier  gleichflächigen  Polyeder  ist,  so  wird  man  die  verschiedenen  Varietäten  dadurch  erhalten,  dass 
man  das  eine  gleichflächige  Polyeder  fest  annimmt  und  die  Ebenen  des  andern,  parallel  mit  sich  selbst 
bleibend,  variabel.  Ähnliches  gilt,  wenn  das  gleicheckige  Polyeder  die  Kombinationsgestalt  von  drei  gleich- 
flächigen ist.  An  einigen  Beispielen  soll  dies  später  ausführlich  erläutert  werden.  —  Am  nächsten  lieoi  es 
nun  aber  wolil,  nicht  die  Polyeder,  sondern  die  sphärischen  Kugebietze  vorerst  abzuleiten,  da  sich  wenigstens 
die  festen  gleichflächigen  Netze  höherer  Art,  sei  es  mit  direkt  symmetrischen  oder  mit  nur  teilweise  direkt 
symmetrischen  Kanten  sofort  aus  den  einfachen  Netzen  ablesen  lassen,  wie  dies  in  voriger  Nummer  erläutert 
ist.^)  Nach  der  Beschafi'enheit  dieser  Netze  sollen  auch  die  Polyeder  höherer  Art  eingeteilt  werden,  von 
denen  die  gleicheckigen  einem  gleicheckigen  Netze  einbeschrieben,  die  gleichflächigen  einem  ebensolchen  um- 
beschrieben sind,  während  sich  einem  gleichflächigen  Netze  überhaupt  keine,  oder  nur  spezielle  Varietäten 
gleichflächiger  Polyeder  einschreiben,  gleicheckiger  Polyeder  umschreiben  lassen.  Ebenso  wie  die  entsprechen- 
den Polyeder  erster  Art  werden  die  gleicheckigen  und  gleicliflächigen  höherer  Art  in  zwei  Hauptklassen  ein- 
geteilt, von  denen  die  zweite  zwei  Ordnungen  enthält,  je  nachdem  die  Achsen  die  des  Hexaeder- Oktaeders 
oder  des  DodekaederJkosaeders  sind.  Die  Polyeder  jeder  Ordrmng  zerfallen  wieder  in  eine  Anzahl  Gruppen 
nach  der  Kantenzahl  der  Grenzfläche  der  gleichflächigen  Polyeder  und  überdies  nach  der  besonderen  Be- 
schaffenheit dieser  Grenzfläche.^) 


1)  Eine  Zusammenstellung  der  die  Kugel  mehrfach  bedeckenden  gleichflilchigen  sowie  gleicheckigen  Netze  giebt  Hess 
in  dem  Werke  über  Kugelteilung,  S.  4.i2  ft'.  Vergl.  die  geschieht!.  Bern.  Nr.  151. 

2)  In  der  folgenden  Aufzählung  der  gleicheckigen  und  der  gleichflüchigen  Polyeder,  soweit  sie  sich  nach  den 
Arbeiten  von  Hess,  Badoureau  und  Pitsch  durchführen  läast,  ist  bei  jedem  Typus  nach  dem  Namen,  der  ihm  gemäss  den 
in  Nr.  126  gemachten  Angaben  zukommt,  angegeben,  durch  welche  Kombinationen  von  Flächen  oder  Ecken  einfacher  Polyeder 
er  entsteht.  Der  grösste  Teil  der  besprochenen  Typen  ist  auf  den  Tafeln,  besonders  den  Lichtdrucktafelu  dargestellt.  Über 
diese  Figuren  sei  folgendes  bemerkt.  Von  einer  Anordnung  derselben  kann  kaum  gesprochen  werden,  da  die  Modelle  ledig- 
lich nach  der,  bei  Anfertigung  zufällig  erhaltenen,  Grösse  auf  die  einzelnen  Tafeln  verteilt  wurden  (nur  die  gleichfiächigen 
Polyeder  sind  bis  auf  wenige  Ausnahmen  getrennt  von  den  gleicheckigen  zusammengestellt),  was  nötig  war,  um  keine  Platz- 
vergeudung herlieizuführen.  Es  bringt  dies  leider  den  höchst  unangenehmen  Zwang  mit  sich,  fortwährend  bei  Lesung  der 
nächsten  Nummern  andre  Tafeln  aufschlagen  zu  müssen.  Nicht  so  störend  wird  die  andre  Thatsache  wirken,  dass  die  Viel- 
ecke höherer  Art,  welche  als  Grenzflächen  an  den  Modellen  auftreten,  nicht  ihrem  ganzen  Perimeter  nach  gezeichnet  sind, 
wie  dies  selbstverständlich  der  Fall  sein  müsste  und  auch  in  den  betr.  Figuren  der  Tafel  Yl\  durchgeführt  ist.  Dieser  Mangel 
erklärt  sich  so.  Wie  an  den  von  Herrn  Prof.  Hess  in  der  Math.  Ausstellung  zu  München  18'jy  vorgefülirten  Modellen  waren 
die  Flächen  gleicher  Kantenzahl  der  hier  ihtrgestellten  gleicheekigen  Polyeder  mit  einerlei  (Ö1-)  Farbe  gestrichen,  um  die 
Konfiguration  rascli  übersehen  zu  können.  Zum  Photographieren,  behufs  Darstellung  von  Lichtdruck,  stellte  sich  dies  als  miss- 
lich heraus,  und  es  musste  jedes  solche  Modell  weiss  überstrichen  werden,  was,  um  keinen  Glanz  zu  erzeugen,  durch  einen 
Überzug  von  Schlemmkreide  geschah.  Dann  konnten  aber  die  Kantenzüge  nicht  fortgeführt  werden,  wenn  dieser  Anstrich 
haften  sollte.  —  Einige  der  beschriebenen  Polyeder  sind  nicht  dargestellt,  meist  ihrer  Kompliziertheit  wegen,  zumal  dem 
Verf  schliesslich  das  Nötigste  —  die  Geduld  —  ausging.  Vielleicht  ist  später  das  Fohlende  nachzuliolen.  Ein  grosser  Teil 
der  Polyeder  der  Lichtdrucktafeln  ist  jedenfalls  vom  Verf.  zum  ersten  Male  dargestellt.  —  Es  soll  hier  noch  Gelegenheit  ge- 
nommen werden,  Herrn  Prof.  Hess  für  die  Bereitwilligkeit,  mit  der  er  dem  Verf.  verschiedene  Modelle  seiner  Sammlung  zum 
Kopieren  überliess,  geziemenden  Dank  auszusprechen,  der  auch  Herrn  Prof  0.  Hermes  gebührt,  für  die  vielfache  Anregung, 
die  er  dem  Verf.  durch  briefliche  Mitteilungen  augedeihen  liess. 
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140.  Die  Polyeder  höherer  Art  der  ersten  Hauptklasse  (Prisaieu ,  Autiprismeu  n.  s.  w.).  Über  die 
Achsen  und  Symmetrieebeneii  vergl.  man  das  in  Nr.  114  Gesagte.  Auf  die  Netze  soll  hier  nicht  eingegangen 
werden.^)  Es  wird  hier  wie  später  immer  nur  das  gleicheckige  Polyeder  namentlich  angeführt,  da  sich  die 
Bezeichnung  des  polar  zugeordneten  gleichfläehigen  Polyeders,  wie  in  Nr.  126  erläutert  ist,  damit  von  selbst 
ergiebt.  Die  Bezeichnungen  „kronrandig"  u.  s.  w.  sind  bereits  früher  erörtert.  Die  Nummerierung  der  Polveder 
innerhalb  der  einzelnen  Gruppen  ist  natürlich  im  allgemeinen  eine  willkürliche. 

1)  Bas  prismatische  [2  (j)  -\-  j)),^  +  2  ■  ^j  •  (2  +  2)^]-fläcltige  2  ■  2p  (3\-Eclc  der  q-ten  Art  hat  zur  Grund- 
und  Deckfläche  je  ein  gleicheckiges  (j;  -|-  /))-eck  höherer  Art  mid  zu  Seitenflächen  zwei  Gruppen  von  je 
j)  Rechtecken.  Es  besitzt  am  oberen  und  unteren  Rande  je  zwei  Gruppen  von  je  p  dreikantigen  Ecken, 
p  rechte  und  p  linke.  Die  äussere  Hülle  ist  ein  prismatisches  ( 2 -f- i' +  2' )- flächiges  2  ■  2jj-Eck  (das 
Polyeder  2)  in  Nr.  114),  der  innere  Kern  ein  ebensolches  Polyeder  oder  ein  prismatisches  (2 -)- 2^)-flächiges 
22)-Eck.  Nach  den  Flächen  ist  es  die  Kombinationsgestalt  zweier  prismatischen  (2 -}- i')- flächigen  2j)-Ecke. 
Die  Varietäten  für  denselben  Wert  von  q  sind  bestimmt  durch  die  Varietät  der  gleicheckigen  Deckfläche. 
Vergl.  Fig.  18  Taf.  VIII  für  p  =  b,  2  =  4.  In  der  hier  dargestellten  Varietät  wendet  ein  Teil  der  Seiten- 
flächen dem  Mittelpunkte  des  Polyeders  die  innere  Seite  zu.")  Die  reziproken  Vielflache  sind  (ebenraudige) 
gerade  Doppelpyramiden,  deren  ebener  Rand  ein  gleichkantiges  Polygon  q-ier  Art  ist.  Die  äussere  HüUe  ist 
ein  ebenrandiges  i  2 -)- ^j -|- iO'^'^'^io^''  2  •  22;-Flach  oder  ein  (2 -(- j')" eckiges  2^)- Flach.  Der  innere  gleich- 
flächige Kern  ist  ein  ebenrandiges  (2  -{-  p  -\-  2>)-eckiges  2  •  22?-Flach. 

2)  Bas  prismatische  [2  (n\  +  w  (2  +  2\y  flächige  2n  (S\-JEcJc  der  q-ten  Art  (Fig.  17  Taf.  ^TII  für 
w  =  7,  5  =  3)  ist  ein  spezieller  Fall  von  1),  wenn  für  2^)  =  n  das  gleicheckige  Vieleck  ein  reguläres  wird. 
Danach  ist  die  äussere  Hülle  und  der  innere  Kern  ein  (2  -|-  w)-flächiges  2M-Eck.  Das  reziproke  gleich- 
flächige Vielflach  ist  eine  DoppeliJyramide,  deren  ebener  Rand  ein  reguläres  M-eck  q-ter  Art  ist.  Werden 
die  Seitenflächen  des  gleicheckigen  Vielflaches  Quadrate,  so  erhält  man  die  Archimc<lci.-iche  Varietät.  Ist  q 
nicht  prim  zu  n,  so  ergeben  .sich  diskontinuierliche  Polyeder'),  z.  B.  besteht  die  Archimedeische  Varietät 
des  gleicheckigen  Polyeders  für  »  =  8,  q  =  2  aus  zwei  Würfeln,  das  reziproke  gleichflächige  Vielflach  aus 
zwei  Oktaedern,  Fig.  25  Taf.  VH;  jede  der  beiden  8 -kantigen  Ecken  zweiter  Art  ist  diskontinuierlich  und 
besteht  aus  zwei  regulären  4-kantigen  Ecken  erster  Art. 

rl)  Bas  h-onrandige  [2  (p),  +  2  -p  {S\]-flächige  2-p  {4\-EcJc  der  q-ten  Art.  Fig.  16  Taf.  VIH  für 
j)  ^  1,  q  =  2  und  Fig.  13  Taf.  VIH  für  p  =  1 ,  q  =  S.  Grund-  und  Deckfläche  sind  reguläre  2^- ecke  der 
q-ten  Art,  die  Seitenflächen  gleichschenklige  Dreiecke,  die  für  die  Archimedeischen  Varietäten  (welche  in  den 
Figuren  dargestellt  sind)  gleichseitig  werden.  Die  äussere  Hülle  ist  bei  geradem  q  ein  prismatisches  (2  -(-  p)- 
flächiges  2p-¥i<ik.  (vergl.  Fig.  16),  bei  ungeradem  q  ein  kronrandiges  (2  +  22))-flächiges  2p-^ck  (vergl.  Fig.  13). 
Ist  q  nicht  prim   zu  p,    so    entsteht    ein    diskontinuierliches    Polyeder,    z.  B.  für  p  =  ^,  </  =  3  ein    aus  drei 

Oktaedern  bestehendes.     Ist  p  gerade,  so  existiert  ein  2)- eck  q  =  ^ter  Art,  welches  aus  q  sich  unter  gleichen 

Winkeln  schneidenden  Geraden  besteht.  Das  gleicheckige  Polyeder  ist  dann  ein  diskontinuierliches  aus  q,  im 
allgemeinen  tetragonalen,  Sphenoiden.  In  Fig.  17  Taf.  X  ist  für  p  =  8,  </  =  4  die  Archimedeische  Varietät 
dargestellt;  die  vier  Einzelkörper  sind  hier  reguläre  Tetraedei'.  —  Das  reziproke  Vielflach,  dessen  Flächen 
im  allgemeinen  Deltoide  sind  (Fig.  26  Taf.  VII  für  p  =  1,  q  =  2),  hat  zum  inneren  gleichflächigen  Kern 
für  gerades  q  ein  ebenrandiges  (2  -|-  p)-eckigos  27)-Flach,  für  ungerades  q  ein  kronrandiges  (2  -{-  2;)Veckiges 
2p-Fla,ch.  Ist  q  nicht  prim  zu  p,  so  ist  das  Vielflach  diskontinuierlich  und  besteht,  falls  p  =  «  •  p',  q  =  uq 
ist,  aus  «  [2  (;/),■  +  2p'  (3)i]-eckigen  2p'  (4)i-Flachen  der  q'-ien  Art.  Für  ;;  =  6,  g  =  2  stellt  Fig.  3  Taf.  VIII 
die  Archimedeische  Varietät  dar,  bei  welcher  die  Deltoide  zu  Quadraten,  die  beiden  [2  (3)i  +  2  •  3  (3)i]-eckigen 
6  (4)i-Flache  zu  Würfeln  werden. 


1)  Vergl.  Hess  11  S.  452  fF.  —  Um  Platzvergeudung  zu   vermeiden,   sind   die  Angaben  über   die   gleicheckigen   und 
gleichfläehigen  Polyeder  nicht  wie  früher  nebeneinander  gestellt.  2)  Vergl.  Nr.  62. 

3)  Analoges  gilt  für  die  Prismen  und  Doppelijvramiden  unter  1. 
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4)  Das  h-onrandige  [2  (p),  +  2p  (?,\y  fläch i (je  2  p  {A\-Eck.  Fig.  20  Taf.  VIÜ  für  /)  =  5,  g  =  2. 
Die  Ecken  sind  überschlagene  Vierkante.  Das  Polyeder,  dessen  äussere  Hülle  analog  der  von  3)  ist,  besitzt 
Zellen  mit  negativen  Koeffizienten.  Das  reziproke  Vielflach  für  p  =  ?j  zeigt  Fig.  21  Taf  X.  Die  Grenzflächen 
sind  2  •  3  Vierecke  mit  je  einem  einspringenden  Winkel.  Es  besitzt  2  •  3  dreikantige  Ecken  der  ersten  Art, 
die  wie  die  Ecken  eines  di-eiseitigen  Prismas  liegen,  und  überdies  zwei  dreikantige  Ecken,  gebildet  von  den 
einspringenden  Ecken  je  dreier  Vierecke.  Der  innere  gleichflächige  Kern  ist  ein  ebem-andiges  (2  -|-  3)-eckiges 
2  ■  3-Flach  (eine  di-eiseitige  Doppelpyramide). 

5)  Das  imterhrochen-kronrandigc  [2  {p  -\-  p).j  -\-  2p  (\  -\-  2  -\-  l\]-fläc}tige  2  •  2p  iß>)^-Ecl:  der  q-ten  Art. 
Fig.  15  Taf  VUl  für  ^  ==  3,  q  =  2.  Die  äussere  Hülle  ist  ein  prismatisches  (2  -{-  p  -j-  jj)-flächiges  2  ■  2p- 
Eck.  Die  Flächen  sind  zwei  gleicheckige  (p  -\-  2>)-ecke  q-ter  Ai-t  und  2  •  p  Trapeze.  Das  reziproke  Vielflach 
kann  als  ein  Skalenoeder  höherer  Art  bezeichnet  werden. 

6)  Das  untcrhroclien-lcronrandige  [2  (j)  -\-  p)^  -{-  2p  {\  -\-  2  -\-  l)^]- flächige  2  ■  2p  (3)^-EcJc.  Fig.  40 
und  41  Taf.  VHI  für  p  =  3,  q  =  2  in  zwei  Varietäten.  Bei  dem  in  Fig.  40  dargestellten  Polyeder  besitzen 
die  sechs  äusseren  tetraedrischen  Zellen  den  Koeffizienten  —  1,  ebenso  bei  dem  in  Fig.  41  dargestellten  die 
innere  hexaedrische  Zelle.  Die  äussere  Hülle  Lst  in  beiden  Fällen  ein  unterbrochen  -  kronrandiges  (2  -|-  2p)- 
flächiges  2  ■  2^>Eck. 

7)  Das  sägerandige  [2  (p)^  -\-  2p  (3)^]- flächige  2p  (4)^-Eck  der  q-ten  Art.  Fig.  19  Taf  VHI  für  p  =  5, 
q  ^  2.  Die  äussere  Hülle  ist  ein  sägerandiges  (2  +  22))-flächiges  2^>Eck.  Die  Dreiecke  sind  ungleichkantig, 
und  es  existiert  ein  rechtes  und  linkes  Polyeder.  Ist  q  nicht  prim  zu  2>,  so  entstehen  diskontinuierliche 
Varietäten,  Kombinationen  mehrerer  sägerandigen  2jj'  (4)j-Ecke   erster  oder   höherer  Ai-t.     Ist  p  gerade  und 

q  =  ^,  so  ergiebt  sich  ein  System  von  q  rhombischen  Sphenoiden.  —  Der   reziproke  Körper  ist  leicht   zu 

erhalten;  an  Stelle  der  Deltoide  des  zu  3)  reziproken  Vielflaches  treten  hier,  im  allgemeinen  imgleichkantige, 
Trapezoide. 

8)  Das  sägerandige  [2  (/)),  -\-  2p  (ß)i]-flächige  2p  r4)2-Eck  steht  zu  7)  in  gleichem  Verhältnisse  wie 
4)  zu  3)  und  wird  also  aus  4)  erhalten,  wenn  die  obere  Deckfläche  gegen  die  untere  imter  beliebigem  Winkel 
um  die  Hauptachse  gedjreht  erscheint.  Hier  sind  auch  Gruppierungen  von  je  zwei  Sphenoiden  zu  erwähnen. 
Einem  unterbrochen   kronrandigen  (2  -(-  2  •  2) -flächigen  Achteck  lassen  sich  zwei,    im 

allgemeinen  tetragonale  Sphenoide  einschreiben,  die  bei  bestimmter  Länge  der  Haupt- 
achse des  Umhüllungspolyeders  zu  regulären  Tetraedern  werden.  In  Fig.  103  sind 
diese  beiden  Tetraeder  mit  ihrem  Umhüllungspolyeder,  dieses  in  der  Richtung  der 
Hauptachse  gesehen,  gezeichnet.  —  Ebenso  lassen  sich  einem  (2  -)-  2  -)-  2)-flächigen 
Achteck,  einem  geraden  Prisma  auf  rechteckiger  Basis,  zwei  rhombische  Sphenoide  ein- 
heschreiben,  die  zu  tetragonalcn  werden,  wenn  die  Deckflächeu  des  umhüllenden 
Polyeders  Quadrate  sind,  und  zu  Tetraedern,  wenn  das  Umhüllungspolyeder  zum 
Würfel  wird.     In  allen  drei  Fällen  gilt  die  Vereinigung  beider  Sphenoide  als  Polyeder  *'>8-  i"». 

zweiter  Art,  das  zugleich  gleicheckig  und   gleichflächig  ist.     Dasselbe    gilt  aber   auch 

für  die  dem  zuerst  betrachteten  unterbrochen-kronrandigen  Achteck  einbeschriebene  Kombination  zweier 
Sphenoide  (Tetraeder),  da  hier  der  innere  Kern  ein  gleichflächiges  Vielflach,  nämlich  ein  tetragonales 
Skalenoeder  ist.') 

141.  Die  ^leiciit'ckij;?«'!!  und  die  gh'ichflächifren  Polyeder  dei'  ersten  Gruppe  der  ersten  Ordnung  der 
zweiten  Haiipiklasse.  Der  ersten  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse  sind  alle  die  Polyeder  zuzuweisen,  deren 
Achsen  nach  den  Ecken  eines  Hexaeders  oder  Oktaeders  gerichtet  sind  und  die  nach  ihren  Ecken  oder 
Flächen  Kombinationen  einfacher  vollzähliger  oder  nicht  vollzähliger  Polyeder  der  ersten  Ordnung  der 
zweiten  Hauptklasse  sind.     Der  ersten  Gruppe  gehören  solche  gleicheckige  Polyeder  mit  dreikantigen  Ecken 


1)  Über  eine  hierher  gehörige  Gruppe  nicht-konvexer,  zugleich   gleicheckiger  und   gleichflilehiger  Polyeder  (die  sog. 
Stephanoide)  vergl.  Nr.  162. 
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zu,  füi-  welche  zwei  der  von  diesen  ausgehenden  Kanten  gleich  und  von  der  dritten  verschieden  sind,  so  dass 
also  die  Grenzflächen  der  zugeordneten  gleichflächigeu  Polyeder,  ebenso  wie  die  Flächen  der  gleichflächigen 
Netze,  die  im  ersten  Hauptnetze  enthalten  sind,  gleichschenklige  Dreiecke  sind.')  Es  seien  zunächst  drei 
kontinuierliche  Polyeder  mit  ihren  Varietäten  und  den  reziproken  Körpern  angefiikrt. 

9)  Das  [4  (3)i  +  4  (6\]-flächige  12{-d\-Ec]i  der  3.  Art  Fig.39  Taf.  VIII  (konvexe  Varietät),  Fig.  37  Taf.  VIII 
(nicht-konvexe  Varietät).  Die  Flächen  dieses  Polyeders  liegen  wie  die  zweier  konzentrischer  Tetraeder  mit  gleich 
oder  entgegengesetzt  gerichteten  Achsen  nach  den  Mittelpunkten  der  Flächen.  Das  eine  dieser  Tetraeder  ergiebt  die 
Dreiecke,  das  andere  die  Sechsecke  zweiter  Art  als  Grenzflächen  des  Polyeders.  Eins  derselben  sei  fest  gedacht, 
und  die  Länge  der  Normalen  aus  dem  Centrum  auf  eine  Fläche  (die  Flächenachse)  sei  C.  Die  Länge  der 
Normalen  der  ihr  parallelen  Fläche  des  andern,  als  variabel  gedachten,  Tetraeders  sei  C",  wobei  C  als  negativ  zu 
rechnen  ist,  wenn  es  die  zu  C  entgegengesetzte  Richtimg  hat.  Ist  C"  ^  C,  aber  beide  positiv,  so  ergiebt 
sich  die  konvexe  Varietät  Fig.  39.  Ist  C  <  0,  so  ergeben  sich  auch  verschiedene  nicht -konvexe  Varietäten. 
Ist  der  absolute  Wert  von  C  <  3  C,  so  schneidet  das  bewegliche  Tetraeder  noch  die  Kanten  des  festen,  imd 
es  entsteht  die  nicht-konvexe  Varietät  Fig.  37.  Ist  der  absolute  Wert  von  C  >  SC,  so  entsteht  die  Varietät, 
welche  man  erhält,  wenn  man  bei  einem  Tetraeder  die  drei  Kanten  jeder  Ecke  über  diese  hinaus  verlängert 
und  die  Endpunkte  durch  ein  gleichseitiges  Dreieck  verbindet.-)  Das  innere  Tetraeder  hat  den  Koeffizienten 
-)-  1,  ebenso  die  vier  äussern  (vergl.  auch  das  in  Nr.  145  beschriebene  Polyeder  .55)).  Bei  der  vorigen 
Varietät  besitzen  die  sechs  äusseren  tetraediischen  Zellen  die  Koeffizienten  —  1 ,  das  innere  (4  +  4)-flächige 
4  •  3-Eck  den  Koeffizienten  -|-  1;  veähi-end  bei  der  konvexen  Varietät  der  innern  tetraedi-ischen  Zelle  der 
Koeffizient  +  3  zukommt,  den  vier  äusseren  Zellen  die  Koeffizienten  -f-  1.  Die  äussere  Hülle  dieser  Varietät 
ist  ebenso  wie  bei  der  an  dritter  SteUe  genannten  ein  (4  +  4  +  6)-flächiges  12-Eck,  bei  der  nicht-konvexen 
Varietät  ein  (4  -|-  4)-flächiges  4  •  3-Eck.  Das  reziproke  Polyeder,  dessen  innerer  gleichflächiger  Kern  ein 
Triakistetraeder  ist,  findet  sich  durch  Fig.  27  Taf  VII  angedeutet:  seine  Ecken,  von  denen  die  sechskautigen 
zweiter  Art  im  Innern  verborgen  sind,  sind  che  zweier  Tetraeder.  Die  Grenzfläche  des  gleichflächigen 
Netzes  ist  das  Dreieck  C/ Q  6*3  (Fig.  14  Taf  II),  das  Nebendreieck  der  Fläche  C^C^C^  des  Triakis- 
tetraedemetzes. 

10)  Das  [Q(4\ +  8(61^- flächige  6-4:(3\-Ecl-  der  5.  Art.  Die  äussere  Hülle  ist  ein  (6  +  8)- 
flächiges  6  ■  4-Eck,  dessen  Archimedeische  Varietät  in  Fig.  23  Taf  VI  dargestellt  ist.  Nach  seineu  Flächen 
ist  das  Polyeder  die  Kombinationsgestalt  eines  Hexaeders  (die  sechs  Vierecke)  und  eines  konzentrischen 
Oktaeders  (die  acht  Sechsecke  zweiter  Art),  dessen  Eckenachsen  mit  den  Flächenachsen  des  Würfels  zu- 
sammenfallen. Nach  der  Länge  dieser  Achsen  ergeben  sich  die  im  folgenden  aufgezählten  Varietäten.  Es 
sei  der  Würfel  als  fest  vorausgesetzt  und  seine  Eckenachse  habe  die  Länge  C.  Die  damit  der  Richtung 
nach  zusammenfallende  Flächenachse  des  variabel  gedachten  Oktaeders  sei  C,  und  dieses  sei  negativ,  wenn 
es  C  entgegengesetzt  gerichtet  ist.')  Unter  einer  positiven  Achse  (Strahl)  C  und  (7  sei  dabei  immer  die 
verstanden,  welche,  aus  dem  Centrum  gefäUt,  die  innere  Seite  ihrer  zugehörigen  Fläche  ti-iö't.  Ist  C"  mit  C 
gleichen  Vorzeichens,  so  entstehen  zunächst  folgende  konvexe  Varietäten.  Jede  Ecke  wird  von  zwei  konvexen 
Sechsecken  zweiter  Art,  deren  innere  Zellen  den  Koeffizienten  -\-  2,  deren  äussere  Zellen  den  Koeffizienten  -|-  1 
haben,  und  von  einem  Quadrat  gebildet.  Das  Sechseck,  dessen  Abstand  vom  Centrum  -\-  C  ist,  hat  drei 
seiner  Kanten  in  denjenigen  drei  Würfelflächen,  die  sich  in  dem  Endpunkt  der  Achse  —  C  schneiden. 
In  Fig.  6  Taf  XI  ist  (ebenso  wie  bei  den  folgenden  Varietäten)  C  <  C>)  Die  Fläche  des  Oktaeders,  deren 
Centronormale  C"  ist,  geht  durch  die  Mitten  der  drei  von  der  Ecke  C  des  Würfels  auslaufenden  Kanten.    In 


1)  Lber  die  Netze  vergl.  Hess  11  S.  456. 

2)  Eine  weitere  (nicht  dargestellte;  Varietät  kommt  gelegentlich  in  nächster  Nummer  zur  Sprache. 

3)  Die  verschiedenen  Varietäten  lassen  sich  auch  leicht  nach  Einführung  der  Ableitungskocffizienten  t  und  s  für  die 
erzeugenden  Polyeder  unterscheiden,  wie  dies  in  Nr.  121  gezeigt  worden  ist. 

4)  Für  C  =  C  und  C"  >  C  sind  die  Varietäten  leicht  zu  erhalten;  sie  sind  im  Aussehen  nicht  wesentlich  von  der 
nächsten  verschieden. 
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Fig.  12  Taf.  IX  geht  die  bezeichnete  Fläche  des  Oktaeders  durch  die  Endpunkte  der  drei  von  C  auslaufenden 
Kanten,  fällt  also  mit  einer  Fläche  des  dem  Würfel  einzuschreibenden  Tetraeders  zusammen.  Die  Doppel- 
punkte der  Sechsecke  liegen  in  den  Mittelpunkten  der  Würfelflächen;  durch  jede  Ecke  des  Würfels  gehen 
drei  Kanten  des  Polyeders.  In  Fig.  35  Taf  VIII  endlich  ist  C  <  als  die  Centronormale  des  eben  gedachten 
Tetraeders;  die  Würfelecken,  d.  h.  die  von  den  Ebenen  dreier  Vierecke  des  Polyeders  gebildeten  Schnittpunkte, 
liegen  ausserhalb  des  Polyeders.  Das  Sechseck  zweiter  Art  bleibt  konvex,  denn  die  iimere  Zelle  mit  dem 
Koeffizienten  2  ist  die  Fläche  des  von  den  acht  Sechsecken  gebildeten  inneren  oktaedrischen  Kernes,  so  lange 
C  >  0  ist.  Wird  C  <  0,  so  wenden  die  sechseckigen  Grenzflächen  ihre  äussere  Seite  dem  Centrum  des 
Polyeders  zu.  Eine  solche  Varietät  zeigt  Fig.  1  Taf  XI.  Denkt  man  sich  die  vom  Centrum  des  Polyeders 
abgewandten  Seiten  der  viereckigen  Grenzflächen  gefärbt,  so  sind,  wenn  man  auf  derselben  Seite  der  Polyeder- 
oberfläche die  Färbung  fortführt,  die  Aussenflächen  der  Sechsecke  zweiter  Art  ungefärbt  zu  lassen,  d.  h.  diese 
wenden  ihre  positive  Seite  dem  Centrum  zu.  Giebt  man  jedoch  C  das  negative  Vorzeichen,  so  dass  die 
Vierecke  dem  Centrum  die  gefärbte  Seite  zuwenden,  so  sind  die  sichtbaren  Seiten  der  Sechsecke  gefärbt,  und 
es  sind  alle  Flächenwinkel  kleiner  als  n,  d.  h.  das  Polyeder  ist  ein  konvexes,  dessen  innere  ZeUe  aber  den 
Koeffizienten  —  1  hat.  Die  auf  den  Kanten  des  inneren  Würfels  sitzen- 
den achteckigen  Zellen  haben  dann  den  Koeffizienten  -)-  1,  die  tetra-  ,-'  --_ 
edrischen  Zellen  an  den  Ecken  des  Würfels  den  Koeffizienten  -|-2.')  y^'  ^^^ 
Weiter  sei  die  (nicht  dargestellte)  nicht-konvexe  Varietät  erwähnt,  die  ,-'  ~". 
aus  einem  an  den  Ecken  abgestumpften  Hexaeder  ebenso  zu  konstruieren  f  ■  , 
ist,  wie  das  Modell  Fig.  2  Taf  XII  aus  dem  an  den  Ecken  abgestumpften  I 
Dodekaeder.  Die  sechseckigen  Grenzflächen  sind  überschlagene  Sechs-  ] 
ecke  zweiter  Art;  die  an  den  Kanten  des  Würfels  aufsitzenden  tetra-  I 
edrischen  Zellen  besitzen  den  Koeffizienten  —  1.  Diese  Varietät  ent- 
steht aus  der  vorigen,  wenn  der  absolute  Wert  von  C"<  C  ist.  End-  j 
lieh  sei  noch  die  Varietät  Fig.  104  angeführt.  Die  Sechsecke")  sind  über-  ', 
schlagene  (zweiter  Art).  Färbt  man  den  inneren  oktaech-ischen  Kei'u  '  - , 
aussen,  so  gehören  die  nicht  zu  färbenden  äusseren  Zellen  der  Sechsecke 
der  Innenseite  der  pyramidenförmigen  Zellen  an,  die  auf  den  Ecken  des 
Oktaeders  aufsitzen.  Es  sind  also  diese  ebenso  wie  die  viereckigen 
Grenzflächen  aussen  zu  färben.  —  Das  zu  dem  besprochenen  gleich- 
eckigen Polyeder  polare  gleichflächige  [6  (4)i -|- 8  (6)2]-eckige  6  •  4  (3) j- Flach  der  fünften  Art  ist  in  einer 
Varietät  in  Fig.  20  Taf  X  dargestellt.  Der  innere  gleicliflächige  Kern  ist  ein  Tetrakishexaeder  (Pyramiden- 
würfel). Die  Ecken  sind  die  eines  Hexaeders  und  Oktaeders.  —  Die  Fläche  des  gleichflächigen  Kugelnetzes, 
das  Dreieck  A,  C^  C^  in  Fig.  14  Taf  11,  ist  das  Nebendreieck  der  Fläche  A.2  C^  C^  des  Tetrakishexaedernetzes. 
11)  Das  [8  (3)i -\- 6  (ß)^]- flächige  8  •  3  (3)j- .BcÄ:  der  7.  Art  ist  nach  seinen  Flächen  die  Kom- 
bination eines  Oktaeders  und  Hexaeders.  Die  Ecken  der  konvexen  Varietät  Fig  5  Taf  VIII  sind  die  eines 
(6  +  '^  ~l~  12)-flächigen  24-Ecks.  Sind  die  Achtecke  dritter  Art  i'egulär,  so  ist  das  Polyeder  ein  Archi- 
medeisches.^)  Die  äussere  Hülle  der  nicht -konvexen  Varietät  Fig.  33  Taf.  VIII  ist  ein  (6  +  8)-flächiges 
8  .  3-Eck.  Der  innere  Kern  des  in  Fig.  18  Taf  X  dargestellten  polaren  gleichflächigen  Polyeders  ist  ein 
Triakisoktaeder.     Die  Grenzflächen  sind  gleichschenklige  Dreiecke,  deren  Basen  ilie  Kanten  des  Oktaeders  sind, 


Fig.  104. 


1)  Behält  man  die  erstgenannte  Färbung  des  Polyeders  bei,  so  hat  die  innerste  Zelle  den  Koeffizienten  -j-  1  (da 
ein  von  aussen  nach  innen  wandernder  Punkt  von  der  gefärbten  zur  ungefärbten  Seite  übertritt,  vergl.  Nr.  61  und  62).  Die 
an  den  Würfolkanten  sitzenden  Zellen  haben  die  Koeflizionten  —  1,  die  tetraedrischen  Zellen  an  den  Ecken  des  Würfels  den 
Koeffizienten  —  2,  denn  ein  aus  einer  Zelle  der  vorigen  Art  in  sie  fibertretender  Punkt  geht  von  der  ungefilrbten  zur  ge- 
färbten Seite  einer  viereckigen  Orenzfläohe,  der  Koöffizient  ist  also  nach  früheren  Betrachtungen  um  eins  zu  erniedrigen.  In 
Fig.  1  Taf.  XI  sind  diese  Zellen  hohl  gelassen,  was  nicht  korrekt  ist. 

2)  Die  äusseren  dreieckigen  Zellen  eines  solchen  Sechsecks  sind  in  Fig.  104  punktiert. 

3)  Vergl.  Fig.  2  Taf.  I  bei  Pitsch  a.  a.  0. 

24* 


18g  F.    Die  besonderen  Vielflache  höherer  Art. 

dessen  Ecken  m  Verbindung  mit  denen  eines  Hexaeders  die  Ecken  des  Yielflaches  bilden.  Die  Fläche  des 
gleichflächigen  Netzes  ist  das  Dreieck  C^A^A.^  im  ersten  Hauptnetze  Fig.  14  Taf.  H,  das  Nebendreieck  der 
Fläche  C\'  Ä.^  A^  des  Triakisoktaedemetzes. 

Von  hierher  gehörigen  diskontinuierlichen  Vielflachen  seien  die  folgenden  erwähnt.  Das  in  Fig.  28 
Taf.  Vn  dargestellte  System  von  di-ei  sich  ki-euzenden  (2  -)-  4) -flächigen  Achtecken,  dessen  äussere  Hülle  ein 
(6  -\-  8)-flächiges  6  •  4-Eck  ist.  Das  reziproke  aus  drei  ebenrandigen  (2  -J-  4)-eckigen  Achtflachen  bestehende 
gleichflächige  Polyeder  ist  leicht  zu  erhalten.  —  Werden  auch  die  rechteckigen  Seitenflächen  der  (2  +  4)-fiächigen 
Achtecke  zu  Quadraten,  so  entsteht  ein  System  von  drei  konzentrischen  Hexaedern,  Fig.  23  Taf.  IX,  dessen 
äussere  Hülle  eine  bestimmte  Varietät  eines  (ß  +  8")-flächigen  6  •  4-Ecks  ist.  Das  System  der  polar  zu- 
geordneten drei  Oktaeder  zeigt  Fig.  12  Taf.  VIU.  Die  äussere  Hülle  des  in  Fig.  29  Taf.  VH  dargestellten 
gleicheckigen  Köiijers  ist  ein  (6  -)-  8  -f-  12) -flächiges  24 -Eck.  Fasst  man  das  Vielflach  als  bestehend  aus 
drei  (2  -|-  4)  -  flächigen  Achtecken  auf,  so  ist  es  diskontiniuerlich.  Man  kann  es  jedoch  auch  für  eiu 
[6  (8)2  +  6  (4)j]-flächiges  24-Eck  der  dritten  Art  ansehen,  wonach  es  als  kontinuierliches  Vielflach  zu  gelten 
hätte;  die  vier  Kanten  einer  Fläche  des  inneren  hexaedrischen  Kernes  gehören  dann  den  Kanten  einer  und 
derselben  achteckigen  Grenzfläche  des  Polyeders  zu,  das  nach  seinen  Flächen  die  Kombination  zweier  kon- 
zentrischer parallel  gestellter  Hexaeder  ist.  —  Konstruiert  inan  in  jedes  der  (2  -\-  4)-flächigen  Achtecke,  aus 
denen  die  angeführten  Polyeder  bestehen,  die  beiden  tetragonalen  Sphenoide,  die  in  dem  Falle  der  drei  kon- 
zentrischen Hexaeder  zu  Tetraedern  werden,  so  ergeben  sich  Gruppierungen  von  je  sechs  tetragonalen  Sphenoiden 
(bez.  Tetraedern),  deren  äussere  Hüllen  die  betr.  gleicheckigen  Polyeder  erster  Art  bleiben,  die  also  selbst 
als  gleicheckige  Polyeder  der  sechsten  Art  zu  gelten  haben.  In  Fig.  10  Taf.  VHI  sind  diese  sechs  tetra- 
gonalen Sphenoide  in  dem  ersten  der  vorher  angeführten  diskontinuierlichen  Vielflache  für  den  speziellen  Fall 
gezeichnet,  in  dem  die  Höhe  jeder  der  drei  quacb-atischeu  Säulen  gleich  der  Diagonale  der  quadratischen  Grenz- 
fläche wird.  Das  umhüllende  Polyeder  ist  dann  ein  Kubooktaeder.  In  jeder  Ecke  desselben  fallen  zwei  Ecken 
zweier  Sphenoide  zusammen. 

142.  Die  gleicheckigeu  nnd  die  gleichflächigen  Polyeder  der  zweiten  Grnppe  der  ersten  Ordnung 
der  zweiten  Hauptklasse.  Die  drei  von  einer  Ecke  eines  gleicheckigen  Polyeders  dieser  Gruppe  ausgehenden 
Kanten  sind  verseliieden ;  die  Flächen  der  gleichflächigen  Polyeder  sind  demnach  ungleichkantige- Dreiecke; 
dasselbe  gilt  für  die  Flächen  der  gleichflächigen  Netze.  Es  sind  zunächst  folgende  acht  kontinuierliche  gleich- 
eckige Polyeder  mit  ihren  reziproken  Vielflachen  anzuführen.^) 

12)  Bas  [4  (6)1  -f  4  (6)^  -f  6  {4\]-fUkhkje  24-Eck  der  3.  AH,  Fig.  7  Taf  VH!  entsteht  aus  dem 
unter  9)  angeführten  Polyeder  durch  Abstumpfen  der  zwei  Sechsecken  zweiter  Art  gemeinsamen  Kanten 
durch  vierseitige  Schnitte.  Die  dort  erwähnte,  nicht  dargestellte  Varietät  jenes  Polyeders  lässt  sich  aus 
Fig.  7  leicht  erkennen.  Die  sechs  abstumpfenden  Flächen  stehen  senki-echt  zu  den  Kantenachsen  der  beiden 
Tetraeder,  deren  Kombinationsgestalt  nach  den  Flächen  das  Polyeder  9)  war,  wonach  das  jetzt  besprochene 
durch  Kombiuation  zweier  Tetraeder  und  eines  Hexaeders  entsteht.  Das  umhüllende  Polyeder  ist  ein  gleich- 
eckiges (6  +  8)-flächiges  6  •  4-Eck.  Das  reziproke  Vielflach  wird  aus  Fig.  27  Taf.  VH  erhalten,  wenn  man 
die  gleichschenklig-dreieckigen  Grenzflächen  jenes  Polyeders  längs  der  punktierten  Linie  knickt,  so  dass  die 
vier  dreikantigen  Ecken  zu  sechskantigen  erster  Art  werden,  die  Verbindungskanten  je  zweier  sechskantiger 
Ecken  zweiter  Art  aber  in  der  Mitte  eine  vierkantige  Ecke  erhalten. 

Iri)  Das  |6  (8)1  +  8  (6)j  -f  12  (4\]-flüchige  2  ■  2'i-Eck  der  5.  Art  entsteht  aus  dem  unter  10) 
angeführten  Vielflache  durch  Abstumpfen  der  zwei  Sechsecken  zweiter  Art  gemeinsamen  Kanten  mittels 
vierseitiger  (rechteckiger)  Schnitte,  ist  also  seinen  Flächen  nach  die  Kombination  eines  Hexaeders,  Oktaeders 
und  Rhombendodekaeders.  Die  Ecken  sind  die  eines  (6  -|-  8  -j-  12)-flächigeu  2  •  24-Ecks  erster  Art.  Dasselbe 
gilt  für  die  nächsten  vier  angeführten  gleicheckigen  Polyeder  höherer  Art.  —  Das  polare  gleichflächige 
Polyeder  zeigt  Fig.  14  Taf  X.     Es  bedarf  nach  dem  Gesagten  keiner  Erläutenuig.     Die  Fläche  yljC'oi'^  des 


1)  Hess  II  S.  156  (das  Netz  des  Vielflaches  Nr.  12)  fehlt  dort). 
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gleichflächigen    Netzes    ist    ein    Nebendreieck    der   Fläche  A^  C,  Bn    des    Hexakisoktaedemetzes    (des    ersten 
Hauptnetzes). 

14)  Das  [6  (8)3  +  8  (6)1  +  12  {4.},]- flächige  2  •  24.- Eck  der  7.  Art.  Fig.  23  und  Fig.  S  Taf.  Vni. 
Nach  seinen  Flächen  ist  es  die  Kombination  derselben  Polyeder  wie  das  vorhergehende.  Bei  der  in  Fig.  23 
Taf.  VIII  dargestellten  Varietät  wenden  die  in  den  Ebenen  der  Flächen  eines  Oktaeders  liegenden  Sechs- 
ecke dem  Mittelpunkte  des  Polyeders  ihre  Aussenseite  zu.  Die  nicht-konvexe  Varietät  Fig.  8  Taf.  VIII  entsteht 
aus  der  Varietät  Fig.  33  Taf.  VUI  des  unter  11)  beschriebenen  Polyeders  durch  Abstumpfen  der  zwei  Acht- 
ecken gemeinsamen  Kanten  mittels  rechteckiger  Schnitte,  woraus  sich  sofort  das  Polyeder  als  Kombinations- 
gestalt der  vorhin  genannten  ergiebt.  Auch  existiert  eine  Archimedeische  Varietät,  bei  welcher  die  Achtecke 
gleichkantig  sind,  die  ein  eigentümliches  Aussehen  hat.^)  —  Das  polare  gleichflächige  Polyeder  zeigt  Fig.  32 
Taf.  X.  ^)  Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes,  das  Dreieck  y1,  C^  B^,  ist  ein  Nebendreieck  der  Fläche  A^  C^  B^ 
des  Hexakisoktaedemetzes. 

15)  Das  [6  (8J3  +  8  (6),  +  12  {A\]-flächige  2  •  24-Eck  der  11.  Art,  Fig.  21  Taf.  VIH  ist  ebenfaUs 
nach  seinen  Flächen  die  Kombination  eines  Hexaeders,  Oktaeders  imd  Rhonibendodekaeders.  Die  viereckigen 
Grenzflächen  wenden  dem  Mittelpunkte  des  Polyeders  die  Aussenseite  zu.  Der  innere  gleichflächige  Kern 
des  polar-reziproken  Vielflaches  Fig.  2  Taf  X  ist,  wie  bei  den  vorigen  beiden  gleichflächigeu  Polyedern,  ein 
Hexakisoktaeder,  und  die  Ecken  sind  die  eines  Oktaeders  (die  achtkantigen),  eines  Hexaeders  (die  sechs- 
kantigen) und  eines  Kubooktaeders  (die  vierkantigen).  Die  Verbindungskanten  je  einer  acht-  und  sechskantigen 
Ecke  bilden  für  sich  das  Kantensystem  eines  Khombendodekaeders.  Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes, 
das  Dreieck  A^C/^  B^,  bedeckt  elf  charakteristische  Dreiecke  des  ersten  Hauptnetzes  und  ist  das  Nebendreieck 
der  Grenzfläche  des  unter  1,3)  aufgeführten  gleichflächigen  Netzes  fünfter  Art.^) 

16)  Das  [6  (8)2  +  8  (6)1  -f  8  (6).,]- flächige  2  •  24:-Eck  der  6.  Art,  Fig.  30  Taf.  VIH  ist  nach 
seinen  Flächen  die  Kombination  zweier  Oktaeder,  von  den  beiden  Arten  von  Sechsecken  gebildet,  und  eines 
Hexaeders,  dessen  Ebenen  die  der  Achtecke  zweiter  Art  sind.  Diese  Achtecke  sind  diskontinuierlich,  und 
bestehen  aus  je  zwei  sich  kreuzenden  Rechtecken.  Sämtliche  Flächen  dieses  kontinuierlichen  Polyeders 
wenden  dem  Mittelpunkte  ihre  Innenseite  zu,  so  dass  es  also  eine  innerste  Zelle  mit  dem  Koeffizienten  -(-  6 
besitzen  muss;  es  ist  diese  Zelle  ein  von  den  Ebenen  der  Sechsecke  erster  Art  gebildetes  Oktaeder.  Das 
polare  gleichflächige  Polyeder,  Fig.  33  Taf.  X  ist  nach  seinen  Ecken  die  Kombination  zweier  Hexaeder, 
welche  konzentrisch  und  parallel  gestellt  sind''),  und  eines  Oktaeders,  gebildet  durch  die  diskontinuierlichen 
achtkantigen  Ecken  zweiter  Art.  Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  das  Dreieck  A^C\'fl,,  ein  Neben- 
dreieck der  Fläche  A^  64  C,  des  Tetrakishexaedernetzes. 

17)  Das  [G  (8)3  +"6  (8),  -f  8  (&),y  flächige  2  •  2A.-Ech  der  4.  Art,  Fig.  12  Taf.  XI  ist  die  Kom- 
bination zweier  ijarallel  gestellter  Hexaeder  mit  einem  Oktaeder.  Da  sämtliche  Flächen  dem  Centrum  die 
Innenseite  zuwenden,  so  hat  die  innerste,  von  den  Ebenen  der  Achtecke  erster  Art  gebildete  hexaedrische 
Zelle  den  Koeffizienten  -f-  4.  Das  dargestellte  Polyeder  ist  die  Archimedeische  Varietät.  Das  polare  gleich- 
flächige Vielflach  Fig.  9  Taf.  X  besitzt  die  Ecken  zweier  konzentrischer  parallel-gestellter  Oktaeder  (die  das 
zweite  Oktaeder  bildenden  achtkantigen  Ecken  dritter  Art  sind  im  Modell  verdeckt)  und  eines  Hexaeders, 
das  mit  beiden  Oktaedern  die  Achsen  gemein  hat.  Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  C.,  A^  A^,  ein 
Nebendreieck  der  Fläche  C3  A./  A^  des  Triakisoktaedernetzes. 

Die  gleichflächigen  Netze,  welche  den  gleicheckigen  zugeordnet  sind,  denen  die  bisher  besprochenen 
Polyeder  dieser  Gruppe  ein-  oder  umbeschrieben  sind,  sind  solche  mit  direkt  symmetrischen  Kanten.   Gleich- 


1)  Vergl.  Fig.  7  Tal'.  II  bei  Pitsch  a.  a.  0.     Wir  zählen   die  Figuren  jener  beiden  Tafeln   in   analoger  Reihenfolge 
wie  die  der  unsrigen, 

2)  Die  von  den  achtkantigen  Ecken  dritter  Art  nach   den   sechskantigen  Ecken   führenden  Kanten   sind   iin  den  zu- 
erst genannten  Ecken  innerbelb  der  Oberfläche  gelegen. 

3)  Über  die  gleicheckigeii  Polyeder  13)  14)  15)  vergl.  Hess,  Über  die  möglichen  Arten  und  Varietäten  einiger  Ai-chi- 
medeischen  Körper.  Marburger  Berichte.  1872.  Nr.  5  (Juni).  S.  87. 

4)  Die  sechskantigen  Ecken  zweiter  Art  liegen  danach  in  dem  Modelle  unter  denen  erster  Art  verborgen. 
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flächige  feste  Netze  mit  nur  teilweise  direkt- symmetrischen  Kanten,  welche  Polarnetze  zn  einfachen  Netzen 
sind,  sind  zwei  anzuführen '^),  und  den  zugeordneten  gleicheckigen  Netzen  smd  die  beigemerkten  Polyeder  ein- 
und  umbeschrieben.  Das  Polardreieck  des  Hexakisoktaederdreieckes  A^  C^  B^  ist  B^  B^  Ä.^  (Fig.  14  Taf.  II), 
dessen  Kanten  A^Bg  und  B^Ag  direkt -symmetrisch  sind,  da  sie  Hauptkreisen  des  ersten  Hauptnetzes  an- 
gehören, während  die  Ebene  der  Kante  B^  B^  keine  direkte  Symmetrieebene  ist.  Dem  gleicheckigen  Netze, 
welches  dem  diese  Grenzfläche  besitzenden  gleichflächigeu  zugeordnet  ist,  ist 

18)  das  [6  (4  +  4)3  -f-  12  (4  +  2  -f-  2\y  flächige  2  ■  24  {S\-EcJc  der  15.  Art  einzubeschreiben.  Die 
48  Ecken  dieses  gleicheckigen  Polyeders  sind  die  eines  (6  +  '*?  +  12 -flächigen  2  ■  24-Ecks.  Die  Acht- 
ecke dritter  Art  mit  abwechselnd  gleichen  Kanten  liegen  in  den  Ebenen  eines  Würfels,  die  Achtecke  dritter 
Art  mit  je  yier,  je  zwei  und  je  zwei  gleichlangen  Kanten,  in  den  Ebenen  eines  Rhombendodekaeders,  während 
die  Ecken  des  polaren  gleichflächigen  Körpers  die  eines  Oktaeders  und  Kubooktaeders  sind. 

19)  Das  [6  (4  +  4)3  -f  12  (4  -[-  4:\]-flächige  2  •  24  (3\-Ed-  der  3.  Art  ist  eine  Kombination  derselben 
Polyeder  wie  das  vorige.  Die  Fläche  B^  B^  A^  des  gleichflächigeu  Netzes  ist  das  Polardreieck  der  Fläche 
A^C^'B^.  Die  Kanten  ^^Bg  und  B.2A,  sind  direkt  -  symmetrische ,  was  von  der  dritten  Kante  B^B^ 
nicht  gilt. 

Von  hierher  gehörigen  diskontinuierlichen  Polyedern  seien  nur  die  folgenden  ei'wähnt.  Das  in  Fig.  30 
Taf.  Vn  dargestellte  System  von  drei  sich  kreuzenden  (2  -|-  2  -)-  2)-flächigen  2  •  4-Ecken,  dessen  Ecken  die  eines 
(6  -]-  2  •  4  +  12)-flächigen  2  ■  12-Ecks  sind  (vergl.  das  Polyeder  15)  in  Nr.  116).  Das  polare  gleichflächige 
Polyeder  ist  ein  System  von  drei  vierseitigen  Doppelpyramiden  über  je  rhombischer  Basis.  —  Das  System  von 
sechs  sich  kreuzenden  (2  -\-  2  -\-  2)-flächigen  2  •  4-Ecken  Fig.  22  Taf.  Till  hat  zum  Umhülhmgspolyeder  ein 
gleicheckiges  (6  +  8  -|-  12)-flächiges  2  •  24-Eck.  Man  könnte  dieses  Yielflach  auch  als  begrenzt  von  dreimal 
sechs  Achtecken  zweiter  Art  betrachten,  wonach  es  mit  Rücksicht  auf  seine  Flächen  die  Kombination  dreier 
konzentrischer,  parallelgestellter,  doppelüberdeckter  Würfel  ist.  Die  Ali  dieses  Yielflaches  ist  wie  der 
Koeffizient  der  innersten  hexaedrischen  Zelle  gleich  6.  Das  ziigehörige  gleichflächige  Polyeder  ist  leicht 
zu  erhalten.  Aus  diesem,  sowie  aus  dem  vorher  beschriebenen  System  von  2  ■  4-Ecken  lassen  sich  Gruppierungen 
von  rhombischen  Sphenoiden  erhalten,  im  ersten  Falle  von  sechs,  im  zweiten  Falle  von  zwölf  Sphenoiden, 
in  analoger  Weise  wie  dies  bei  den  diskontinuierlichen  Polyedern  der  vorigen  Gruppe  gezeigt  war.  —  End- 
lich ist  hier  noch  ein  System  von  sechs  krom-andigen  (2  -(-  4)-eckigen  2  •  4-Flachen  (Skaleuoedem)  zu  nennen, 
die  ein  diskontinuierliches  gleichflächiges  Polyeder  bilden.  In  jeder  Ecke  desselben  fallen  zwei  Skalenoeder- 
ecken  zusammen,  und  zwar  bilden  die  6  ■  4  Kronenrandecken  die  Ecken  eines  Kubooktaeders,  und  die  End- 
punkte der  Hauptachsen  der  Skalenoeder  sind  die  sechs  Ecken  eines  Oktaeders,  das  mit  dem  Kubooktaeder 
konzenti-isch  und  koachsial  ist.  In  jeder  Ecke  dieses  Oktaeders  liegen  also  die  Ecken  zweier  Skalenoeder,  von 
denen  das  eine  gegen  das  andre  um  die  gemeinsame  Hauptachse  um  90"  gedreht  ist.  —  Das  reziproke  dis- 
kontinuierliche gleicheckige  Polyeder  besteht  aus  sechs  unterbrochen- kronrandigen  (2  -(-  2  •  2)-flächigen  2  •  4- 
Ecken.  Die  Ecken  dieses  Systems  sind  die  eines  (6  -f  8  +  12)-flächigen  2  •  24-Ecks  (Fig.  4''  Taf  VU). 
Man  erhält  zwei  dieser  2  •  4-Ecke,  wenn  man  in  zwei  gegenüberliegenden  achteckigen  Grenzflächen  des  ge- 
nannten gleicheckigen  Polyeders  je  das  diskontinuierliche  Achteck  zweiter  Art  konstruiert,  das  aus  zwei  ge- 
ki-euzten  Rechtecken  besteht,  und  die  Ecken  je  eines  solchen  Rechtecks  mit  den  Ecken  des  in  gekreuzter 
Lage  befindlichen  Rechtecks  des  gegenüberliegenden  Achtecks  zweiter  Art  durch  Kanten  verbindet. 

143.  Die  gleichecki^eu  und  die  glcichflächifjeu  Polyeder  der  dritten  (iruppe  der  ersten  (h'dnung 
der  zweiten  llauptklasse.  Von  den  gleicheckigen  Polyedern  dieser  Gruppe  der  Oktaeder-Hexaeder-()rdnuug, 
welche  vierkantige  Ecken  haben  —  die  Flächen  der  polaren  gleichflächigeu  Polyeder  sind  also  Vierecke  — 
sind  die  folgenden  vier  kontinuierlich.^) 

20)  Das  [6  (4),  -f  8  (3)i  +  6  {S)^]- flächige  24  (4\-Eck  der  4.  Art.  Fig.  8  Taf.  IX.  Die  Ecken  sind 
die  eines  (6  +  8)-flächigen  8  •  S-Ecks  erster  Art.     Nach  den  Flächen  ist  das  Polyeder  die  Kombination  zweier 

1)  Hess  n  S.  469  ff,  2)  Vergl.  über  die  Netze  Hess  H  S.  457. 
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parallelgestellter  konzentrischer  Würfel  und  eines  koaclisialen  Oktaeders  mit  demselben  Mittelpunkte.  Das 
dargestellte  Modell  zeigt  die  Arehimedeische  Varietät.  Die  Grenzfläche  des  polaren  Vielflaches  Fig.  1  Taf.  X 
ist  ein  Deltoid.  Die  vier-  und  achtkantigen  Ecken  sind  die  zweier  Oktaeder,  die  dreikantigen  die  eines 
Würfels.  Das  innere  gloichflächige  Polyeder  ist  das  Pyramidenoktaeder.  Die  Grenzfläche  des  gleichflächigen 
Netzes  ist  Ä^  A^  C'/  A^  in  Fig.  14  Taf  II. 

21)  Bas  [8  (6)„  +  12  {4\]-flächige  24  {A)^-Eck  der  2.  Art,  Fig.  9  Taf.  VIII,  dessen  äussere  HüUe 
ein  (6  +  8j-flächiges  6  •  4-Eck  ist,  wird  von  acht  Sechsecken  zweiter  Art  begrenzt,  die  in  den  Ebenen  eines 
Oktaeders  liegen,  und  von  vierzekn  Vierecken,  in  den  Ebenen  eines  Rhombendodekaeders.  Das  polare 
gleichflächige  Polyeder,  Fig.  8  und  Fig.  13  Taf.  X,  dessen  Grenzfläche  ein  Trapez  ist,  besitzt  die  Ecken  eines 
Würfels  und  eines  Kubooktaeders.  Der  gleichflächige  Kern  ist  ein  Pyramidenwürfel.  Die  Fläche  des  gleich- 
flächigen Netzes  ist  das  Viereck  B^  B^  Cj  Cj  im  ersten  Hauptnetze. 

22)  Das  [6  (8)3  +  8  (6\^-flächige  24  (4\-Eck  der  3.  Art,  Fig.  28  Taf  VIII  besitzt  als  äussere  Hülle 
ein  (6  +  8  -f-  12j-ä^chiges  24-Eck,  während  der  imiere  Kern  bei  der  dargestellten  Varietät  ein  Kubooktaeder 
ist;  nach  den  Flächen  ist  es  eben  die  Kombination  eines  Würfels  mit  einem  Oktaeder.  Die  Grenzfläche  des 
polaren  gleichflächigen  Polyeders  Fig.  12  Taf.  X  ist  ein  Trapez,  dessen  parallele  Kanten  ihre  Endpunkte  in 
zwei  Würfelecken,  bez.  zwei  Oktaederecken  haben,  wie  sich  aus  der  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  A<j  A^  63  Cg 
ablesen  lässt. 

23)  Das  [8  (6)2  +  8  (6\]-tlächige  24  {4:\-Eck  der  4.  Art,  Fig.  11  Taf  VIII  ist  nach  seinen  Flächen 
die  Kombination  zweier  parallelgestellter  Oktaeder.  Das  Umhüllungspolyeder  ist  ein  (6  -\-  8)-flächiges  6  •  4- 
Eck,  die  innerste  Zelle  ein  Oktaeder.  Das  gleichflächige  Netz  besteht  aus  vier  aufeinanderfaUenden  Hexaeder- 
netzen, so  dass  in  jedem  Eckpunkte  C  zwei  (3  -|-  3)-flächige  sphärische  Ecken  der  zweiten  Art  vorhanden 
sind.  Das  zugehörige  von  Trapezen  begi-enzte  gleichflächige  Polyeder,  dessen  Ecken  wie  die  zweier  parallel- 
ineinandergestellter  konzentrischer  Würfel  liegen,  ist  leicht  zu  konstruieren. ') 

Es  existiert  weiter  eine  grosse  Anzahl  hierher  gehöriger  nicht -konvexer  Polyeder,  von  denen  be- 
sonders diejenigen  interessant  sind,  welche  überschlagene  vierkantige  Ecken,  d.  h.  vierkantige  Ecken  zweiter 
Art  besitzen.  Viele  dieser  Polyeder  sind  Möbiussche.")  Es  seien  hier  nur  die  folgenden  erwähnt.  Fig.  1  Taf  VIH 
zeigt  ein  Polyeder,  dessen  Flächen  durch  die  acht  Dreiecke  eines  Kubooktaeders  und  die  vier,  auf  den  drei- 
zähligen  Achsen  (den  Verbindungslinien  der  Mittelpunkte  zweier  gegenüberliegenden  Dreiecke)  senkrecht 
stehenden,  sich  im  Centi-um  des  Polyeders  schneidenden  Ebenen,  welche  Sechsecke  erster  Art  sind,  gebildet 
werden.  Die  zwölf  Ecken  sind  die  eines  Kubooktaeders.  Aus  diesem  lässt  sich  ein  weiteres  Möbiussches 
Polyeder  konstruieren,  wenn  man  die  vier  ebengenannten  Sechsecke  mit  den  sechs  Quadraten  des  Kubo- 
oktaeders zusammenfügt.  Auch  dieses  Polyeder^)  besitzt  zwölf  überschlagene  vierkantige  Ecken.  —  Die  Ecken 
des  in  Fig.  36  Taf.  VIII  dargestellten  Polyeders  sind  die  eines  (6  -(-  8  -)-  12)-flächigen  24-Ecks.  Es  besitzt 
sechs  quadratische  und  acht  gleichseitig-dreieckige  Grenzflächen  (die  betr.  Flächen  des  Umhüllungspolyeders) 
und  sechs  gleicheckige  (4  -f-  4)-ecke  erster  Art.  Ein  zweites  Polyeder  mit  überschlagenen  vierkantigen  Ecken 
lässt  sich  in  dasselbe  (6  -j-"  ^  +  12)-flächige  24-Eck  konstruieren,  wenn  man  zu  den  ebengenannten  sechs 
Achtecken  die  zwölf  (2  -f-  2)-ecke  des  Umhüllungspolyeders  fügt,  welche  in  den  Ebenen  eines  Rhomben- 
dodekaeders liegen.'')  Man  überzeugt  sich  leicht  von  dem  einseitigen  Charakter  dieses  Vielflaches,  wenn  man 
die  Oberfläche  zu  Hirben  versucht,  da  man  bald  auf  die  Rückseite  der  Ausgangsfläche  gelaugt,  diese  also  mit 
beiden  Seiten  als  der  äusseren  Oberfläche  zugehörig  erscheint.  Dagegen  ist  das  vorliergenannte  Vielflach  ein 
zweiseitiges;  die  tetraedrischeu  räumlichen  Zellen  über  den  dreieckigen  Flächen  des  Polyeders  haben  den 
Koeffizienten  —  1,  wenn  der  innerste  Würfel  den  Koeffizienten  -)-  2,  die  auf  seinen  Flächen  aufsitzenden 
Zellen    den    Koeffizienten    -\-  1   haben.    —    Das    in    Fig.  31   Taf  VII    dargestellte    gleicheckige    Polyeder    mit 


1)  Ist  ÄBCI)  eine  Fläche  deä  äusseren  Würfels,  A'B'C'D'  die  der  entsprechenden  Fläche  des  inneren  Würfels 
gegenüberliegende,  wobei  A'B'  parallel  und  gleichgerichtet  mit  AB  sei,  so  htABB'A'  eine  Grenzfläche  des  gleichflächigen 
Polyeders.  2)  Mehrere  derselben  sollen  in  Nr.  Iti3  erst  zur  Sprache  kommen. 

3)  Vergl.  Badoureau  a.  a.  0.  S.  llil.  4)  Badoureau  a.  a.  0.  S.  123. 
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vierundzwanzig  überschlageuen  vierkantigen  Ecken,  den  Ecken  eines  (6  -|-  8)-flächigeu  6  ■  4-Ecks,  hat  zu 
Grenzflächen  acht  Sechsecke  zweiter  Art,  die  in  den  Ebenen  eines  Oktaeders  liegen,  und  acht  (3  +  3)-ecke 
erster  Art^),  die  eine  innerste  oktaedrische  Zelle  einschliessen.  Dieses  noch  nicht  beschriebene  Polyeder  ist 
ebenfalls  ein  einseitiges.-) 

U4.  Die  ojleicheckigen  uud  die  gleichfläohigeu  Polyeder  der  viei'teH  Gruppe  der  ersten  (»rduung: 
der  zweiten  Hauptklasse.  Soweit  die  zugehörigen  gleichflächigen  Netze  feste  Netze  sind,  sind  die  sämtlichen 
hierher  gehörigen  Polyeder  mit  fünfkantigen  Ecken  (imd  die  gleichflächigen  mit  fünfeckigen  Grenzflächen) 
nicht  konvex.  —  Es  waren  nun  in  Nr.  120  als  veränderliche  gleichflächige,  der  ersten  Ordnung  der  zweiten 
Hauptklasse  angehörende,  Fünfecksnetze  erster  Art  genannt:  Das  symmetrische  und  das  tetraediische  Pentagon- 
dodekaedernetz und  das  Pentagonikositetraedernetz.  Die  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  sind  Hemigonieu 
von  vollzähligen  Netzen  dieser  ersten  Ordnung,  wie  die  gleicheckigen  ihnen  einbeschriebenen  Polyeder  (Fig.  7  ^, 
12'',  6''  Taf.  VII)  Hemigonien  vollzälüiger  gleicheckiger  Polyeder  sind.  Zu  jedem  dieser  di-ei  gleichflächigen 
veränderlichen  Netze  giebt  es  nun  ein  konvexes  höherer  Ai-t,  bei  welchem  die  Grenzflächen  Sternfünfecke 
sind.  Die  beiden  ersten  dieser  Netze  stehen  zu  dem  symmetrischen  und  tetraech-ischen  Pentagondodekaeder- 
netze in  ähnlicher  Beziehung  wie  das  Netz  des  20-eckigen  Stern- 12-Flaches  zu  dem  regulären  Dodekaeder- 
netze. ^)  —  Die  Ecken  der  den  polar  zugeordneten  gleicheckigen  Netzen  einbeschriebenen  gleicheckigen 
Polyeder  höherer  Art  liegen  wie  die  Ecken  der  dem  symmetrischen  und  tetraedrischen  Pentagondodekaeder 
polar  zugeordneten  gleicheckigen  Polyeder  Fig.  7^  und  Fig.  12*  Taf.  VII,  d.  h.  wie  die  Ecken  eines 
(2  ■  4  -f-  12)-flächigen  12-Ecks  und  eines  (4  -j-  4  -j-  12)-flächigen  12-Ecks,  die  beide  dem  Ikosaeder  isomorph 
sind.  Es  werden  die  beiden  Polyeder  höherer  Ali  ebenso  duixh  Einschreiben  dreieckiger  Grenzflächen  in  die 
genannten  Polyeder  erster  Art  erhalten,  wie  das  20-flächige  Stern-12-Eck  in  Nr.  128  in  das  reguläre  Ikosaeder 
konstruiert  wurde.     Es  sind  diese  beiden  Polyeder: 

24)  Dag  [8  ^^3)^  -f-  12  (2  -|-  l)^]-fl(khi(je  12  (b).2-Ech  der  7.  Art,  das  acht  gleichseitige  Dreiecke  und 
zwölf  gleichschenklige  Dreiecke  zu  Grenzflächen  hat,  uud 

25)  das  [8  (3)i  +  12  (1  +  1  -j-  l\]-flächige  12  {b\-Eck  der  7.  Art,  dessen  Flächen  neben  acht  gleich- 
seitigen Dreiecken  zwölf  ungleichkantige  sind.  Die  Archimedeische  Varietät  ist  selbstverständlich  das  regu- 
läre 20-flächige  Stern- 12-Eck.  Die  beiden  polaren  Körper,  deren  archimedeische  Varietät  das  20-eckige 
Stern- 12 -Flach  ist,  sind  nun  leicht  zu  erhalten  und  ist  die  Beschaft'enheit  ihrer  Ecken  sofort  aus  der  vorher- 
gehenden Bezeichnung  abzulesen.     Die  Grenzflächen  sind  symmetrische  bez.  unsymmetrische  Sternfünfecke. 

26)  Das  [6  (4)i  -f  «  (3)i  -f  24  (1  +  1  +  D^yflMhige  24  {ö),-EcJ:  der  18.  Art  hat  seine  Ecken  in 
denen  eines  (H  -f-  8  -(-  24)-flächigen  24-Ecks  erster  Art  (Fig.  6*  Taf  VII).  Auch  hier  giebt  es  eine  Archi- 
medeische Varietät,  bei  der  sämtliche  Dreiecke  gleichkantig  sind.  Das  gleichflächige  veränderliche  Netz  ist 
das  dritte  oben  erwähnte,  das  als  Pentagonikositetraedernetz  höherer  Art  bezeiclinet  werden  könnte.  —  Hier- 
mit sind  die  Polyeder  der  ersten  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse,  so  weit  sie  nicht  erst  später  zur  Sprache 
kommen  sollen,  erledigt. 

145.  Die  ffleicheckigeu  uud  die  gleichflächigeu  Foljeder  der  ersten  Gruppe  der  zweiten  Ordnung 
der  zweiten  Hanptklasse.  Es  war  bereits  bemerkt  worden,  dass  die  Bestimmung  sämtlicher  gleicheckigen 
Polyeder  höherer  Art  und  der  ihnen  polaren  gleichflächigen,  soweit  die  entsprechenden  gleichflächigen  Netze 
nicht  feste  Netze  sind,  ein  l)is  jetzt  ungelöstes  Problem  ist.  Aber  auch  die  Zahl  der  diskontinuierlichen  und 
der  nicht- konvexen  Polyeder  dieser  zweiten  Ordnimg  ist  eine  so  ungeheuer  grosse,  dass  nur  wenige  Typen 
solcher  Polyeder  im  folgenden  angeführt  werden  können.  Im  wesentlichen  sind  nur  diejenigen  Polyeder  berück- 
sichtigt, für  welche  das  gleichflächige  Netz  fest  und    kontinuierlich    ist.     Die   Einteilung   in  Gruppen   erfolgt 


1)  Z.  B.  das  Sechseck  abcdef  der  Figur. 

2)  Einige    weitere    Polyeder    mit    überschlagenen    vierkantigen    Ecken,    deren    äussere    Hülle   ein   (6  -\-  8) -flächiges 
8  ■  3-Eck  (der  an  den  Ecken  abgestumpfte  Würfel)  ist,  beschreibt  Badoureau  a.  a.  0.  S.  117. 

3)  Vergl.  Hess  II  S.  461. 
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wieder  nach  der  Kanteuzahl  und  Beschaffenheit  der  Fläche  dieses  gleichflächigen  Netzes  oder,  was  dasselbe 
sagt,'  nach  der  Zahl  der  Kanten  in  einer  Ecke  des  gleicheckigen  Polyeders.  Die  erste  Gruppe  umfasst  die- 
jenigen Vielflache,  für  welche  die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ein  gleichschenkliges  Dreieck  ist.  Es 
braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  sich  alle  im  weiteren  zunächst  angeführten  Netze  im  zweiten  Haupt- 
netze Fig.  15  Taf.  II  vorfinden. 

27)  Das  [12  {b\  +  12  {I0\y  flächige  12  •  5  {Z\-Eclc  der  3.  Art,  Fig  2  Taf.  IX.  Das  ümhüUungs- 
polyeder  ist  ein  (12  +  2ü)-flächiges  12  ■  5-Eck  (vergl.  Nr.  118).  Die  Ebenen  der  beiderlei  Grenzflächen  sind 
die  zweier  parallelgestellten  konzentrischen  Dodekaeder,  denn  das  Polyeder  entsteht  durch  gerade  Abstumpfung 
der  Ecken  eines  regulären  12-fiächigen  Stern-12-Ecks  mittels  der  Ebenen  eines  Dodekaeders.  Geht  die  Ab- 
stumpfung so  weit,  dass  der  Rest  der  Kante  des  Stem-12-Ecks  gleich  der  Kante  des  Fünfecks  zweiter 
Art  ist,  so  ergiebt  sich  die  Archimedeische  Varietät.')  Die  Ecken  des  polaren  gleichflächigen  Polyeders 
Fig.  30  Taf.  X  sind  die  zweier  konzentrischen,  parallel  gelegenen  Ikosaeder.  Der  innere  gleichflächige  Kern 
ist  ein  Pentakisdodekaeder.-)  Eine  gleichschenklige  Grenzfläche  des  Polyeders  hat  ihre  Spitze  in  einer 
fünfkantigen  Sternecke,  die  im  Modell  unter  einer  zehnkantigen  Ecke  verborgen  liegt.  Die  Fläche  des  gleich- 
flächigen Netzes  ist  das  Dreieck  G^G^G^. 

38)  Bas  [12  (5)j  +  12  {lOy^flächige  60  {^\-Eclc  der  3.  Art,  Fig.  6  Taf.  VIII,  besitzt  die  Ecken  eines 
(12  -f-  20  -f-  30) -flächigen  60-Ecks.  Diese  Varietät  entsteht  durch  gerade  Abstumpfung  der  Ecken  eines 
regulären  12-eckigen  Stern-12-Flachs  mittels  eines  parallelgestellten  Dodekaeders,  wonach  die  Ebenen  der 
Flächen  des  Polyeders  die  zweier  Dodekaeder  sind.  Eine  andi-e  Varietät,  deren  Umhüllimgspolyeder  ein 
(12  -|-  20)-flächiges  20  ■  3-Eck  ist,  erhält  man,  wenn  man  nach  der  Angabe  der  Bemerkung  zu  dem 
unter  27)  angeführten  Polyeder  die  Abstumpfung  der  Ecken  des  12-flächigen  Stern-12-Ecks  so  weit  führt, 
dass  die  Ebenen  des  abstumpfenden  Dodekaeders  innerhalb  jenes  Polyeders  zum  Schnitt  gelangen.  Die  Ecken 
des  polaren  gleichflächigen  Polyeders  sind  die  zweier  konzentrischen,  parallel  gestellten  Ikosaeder.^)  Die 
Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  das  Dreieck  G^G^G^  des  dreifach  überdeckten  Ikosaedernetzes. 

29)  Das  [12  {fb\  -f  12  {lO^Ytläclngc  CO  {?,\-Ech  der  9.  Art,  Fig.  23  Taf.  XII,  dessen  äussere  HüUe 
ein  (12 -f- 20 -|- 30)-flächiges  60-Eck  ist,  ist  die  Kombination  eines  12-eckigen  Stern- 12-Flachs  mit  den 
Ebenen  eines  konzentrischen,  parallel  gestellten  Dodekaeders.  Bei  der  in  Fig.  23  dargestellten  Archimedeischen 
Varietät  werden  die  Fünfecke  erster  Art  von  den  Aussenseiten  der  Ebenen  dieses  Dodekaeders  gebildet,  d.  h. 
sämtliche  Flächen  des  Polyeders  wenden  seinem  Centrum  die  Innenseite  zu.  Wählt  man  diejenige  Varietät 
des  Zehnecks  dritter  Art  Fig.  11  Taf.  I  zur  Grenzfläche,  bei  welcher  je  drei  Doppelpunkte  in  einen  melir- 
fachen  Punkt  zusammenfallen,  und  stellt  dabei  das  von  den  Zellen  mit  den  Koeffizienten  2  imd  3  gebildete 
Fünfeck  die  innere  Zelle  der  Grenzfläche  des  12-eckigen  Stem-12-Flachs  dar,  so  fallen  je  zwei  gegenüber- 
liegende Flächen  des  genannten  Dodekaeders  zusammen,  d.  h.  die  zwölf  Ebenen  gehen  durch  das  Centrum 
des  Polyeders.  Lässt  man  den  Abstand  der  Dodekaederebene  vom  Centrum  negativ  werden,  so  erhält  man 
eine  Varietät,  deren  fünfeckige  Grenzflächen  dem  Centrum  die  „gefärbte"  Seite  zuwenden  und  deren  innerste 
Zelle  also  einen  negativen  Koeffizienten  hat  u.  s.  w.  —  Die  Ecken  des  polaren  gleichflächigen  Polyeders 
Fig.  10  Taf.  X  sind  die  zweier  parallel  und  konzentrisch  gestellten  Ikosaeder.  Die  gleichschenklige  Grenz- 
fläche hat  ihre  Basisecken  in  zwei,  hier  unter  den  fünfkantigen  Ecken  erster  Art  verborgenen,  benachbarten 
zehnkantigen  Ecken  zweiter  Art,  welche  Ecken  des    innem  Ikosaeders    sind,    ihre  Spitze    in    einer  Ecke    des 

1)  Pitsch,  Taf.  II  Fig.  3.  —  Durch  Abstumpfung  der  Ecken  des  r2-flächigen  Stem-l'i-Ecks  mittels  Dodekaederflächen 
bis  zur  Mitte  der  Kanten  des  genannten  regulären  Sternpolyeders  entsteht  das  unter  Sa)  Nr.  147  angeführte  gleicheckige 
Polyeder  mit  vierkantigen  Ecken  Fig.  13  Taf.  IX.  Durch  noch  weitergehende  Abstumpfung  ergiebt  sich  eine  Varietät  des 
nächsten  unter  28)  angeführten  Polyeders. 

2)  Im  folgenden  ist  die  Gestalt  des  inneren  gleichflächigen  Kernes  eines  gleichlläcliigen  Polyeders  meist  nicht  an- 
gegeben, da  sie  sich  aus  der  des  Umhüllungspolyeders  des  gleicheckigen  Viclüaches  direkt  ablesen  lässt. 

3)  Fig.  28  Taf.  X  zeigt  diesen  Körper,  wenn  man  sich  die  rhombischen  Grenzflächen  längs  der  kürzeren,  hier  ver- 
borgenen Diagonalen  geknickt  denkt;  man  hat  sich  also  die  sichtbaren  fünfkantigen  Ecken  etwas  flacher  vorzustellen.  Die 
fünfkantigen  Ecken  zweiter  Art  sind  nicht  sichtbar. 
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äusseren  Ikosaeders.     Die    Kauten  des    imieren  Ikosaeders    sind   also    zugleich    Kanten    des  Vielflaches.     Die 
Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  das  Dreieck  Gj^G^'G^'. 

30)  Das  [12  (5)i  +  20  {<o),J^- flächige  12  •  5  {^\-Eck  der  11.  Art.  Die  äussere  Hülle  der  in  Fig.  7 
Taf.  XI  dargestellten  konvexen  Varietät,  ebenso  wie  der  in  Fig.  2  Taf.  XII  gezeichneten  nicht-konvexen 
Varietät  ist  ein  (12  -\-  20)-fläehiges  12  •  5-Eck.  Nach  den  Flächen  ist  das  Polyeder  die  Kombination  eines 
Dodekaeders  mit  einem  Ikosaeder.  Färbt  man  bei  der  konvexen  Varietät  die  äusseren  Seiten  der  konvexen 
Sechsecke  zweiter  Art,  so  ersieht  man  leicht  nach  der  Fortsetzung  der  Färbung  der  Polyederobei-fläche  auf 
die  Grenzfünfecke,  dass  diese  dem  Centrum  des  Polyeders  ihre  äussere  Seite  zuwenden.  Bei  der  nicht  kon- 
vexen Varietät  Fig.  2  Taf.  XII  sind  die  auf  den  Kanten  des  (12  -j-  20) -flächigen  20  •  3-eckigen  Kernes  auf- 
sitzenden tetraedrischen  ZeUen  negativ.  Die  Ecken  des  gleichflächigen  polaren  Polyeders  Fig.  3  Taf.  X  sind 
die  eines  Ikosaeders  und  Dodekaeders,  wobei  die  Kanten  des  letzteren  die  Basiskauten  der  gleichschenkligen 
Grenzflächen  sind,  deren  Spitzen  in  die  Ikosaederecken  fallen.     Die  Fläche  des  Netzes  ist  öjC/Cj'. 

31)  Das  [12  {o\  -{-  20  (6)^1- fläcJdge  60{3\-Eck  der  7.  Art,  Fig.  9  Taf.  IX,  dessen  äussere  HüUe 
ein  (12  -(-  20  -|-  30)-flächiges  60-Eck  ist,  entsteht  durch  gerade  Abstumpfung  der  Ecken  eines  regulären 
20-flächigen  Stem-12-Ecks  mittels  der  Ebenen  eines  Dodekaeders,  ist  also  die  Kombination  eines  solchen  mit 
einem  Ikosaeder.  Es  ist  die  Archimedeische  Varietät  dargestellt.  Die  Ecken  des  reziproken  Körpers  Fig.  15 
Taf.  XI  sind  danach  die  eines  Dodekaeders  und  eines  konzentrischen  koachsialen  Ikosaeders.'^  Die  Fläche 
des  gleichflächigen  Netzes  ist  G^C^C^. 

32)  Das  [12  {b\  -j-  20  {6%]-flärhicie  60  {3\-Ecl:  der  17.  Art  besitzt  die  Ecken  eines  (12  +  20)- 
flächigen  12  •  5-Ecks.  Nach  seinen  Flächen  ist  es  die  Kombination  der  Ebenen  eines  12-eckigen  Stem-12- 
Flaches  mit  denen  eines  konzentrischen  20-fläcliigen  Stern- 12-Ecks,  deren  gleichvielzählige  Achsen  gleichgerichtet 
sind.  Das  Modell  dieses  Vielflaches  ergiebt  sich  aus  Fig.  19  Taf  XII,  wenn  man  die  längeren  Kanten  der 
Zehnecke  zweiter  Art  hier  verlängert,  wodurch  diese  in  Fünfecke  zweiter  Art  übergehen;  die  Vierecke  dieses 
Polyeders  fallen  dann  weg  und  je  zwei  Sechsecke  zweiter  Art  erhalten  eine  Kante  gemeinsam.  Das  reziproke 
gleichflächige  Polyeder  Fig.  11  Taf.  X  hat  die  fünfkautigen  Ecken  mit  denen  eines  Ikosaeders,  die  sechs- 
kantigen mit  denen  eines  Dodekaeders  gemein.     Die  Fläche  des  Netzes  ist  G^CgCg. 

33)  Das  [20  (3)i  +  12  {l())^]-flächii/r  (iO  (3)^-Eck  der  19.  Art.  Von  diesem  Polyeder,  das  nach  seinen 
Flächen  die  Kombination  eines  Ikosaeders  und  eines  Dodekaeders  ist,  sind  drei  Varietäten  dargestellt.  Die 
äussere  HüUe  der  konvexen  Varietät  Fig.  14  Taf  VIII  ist  ein  (12  +  20  -j-  oO)-flächiges  60-Eck.  Es  erscheint 
das  Vielflach  als  Kombination  eines  12-eckigen  Stern-12-Flachs  mit  den  Ebenen  eines  20-flächigen  Stern-12- 
Ecks,  wobei  diese  die  äusseren  Zellen  jenes  so  weit  reduzieren,  dass  an  den  Ecken  des  inneren  Dodekaeders 
nur  je  di'ei  kleine  tetraeclrische  räumliche  Zellen  verbleiben.  Fs  ist  diejenige  Varietät  gewählt,  bei  deren 
(5  -j-  5)-kantigen  Grenzflächen  (vergl.  Fig.  15  Taf  I)  die  äusseren  Ecken  der  Zellen  mit  dem  Koeffizienten  3 
auf  die  kürzeren  Kanten  des  Vielecks  fallen.  Sämtliche  di-eieckigen  Grenzflächen  des  Polyeders  wenden  dann 
dessen  Centrum  die  äussere  Seite  zu.  —  Fig.  4  Taf.  IX  stellte  eine  Varietät  dar,  deren  äussere  Hülle  die- 
selbe wie  die  der  vorigen  ist.  Die  (5  -j-  5)-kantigen  Grenzflächen  sind  hier  überschlagene  Zehnecke  vierter 
Art,  von  der  Gestalt  Fig.  16  Taf.  I.  Färbt  man  die  Aussenseite  der  dodekaedrischen  Zelle  des  Polyeders, 
so  ist  die  innere  Zelle  eines  solchen  Zehnecks  positiv,  also  jede  di-eieckige  Aussenzelle  auf  derselben  Seite 
der  Fläche  negativ.  Da  ihre  Rückseite,  d.  h.  die  am  Polyeder  sichtbare,  dann  positiv  ist,  so  kehren  auch  die 
dreieckigen  Grenzflächen  dem  Centrum  des  Polyeders  ihre  Iimenscite  zu,  sind  also  aussen  zu  färben,  und  die 
zwanzig  räumlichen  Zellen  an  den  Ecken  des  Dodekaeders  besitzen  den  Koeffizienten  -(-  1-") 


1)  Rückt  man  die  fünfkantigen  Ecken  zweiter  Art  auf  den  fünfziihligen  Achsen  des  Ikosaeders  so  weit  von  dessen 
Centrum  ab,  dass  je  zwei  längs  einer  Basiskante  zusammenstossende  Grenzflächen  des  Köi-pers  in  eine  Ebene  fallen,  also  zu- 
sammen einen  Rhombus  bilden,  so  erhält  man  das  in  Fig.  17  Taf  XI  dargestellte,  unter  57)  in  Nr.  147  besprochene  Polyeder. 

2)  Eine  analoge  Varietät,  wie  diese  aus  dem  inneren  Dodekaeder  durch  Ansetzen  tetraedrischer  Zellen  an  den  Ecken 
zu  erhaltende,  existiert  auch  für  das  Polyeder  9),  wobei  der  innere  Kern  ein  Tetraeder,  und  für  das  Polyeder  11)  wobei  der 
innere  Kern  ein  Hexaeder  ist. 
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Eine  dritte  Varietät  erhält  man,  wenn  die  Kauten  der  fünfeckigen  Grenzflächen  eines  (12  -j-  20)- 
flächigen  5  ■  12-Ecks  (Fig.  25  Taf.  VI)  derart  verlängert  werden,  dass  an  Stelle  dieser  Fünfecke  überschlagene 
(5  -|-  5) -ecke  der  vierten  Art  treten,  von  denen  je  zwei  benachbarte  je  eine  der  kürzeren  Kanten  gemein 
haben.  An  Stelle  der  Sechsecke  treten  dann  gleichseitige  Dreiecke.^)  Die  äussere  Hülle  dieser  Varietät  ist 
im  allgemeinen  ein  (12  -|-  20)-flächiges  20  ■  3-Eck.  Es  lässt  sich  nmi  der  innere  Kern,  das  (12  -|-  20)-flächige 
5  •  12-Eck,  so  wählen,  dass  die  dreieckigen  Grenzflächen  der  äusseren  Hülle  in  einen  Punkt  zusammen- 
schrumpfen, d.  h.  dass  je  drei  Ecken  benachbarter  Zehnecke  des  Polyeders  in  einer  Ecke  der  äusseren  Hülle, 
die  dann  ein  Dodekaeder  ist/  zusammenfallen.  Diese  Varietät  zeigt  Fig.  32  Taf  VH.-)  —  Das  polare  gleich- 
flächige Polyeder,  Fig.  23  Taf  XI,  dessen  dreikantige  Ecken  die  eines  Dodekaeders,  dessen  (5  -\-  5)-kantige 
Ecken  vierter  Art  die  eines  Ikosaeders  sind,  besitzt  zu  Grenzflächen  gleichschenklige  Dreiecke,  deren  Basen. 
die  Kanten  des  genannten  Ikosaeders  sind.  Es  ist  die  Varietät  dargestellt,  bei  der  die  Schenkel  der  Grenz- 
fläche die  Kanten  des  Ikosaeders  schneiden.     Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  C^G.^G^'. 

34)  Das  [20  {S\  +  12  {lO%]-fläcMge  60  (3\-Eck  der  7.  Art,  Fig.  34  Taf  VIII  entsteht  durch  gerade 
Abstumpfung  der  Ecken  eines  20-eckigen  Stern-12-Flachs  durch  ein  Ikosaeder  und  hat  •  als  Umhüllungs- 
polyeder ein  (12  -{-  20  -|-  30)-flächiges  60-Eck.  Die  dreikantigen  Ecken  des  reziproken  gleichflächigeu  Poly- 
eders Fig.  26  Taf.  X  sind  demnach  die  eines  Dodekaeders,  die  zehnkautigen  zweiter  Art  die  eines  Ikosaeders. 
Die  Grenzfläche  hat  die  Basisecken  in  zwei  zehnkantigen  Ecken,  die  Spitze  in  einer  di-eikantigen.  Die  Fläche 
des  gleichflächigen  Netzes  ist  das  sphärische  Dreieck  Cj  G^  G^. 

35)  Das  [20  (3)^  +  12  (lO),]-fläcM(/e  60  (B\-Ech  der  13.  Art,  Fig.  21  Taf  IX,  dessen  Ecken  wie  die 
des  vorigen  liegen,  ist  die  Kombination  eines  20-eckigen  Stern-12-Flachs  und  eines  Ikosaeders.  Es  ist  die 
Archimedeische  Varietät  dargestellt.  Die  zehnkantigen  Ecken  dritter  Art  des  reziproken  Köi-pers  Fig.  4  Taf  X 
sind  die  eines  Ikosaeders,  die  dreikantigen  die  eines  Dodekaeders.  Das  Dreieck  Cj  Gg  G^  des  zweiten  Haupt- 
netzes ist  die  Grenzfläche  des  gleichflächigen  Netzes. 

146.  Die  njleicheeki^en  nnd  die  jjleichflächigen  Polyeder  der  zweiten  Grnppe  der  zweiten  Ordnung 
der  zweiten  Hauptklas.se.  Es  soUeu  in  dieser  Gruppe  die  von  Flächen  dreierlei  Kantenzahl  begi-euzten 
gleicheckigen  Polyeder  dieser  Ordnung,  deren  dreikantige  Ecken  ungleichkantig  sind,  sowie  die  ihnen  polaren 
gleichflächigen,  deren  Grenzfläche  ein  ungleichkantiges  Dreieck  ist,  zusammengestellt  werden.  Die  Eckenzahl 
der  ersteren,  ebenso  die  Flächenzahl  der  letzteren  ist  stets  120.  Die  Ecken  des  gleicheckigen  Polyeders  sind 
immer  die  eines  (12  -\-  20  -\-  30)-flächigen  2  •  60-Ecks,  der  innere  Kern  des  polaren  gleichflächigen  Polyeders 
höherer  Art  ist  das  jenem  Vieleck  reziproke  gleichflächige  Polyeder  erster  Art.  Die  Eckpunkte  der  gleich- 
eckigen Netze,  denen  diese  Polyeder  höherer  Art  ein-  bez.  umljeschrieben  sind,  sind  innerhalb  der  Fläche 
der  festen  gleichflächigen  Netze,  die  im  zweiten  Hauptnetze  enthalten  sind,  beweglich.*) 

36)  Das  [12  (10),  +  20  (6)i -t- 30  (4)i]-/?äc/»V/e  120  {3\-Erk  der  7.  Art,  Fig.  5  Taf  IX,  ist  nach 
seinen  Flächen,  ebenso  wie  die  folgenden  sechs  gleicheckigen  Polyeder  höherer  Art,  die  Kombination  eines 
Dodekaeders,  Ikosaeders  und  Rhombentriakontaeders.  Dieses  Polyeder  entsteht  durch  gerade  Abstumpfung 
der  Ecken  des  unter  57)  im  folgenden  beschriebenen  Polyeders  (Fig.  9  Taf  XI)  durch  die  Ebenen  des  eben- 
genannten Triakontaeders.  Eine  andere  konvexe  Varietät  entsteht  aus  dem  Polyeder  Fig.  27  Taf  VIII 
dadurch,  dass  man  die  Ebenen  der  dreieckigen  Grenzflächen  parallel  mit  sich  selbst  um  gleiclio  Abstände 
nach  dem  Centnim  des  Polyeders  verschiebt.  Die  Ecken  des  polaren  gleichflächigen  Polyeders  Fig.  20 
Taf  XI  sind  die  eines  Ikosaeders,  eines  Dodekaeders  und  eines  (12  -f-  20)-flächigen  30-Ecks.  Dasselbe  gilt, 
dem  vorhergesagten  entsprechend,  für  die  nächsten  sechs  aufgeführten  gleichflächigen  Polyeder.  Die  Grenz- 
flächo  des  gleichflächigen  Netzes  ist  das  Dreieck  G^CgB^. 

1)  Es  lässt  sich  diese  Varietät  aus  dem  Polyeder  Fig.  3  Taf.  XI,  welches  durch  Abschneiden  der  zwei  Zehnecken 
gemeinsamen  Kanten  jener  Varictiit  mittels  vierkantiger  Schnitte  entsteht,  rekonstruieren. 

2)  Die  zehnkantigen  Grenzflächen  sind  solche,  die  aus  Fig.  IG  Taf.  I  dadurch  entstehen,  dass  die  Punkte  n'  mit  den 
Punkten  n  zusammenfallen.  3)  Hess  II  S.  4C4. 
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37)  Das  [12  (10)i  +  20  (6).  +  30  (4),]- flächige  120  (;i\\-Ecl-  der  11.  Art  entsteht  aus  dem  gleich- 
eckigen  Polyeder  30)  der  vorigen  Gruppe  durch  Abschneiden  der  zwei  Sechsecken  zweiter  Ai't  gemeinsamen 
Kanten  durch  Vierecke  d.  h.  durch  Kombination  jenes  Polyeders  mit  einem  Triakontaeder  erster  Art,  wo- 
durch man  leicht  zwei  Varietäten  erhalten  kann.  Das  reziproke  gleichflächige  Polyeder  stellt  Fig.  23  Taf.  X 
dar,  und  die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  G^'Cj^B^. 

38)  Das  [12  (10)3  -f  20  (6),  +  30  {A\yUkhige  120  {i\-Ech  der  13.  Art,  Fig.  5  Taf.  XI  entsteht  aus 
dem  Polyeder  35)  der  vorigen  Gruppe  durch  Abschneiden  der  zwei  Zehnecken  dritter  Ai-t  gemeinsamen 
Kanten  durch  Vierecke.  Es  giebt  eine  Archimedeische  Varietät.^)  Das  polare  gleichflächige  Polyeder  zeigt 
Fig.  22  Taf.  XI.     Die  Fache  des  gleichflächigen  Netzes  ist  das  Dreieck  G^C^B^. 

39)  Das  [12  (lO)^  +  20  (G)^  +  30  {4),]- flächige  120  {S\-Ec]c  der  17.  Art,  Fig.  19  Taf.  XH  entsteht 
aus  dem  Polyeder  32)  der  vorigen  Gruppe  durch  Abschneiden  der  zwei  Sechsecken  zweiter  Art  gemeinsamen 
Kanten  mittels  Vierecke.  Das  reziproke  Polyeder  ist  in  Fig.  13  Taf.  Taf.  XI  dargestellt.  Die  Fläche  des 
gleichflächigen  Netzes  ist  das  Dreieck  G^C^D^ 

40)  Das  [12  (10)^  +  20  (6)1  -f  30  {4:\]-flächige  120  (S\-Eck  der  19.  Art  entsteht  aus  dem  Polyeder  55; 
der  vorigen  Gruppe  durch  Abschneiden  der  zwei  Zehnecken  vierter  Ai't  gemeinsamen  Kanten  durch  Vierecke. 
Die  konvexe  Varietät  Fig.  4  Taf.  XII  entsteht  aus  einer  konvexen  Varietät  jenes  Polyeders.")  Die  Varietät 
Fig.  3  Taf.  XI  entsteht  aus  der  dritten  dort  besprochenen  Varietät.  Das  reziproke  gleichflächige  Polyeder 
zeigt  Fig.  19  Taf.  XI.     Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  GiC^'B^. 

41)  Das  [12  (10)3  -f  20  ((i)»  +  30  {i\]-fl.ächige  120  {^\-Eck  der  23.  Art.  Es  ist  nur  das  polare 
gleichflächige  Polyeder  in  Fig.  21  Taf.  XI  dargestellt.  Die  Grenzfläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  das 
Dreieck  G^C\B^. 

42)  Das  [12  (10)^  +  20  (6)3  +  30  {A\~\-flächige  120  (?,\-Ecl  der  29.  Art,  Fig.  3  Taf.  XII.  Die  vier- 
kantigen Grenzflächen  wenden  dem  Centrum  des  Polyeders  die  Aussenseite  zu.  Die  kürzesten  Kanten  der 
Grenzflächen  des  polaren  gleichflächigen  Polyeders  Fig.  16  Taf.  XI  bilden  ein  Triakontaeder  erster  Art,  dessen 
dreikantige  Ecken  mit  den  sechskantigeu  des  Polyeders  zusammenfallen,  und  dessen  fünfkautige  Ecken  die 
zehnkantigen  des  Polyeders  sind.  —  Die  Grenzfläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  das  Dreieck  G^C\B^,  ein 
Nebendreieck  der  Fläche  G^C^B^  des  zweiten  Hauptuetzes.^) 

43)  Das  [12  {10\  +  12  (10)^  -f  30  (4),]- flächige  120  {3\-Eclc  der  3.  Art,  Fig.  24  Taf.  IX  entsteht 
aus  dem  gleicheckigen  Polyeder  27)  der  vorigen  Gruppe  durch  Abschneiden  der  den  Zehnecken  erster  Art 
gemeinsamen  Kanten  durch  Vierecke,  ist  also  die  Kombination  eines  12-flächigen  Stern-12-Ecks  und  eines 
Dodekaeders  mit  einem  Triakontaeder.  Eine  andre  konvexe  Varietät  erhält  man  aus  dem  Polyeder  Fig.  14  Taf  XU, 
indem  mau  die  Ebenen  der  Fünfecke  zweiter  Art  parallel  mit  sich  selbst  um  gleiche  Abstände  nach  dem 
Mittelpunkt  dieses  Polyeders  verschiebt.  Aus  den  Fünfecken  zweiter  Art  werden  dadurch  Zehnecke  zweiter 
Ai-t,  aus  den  Fünfecken  erster  Art  Zehnecke  derselben  Art.  Die  zehnkantigen  Ecken  zweiter  Art  des  rezi- 
proken Polyeders  Fig.  15  Taf.  X,  die  ebenso  wie  die  zehnkantigen  erster  Art  wie  die  eines  Ikosaeders  liegen, 
sind  durch  die  letzteren  im  Modelle  verdeckt.  Die  vierkantigen  Ecken  sind  natürlich  die  eines  (12  -|-  20)- 
flächigen  30-Ecks  (Triakontagons).     Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  das  Dreieck  G^G^B^. 


1)  Bei  Pitsch  a.  a,  0.  S.  82  unter  Nr.  XIII  beschrieben.     Vergl.  S.  89  ebenda. 

2)  Es  ist  eine  andre  Varietät  der  Zehnecke  vierter  Art  gewählt,  wie  bei  jenem  konvexen  Polyeder  Fig.  14  Taf.  VIII. 
Die  sechskantigen  Grenzflächen  kehren  auch  hit-r  ihre  Aussenseite  dem  Centrum  des  Polyeders  zu. 

3)  Die  sieben  gleicheckigen  Polyeder  36J — 42J  stimmen  darin  überein,  dass  ihre  Grenzflächen  Vierecke,  Sechsecke  und 
Zehnecke  sind,  und  unterscheiden  sich  nur  durch  die  Art  dieser  Grenzflächen.  Fügt  man  zu  ihnen  noch  das  (12  -{-  20  -j-  30)- 
flächige  120-Eck  erster  Art  (vergl.  Nr.  118)  so  sieht  man  leicht,  da  Zchnecke  erster,  zweiter,  dritter,  vierter  Art,  Sechsecke 
erster  und  zweiter  Art  und  Vierecke  erster  Art  zur  Bildung  von  Polyedom  mit  Flächen  dieser  Kantenzahl  verfügbar  sind, 
dass  die  acht  angeführten  Polyeder  alle  Kombinationen  dieser  möglichen  Flächenarten  erschöijfen.  Es  ist  darauf  hingewiesen 
worden  (Hess,  Marb.  Ber.  1872.  Juniheft  S.  91),  dass  die  Werte  für  die  Artzahl  A  dieser  Polyeder  die  Primzahlen  zu  120 
(der  Zahl  der  Ecken)  von  1  bis  30  sind,  und  „es  scheine  hiemach  ein  analoges  allgemeines  Gesetz  im  Räume  zu  dem  bereits 
bei  den  ebenen  gleicheckigen  Polygonen  erkannten  zu  existieren". 
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i4)  Das  [12  (10)j  +  12  (lO),  +  30  {4\]-flckkige  120  {3\-Eck  der  9.  Art,  Fig.  33  Taf.  VII  ist  nach 
seinen  Flächen  die  Kombination  zweier  paraUelgestellten  Dodekaeder  und  eines  Triakontaeders,  wobei  die  1  > 
Zehnecke  erster  Art  des  einen  Dodekaeders  dem  Centrum  des  Polyeders  ihre  Aussenseite  zuwenden.  Es  giebt 
eine  Archimedeische  Varietät.')  Das  reziproke  Polyeder  Fig.  31  Taf.  X  besitzt  die  Ecken  zweier  koachsialer 
Ikosaeder  (die  zehnkantigen  Ecken  dritter  Art  sind  daher  im  Modell  unter  denen  erster  Art  verborgen)  und 
eines  (12  -f-  20)-flächigen  30-Ecks.  Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  G^'G^B^,  das  Nebendreieck  der 
Fläche  des  vorigen  Netzes. 

45)  Das  [12  (10),  +  12  (10),  +  30  (4\]-fläc]iige  120  (3\-Ec]c  der  21.  Art,  Fig.  9  Taf.  XII  ist  nach 
seinen  Flächen  dieselbe  Polyederkombiuation  wie  das  vorige.  Die  Zehnecke  zweiter  Art  kehren  dem  Centrum 
des  Polyeders  die  Aussenseite  zu.^)  Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  das  Dreieck  G^Go'B^,  ein 
Nebendreieek  der  Fläche  des  unter  43)  angeführten  Netzes  höherer  Art. 

46)  Das  [12  (10),  +  12  (10)^  +  30  {■ijj-ßächige  120  {Ji),-Eck  der  27.  Art,  Fig.  10  Taf  XI  kann  als 
Kombination  zweier  paraUelgestellten  12-eckigen  Stern-12-Flache  mit  den  Ebenen  eines  Triakontaeders  auf- 
gefasst  werden.  —  Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  G^G^B^' ,  ebenfalls  ein  Nebendreieck  der  Fläche 
des  unter  43)  angeführten  Netzes. 

47)  Das  [12  (10)^  +  12  (lO)^  +  20  {6\]-flächige  120  (S\-Eck  der  4.  Art,  Fig.  19  Taf  IX.  Die  Zehn- 
ecke erster  imd  dritter  Art  liegen  in  den  Ebenen  zweier  parallelgestellten  Dodekaeder,  die  Sechsecke  in  den 
Ebenen  eines  mit  jenen  koachsialeu  Ikosaeders.  Es  giebt  eine  Archimedeische  Varietät.')  Es  sind  danach 
die  Ecken  des  gleichflächigen  Polyeders  Fig.  25  Taf.  X  die  zweier  Ikosaeder  imd  eines  Dodekaeders.  Die 
Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  das  Dreieck  G^  G«  C^. 

48)  Das  [12  (10)^  +  12  (10),  +  20  (6).^-flächige  120  {3\-Ecl:  der  8.  Art  ist  nach  seinen  Flächen  die 
Kombination  derselben  Polyeder  wie  das  vorige.  In  Fig.  18  Taf  IX  ist  diejenige  Varietät  dargestellt,  bei 
der  die  Ebenen  des  Dodekaeders,  welche  die  Zehnecke  erster  Art  tragen,  sämtlich  durch  den  Mittelpunkt  des 
Polyeders  gehen.  Je  zwei  gegenüberliegende  Zehnecke  erster  Art  liegen  also  in  einer  Ebene,  in  gleichem 
Abstände  zu  zwei  parallelen  Ebenen  zweier  Zehnecke  zweiter  Art,  zusammen  gleichsam  ein  diskontinuier- 
liches 20-Eck  zweiter  Art  bildend.  —  Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  G^' G-^C^,  das  Nebendreieck 
der  Fläche  des  vorigen  Netzes. 

49)  Das  [12  (10),  +  12  (lO),  +  20  (6).^-/läclüge  120  (d\-Eck  der  82.  Art  ist  nicht  im  Modell  dar- 
gestellt. Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  das  Dreieck  GiG^'C^,  ein  Nebendreieck  der  Fläche  des 
unter  47)  angeführten  Netzes  höherer  Art, 

50)  Das  [12  (10),  +  12  (10),  -f-  20  i(]\~\-flächige  120  {^\-Eck  der  16.  Art,  Fig.  6  Taf  XU  ist  nach 
seinen  Flächen  die  Kombination  zweier  Dodekaeder,  bez.  zweier  12-eckiger  Stern- 12  Flache,  mit  den  Ebenen 
eines  Ikosaeders.  Bei  der  dargestellten  Varietät  kehren  die  in  den  Ebenen  dieses  Ikosaeders  liegenden  Sechs- 
ecke dem  Centrum  des  Polyeders  bereits  ihre  Aussenseite  zu.  —  Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes,  G,  G^  C,', 
ist  ein  Nebendreieek  der  Fläche  des  unter  47)  angeführten  Netzes. 

51)  Das  [12  (10),  +  12  (10),  +  20  {Q,)^YtlücMgc  120  {2,)^-Eck  der  10.  Art,  Fig.  34  Taf  VII  ist  nach 
seinen  Flächen  ebenfalls  die  Kombination  zweier  Dodekaeder  mit  einem  Ikosaeder.  Die  Zehnecke  erster  Art 
wenden  dem  Centrum  des  Polyeders  ihre  Aussenseite  zu.  Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  G^  G^C^, 
ein  Nebendreieck  der  Fläche  G^G.^C^  des  Triakisikosaedernetzes. 

52j  Das  [12  (10)^  -f  12  (10)3  +  20  (G),]- flächige  120  {3),-Eck  der  10.  Art,  Fig.  22  Taf.  XII  ist  die 
Kombination  zweier  12-eckiger  Stern-12-Flache  mit  einem  Ikosaeder.  Sämtliche  Grenzflächen  kehren  dem 
Centnrm  des  Polyeders  die  Innenseite  zu.     Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  G^G^C^^. 


1)  Bei  Pitsch  a.  a.  0.  Fig.  6  Taf.  II. 

2)  Es  ist  selbstverständlich,  dass  sich  diese  Bemerkung  in  allen  vorkommenden  Fällen  auf  die  im  Modell  dar- 
gestellte Varietät  bezieht,  und  es  bleibt  unentschieden,  ob  für  das  betr.  Polyeder  Varietäten  existieren,  bei  denen  sämtliche 
Grenzflächen  ihre  Innenseite  dem  Centrum  zuwenden,  was  auf  die  Beschaffenheit  der  Zellen  des  Polyeders,  auf  deren  Koeffi- 
zienten und  die  Art  und  Zahl  der  Doppelpimktc  von  wesentlichem  Einflüsse  ist. 

3)  Pitsch   a  a.  0.  Fig.  5  Taf.  II. 
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53)  Das  [20  (6)^  +  20  (6).^  +  12  (l0\]-flckhige  120  (3)i-EcA-  *>/•  6.  Art  ist  nach  seinen  Flächen  die 
Kombhiationsgestalt  zweier  Ikosaeder  und  eines  Dodekaeders,  wie  das  reziproke  gleiehflächige  Polyeder  Fig.  27 
Taf.  X  nach  seinen  Ecken  die  Kombination  zweier  koachsialen  Dodekaeder  und  eines  Ikosaeders  ist.  Die 
sechskantigen  Ecken  zweiter  Art  dieses  gleichflächigen  Polyeders  liegen  verborgen  unter  den  sechskantigen 
Ecken  erster  Art.     Die  Fläche  des  gleichtiächigen  Netzes  ist  C^  Q  Gg. 

54)  Das  [20  (6)i  +  20  {6%  +  20  (10\]-flächigc  120  (^\-Ec]c  der  IS.  Art,  Fig.  22  Taf.  IX.  Die  Zehn- 
ecke di-itter  Ai-t  liegen  in  den  Ebenen  eines  Dodekaeders,  die  Sechsecke  erster  und  zweiter  Ai-t  in  denen 
zweier,  unter  einander  imd  mit  dem  Dodekaeder,  koachsialen  Ikosaeder,  wobei  die  Sechsecke  erster  Art  dem 
Centriun  des  Polyeders  die  Ausseuseite  zukehren.  Die  Ecken  des  reziproken  gleichflächigen  Polyeders  Fig.  18 
Taf.  XI  sind  die  eines  Ikosaeders  und  zweier  Dodekaeder.  Die  kürzesten  Kanten  der  Grenzflächen,  welche 
je  eine  zehnkantige  Ecke  (eine  Ecke  des  Ikosaeders)  mit  einer  unter  den  sechskantigeu  Ecken  erster  Art 
verborgenen  sechskantigen  Ecke  zweiter  Art  verbinden,  bilden  für  sich  die  Kauten  eines  Rhomben-Tria- 
kontaeders  erster  Art.  —  Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  das  Dreieck  C^'C^G^,  ein  Nebendi-eieck 
der  Fläche  G^C^G^  des  Pentakisdodekaedernetzes. 

55)  Das  [12  (10).  +  20  (6)^  +  20  {(i\lf!ächige  120  {^\-Ech  der  2.  Art  ist  nach  seinen  Flächen  die 
Kombination  eines  Dodekaeders  und  zweier  mit  diesem  und  zu  einander  koachsialen  Ikosaeder.  Es  ergiebt 
sich  das  Modell  dieses  Köi-pers,  wenn  man  in  Fig.  13  Taf.  XII  die  Ebenen  der  dreieckigen  Grenzflächen 
parallel  mit  sich  selbst  um  gleiche  Abstände  nach  dem  Ceutrum  des  Polyeders  verschiebt.  Aus  den  Fünf- 
ecken zweiter  Ali  werden  dadurch  Zehnecke  derselben  Ai't,  die  Dreiecke  werden  zu  Sechsecken  erster  Art, 
von  denen  dann  das  Polyeder  zwei  Gruppen  aufweist.  —  Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  das  Dreieck 
G^C^C^  des  Pentakisdodekaedernetzes,  welches  zweifach  zu  überdecken  ist.') 

147.  Die  gleicheckigeu  und  die  gleiohflächigen  Polyeder  der  dritten  (Jrnppe  der  zweiten  Ordnung 
der  zweiten  Hauptklasse.  Die  gleicheckigen  Polyeder  höherer  Art  mit  vierkantigen  Ecken,  imd  die  gleich- 
flächigen mit  viereckigen  Grenzflächen,  bilden,  wenn  die  gleichflächigen  Symmetrienetze  feste  Netze  sind, 
zwei  Gruppen,  je  naclidem  alle  vier  Kanten  einer  Ecke  des  gleicheckigen  Polyeders  untereinander  gleich  sind, 
oder  die  Ecke  zwei  Paare  unter  sich  gleiche  Kanten  besitzt.  Im  ersten  Falle,  der  hier  zmiächst  zu 
berücksichtigen  ist,  ist  die  Fläche  des  gleichflächigen  Polyeders  ein  Rhombus,  ebenso  die  sphärische  Fläche 
des  gleichflächigen  Netzes.  Nicht  nur  dieses,  sondern  auch  das  zugeordnete  gleicheckige  Symmetrienetz  ist 
ein  festes;  die  hierher  gehörigen  Polyeder  sind  an  \\i\A  für  sich  Ai'chimedeische.  Es  existieren  zwei  solche 
gleichflächige  Rhombentriakontaeder  höherer  Art,  die  nebst  ihren  "polaren  gleicheckigen  Polyedern  im  folgen- 
den beschrieben  sind.") 

56)  Das  [12  (5)i  +  12  (ä\]-fläcMge  30  (4\-Ec]c  der  3.  Art,  Fig.  13  Taf.  IX,  dessen  Ecken  die  eines 
('12  -|-  20)-flächigen  30-Ecks  sind,  ist  die  Kombination  zweier  Dodekaeder  imd  entsteht,  wenn  die  Ecken 
eines  regulären  12-flächigeu  Stern-12-Ecks  dritter  Art  durch  die  Flächen  eines  Dodekaeders  bis  zum  Ver- 
schwinden der  Kanten  abgestumpft  werden.  Die  iimerste  Zelle  mit  dem  Koeffizienten  3  ist  das  Dodekaeder, 
aus  welchem  durch  Verlängerung  seiner  Ebenen  das  reguläre  Stern-12-Eck  hervorgeht.  Die  Ecken  des 
reziproken  Polyeders  Fig.  28  Taf.  X  sind  die  zweier  Ikosaeder;  man  kann  auch  sagen:  Man  erhält  ilie  Ecken 
des  Polyeders,  wenn  man  die  eines  12-eckigen  Steni-12-Flachs  so  mit  den  Ecken  eines  Ikosaeders  kombiniert, 
dass  die  Grenzflächen  durch  die  Kanten  jenes  Polyeders  senki-echt  zu  den  Kantenachseu  gelegt  werden.  Der 
innere  gleichflächige  Kern  ist  das  Rhombentriakontaeder  erster  Art.  Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes 
ist  der  sphärische  Rhombus   G^G.2G^' G^. 

57)  Das  [12  (5)^  +  20  {3\]-flächige  30  {4\-Ec1c  der  7.  Art,  Fig.  9  Taf.  XI,  dessen  Ecken  ebenfalls 
die  eines  (12  -|-  20)-flächigen  30-Ecks  sind,  ist  nach  seinen  Flächen  die  Kombination  eines  Dodekaeders  mit 
einem  Ikosaeder,  und  entsteht,  wenn  die  Ecken  eines  20-flächigen  Stern-12-Ecks  siebenter  Art  durch  die 
Flächen  eines  Dodekaeders  bis  zum  Verschwinden  der  Kanten  abgestumpft  werden.     Die   innerste  Zelle   des 


1)  lies 3  n  fühlt  dieses  Netz  nicht  an. 

2)  Vergl.  Hess,  Über  vier  Archimedeische  Polyeder  höherer  Art.     Kassel  1878. 
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Koeffizienten  7  ist  das  innerste  Ikosaeder  dieses  regulären  Vielflaches.  Die  Ecken  des  reziproken  Körpers 
Fig.  17  Taf.  XI  sind  die  eines  Ikosaeders  und  eines  Dodekaeders;  doch  kann  man  das  Polyeder  direkt  da- 
durch erzeugen,  dass  man  die  Ecken  eines  20-eckigen  Stem-12-Flaches  so  mit  den  Ecken  eines  Ikosaeders 
kombiniert,  dass  die  Grenzflächen  des  entstehenden  Polyeders  dm-ch  die  Kanten  des  Stern- 12-FIaehes  senk- 
recht zu  den  Kanteuachsen  gehen.  Der  innerste  gleichflächige  Kern  ist  auch  hier  das  Rhombentriakontaeder 
erster  Art.     Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  der  sphärische  Rhombus  G^C^GgCg.^) 

148)  Die  gleicheckigeu  uud  die  gleichüächigen  Polyeder  der  vierten  Gruppe  der  zweiten  Ordnung 
der  zweiten  Hanptklasse.  In  dieser  Gruppe  seien,  wie  vorher  erwähnt,  diejenigen  gleicheckigen  Polyeder 
vereinigt,  deren  Ecken  zwei  Paar  unter  sich  gleiche  und  von  den  andern  verschiedene  Kanten  besitzen,  der- 
art, dass  je  zwei  gleiche  Kanten  benachbart  sind.  Die  Fläche  des  polaren  gleichflächigen  Polyeders  ist 
ebenso  wie  die  des  sphärischen  gleichflächigeu  Netzes  ein  symmetrisches  Viereck,  d.  h.  ein  Deltoid.  Die 
Eckpunkte  des  gleicheckigen  Netzes  sind  nur  auf  dem  Synunetriehauptkreise  des  sphärischen  Deltoides 
beweglich.-) 

58)  Das  [12  (5),-  -f-  20  (3)j  -f  30  {4:\]-flächi(/e  60  {4:\-Eck  der  7.  Art,  Fig.  27  Taf.  VLU,  dessen  Um- 
hüllungspolyeder ein  (12  -|-  20)-flächiges  20  ■  3-Eck  ist,  ist  nach  seinen  Flächen  die  Kombination  eines 
Dodekaeders,  Ikosaeders  uud  Triakontaeders.  Für  die  Archimedeische  Varietät  wird  das  Viereck,  welches  im 
allgemeinen  Falle  ein  Rechteck  ist,  zu  einem  Quadrate.  Diese  Archimedeische  Varietät,  welche  leichter  als 
aus  der  in  Fig.  27  dargestellten  Varietät  aus  einer  andern  nicht  gezeichneten  sich  ableiten  lässt,  zeigt  Fig.  15 
Taf.  IX.  Es  tritt  hier  der  eigentümliche  Umstand  ein,  dass  die  Rechtecke  des  allgemeinen  Polyeders  erst 
zu  Quackaten  werden,  wenn  bei  dem  Umhüllimgspolyeder  die  zwanzig  dreieckigen  Grenzflächen  in  Punkte 
zusammenschrumpfen,  so  dass  jenes  zum  Dodekaeder  wird.^)  Li  jeder  Ecke  dieses  Dodekaeders  fallen  dann 
drei  Ecken  des  60-Ecks  siebenter  Art  zusammen  und  auch  jede  in  Fig.  15  sichtbare  Kante  ist  doppelt  zu 
rechnen,  nämlich  als  gemeinsame  Kante  des  Fünfecks  zweiter  Art  und  des  daran  grenzenden  Quadrates  und 
zweitens  als  gemeinsame  Kante  des  durch  sie  gehenden  Dreiecks  und  eines  andern  Quadrates.  Es  bilden 
diese  60  ^  5  ■  12  Kanten  die  Kanten  der  fünf  dem  UmhüUungsdodekaeder  einbeschriebenen  Würfel.*)  — 
Das  polare  gleichflächige  Polyeder  Fig.  7  Taf.  X  ist  nach  seinen  Ecken  die  Kombination  eines  Ikosaeders 
(diese  fünfkantigen  Ecken  sind  im  Modell  nicht  sichtbar:  sie  liegen  auf  den  Achsen  der  von  je  fünf  längeren 
gemeinsamen  Kanten  je  zweier  Grenzflächen  gebildeten  mehrfachen  Pimkte^)  des  Polyeders,  durch  die  je 
zehn  seiner  Ebenen  gehen,  verborgen),  eines  Dodekaeders  (die  dreikantigen  Ecken)  und  eines  Triakontagons. 
Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  das  symmetrische  Viereck  G^B^C^Bi).^) 

50)  Das  [12  (5),  +  12  (ö)^  +  30  (4\]-fläckir,e  60  {4),-Eck  der  3.  Art,  Fig.  14  Taf  XII  hat  die  Ecken 
eines  (12  +  20)-flächigen  12  •  5-Ecks.  Die  Flächen  liegen  in  den  Ebenen  zweier  parallelgestellten  Dodekaeder 
und  in  den  Ebenen  eines  Triakontaeders.  Es  ist  die  Archimedeische  Varietät  dargestellt.  Das  gleichflächige 
Polyeder  Fig.  24  Taf  X,  von  dessen  vierkantiger  Grenzfläche  die  beiden  in  der  Symmetrielinie  liegenden 
Ecken  zwei  verschiedenen  Ikosaedern  augehören,  während  die  andern,  den  vierkantigen  Ecken  des  Polyeders 
angehörenden  Ecken  die  eines  Triakontagons  sind,  hat  zum  iunem  Kern  ein  Pentakisdodekaeder,  dessen  zwölf 


1)  Wir  kommen  auf  diese  Triakontaeder  höherer  Art  in  Nr.  löG  kurz  zurück. 

2)  Über  die  Netze  vergl.  Hess  H  S.  4G6.  3)  Vergl.  Pitsch  a.  a.  0.  S.  79. 

4)  Eine  andre  Auffassung  der  Fig.  15  Taf.  IX  kommt  in  Nr.  150  zur  Sprache. 

5)  Diese  im  Modell  deutlich  sichtbaren  Punkte  sind  also  keine  Ecken  des  Polyeders;  sie  liegen  wie  die  Ecken  eines 
Ikosaeders. 

e)  Den  eben  erwähnten  mohri'acheu  Punkten,  die  die  Ecken  eines  Ikosaeders  bilden,  entsprechen  auf  dieser  Grenz- 
fläche die  Punkte  G,  und  G,.  —  Der  Bogen  G,  Q  des  Symmetriehauptkreises  der  Fläche  teilt  diese  in  zwei  symmetrische 
ungleichkantige  Dreiecke,  von  denen  .jedes  eine  Fläche  des  unter  30)  angeführton  gleichflächigen  Netzes  höherer  Art  ist.  Die 
Grenzflächen  einer  grossen  Zahl  von  gleichflächigen  Netzen,  die  in  Nr.  14G  angeführt  sind,  lassen  sich  in  entsprechender 
Weise  aus  den  symmetrisch-viereckigen  Flächen  der  im  folgenden  benannten  Netze  ableiten,  wie  auch  die  entsprechenden 
Polyeder  beider  Gruppen  sich  teilweise  leicht  auseinander  konstruieren  lassen.  In  Nr.  146  ist  an  mehreren  Stellen  davon 
Gebrauch  gemacht  worden,  weshalb  von  weitei'en  Hinweisen  abgesehen  wird. 
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sechskantige  Ecken  die  am  Modell  deutlich  sichtbaren  mehrfachen  Pimkte   sind.     Dieselben   entsprechen   den 
Punkten  C„  und  C^  auf  den  Kanten  der  Fläche  G^B^G^B.^  des  sphärischen  gleichflächigen  Netzes. 

60)  Das  [12  (5)i  +  12  (p%  +  20  (ß\y  flächige  60  {^\-Ed:  der  8.  Art,  Fig.  1  Taf  IX.  Das  Um- 
hüllungspolyeder  ist  ein  (12  -}-  20  -(-  30Vflächiges  ßO-Eck.  Die  sechskantigen  Grenzflächen  liegen  in  den 
Ebenen  eines  Ikosaeders.  Von  den  beiden  Dodekaedern,  deren  Ebenen  die  Fünfecke  beiderlei  Art  enthalten, 
ist  das  eine  in  der  dargestellten  Varietät  in  einen  Punkt  ausgeartet,  d.  h.  sämtliche  Ebenen  der  Fünfecke 
erster    Art    gehen    hier    durch    das    Centrum    des    Polyeders.^)      Die    Fläche    des    gleichflächigen    Netzes    ist 

"i  Q  ^6  ^10- 

61)  Das  [12  (ö\  +  20  (3X  +  12  (10%]- flächige  60  {i\-Ec]c  der  4.  Art,  Fig.  15  Taf.  XU.  Für  die 
dargestellte  Archimedeische  Varietät  ist  die  äussere  Hülle  ein  (12  -f-  20)-flächiges  20  •  3-Eck.  Nach  den 
Grenzflächen  ist  das  Polyeder,  wie  die  drei  folgenden  gleicheckigen  höherer  Art,  die  Kombination  zweier 
Dodekaeder  und  eines  Ikosaeders.  Das  gleichflächige  Polyeder,  Fig.  6  Taf.  X,  lässt  das  Vorhandensein  der 
zehnkantigen  Ecken  ch-itter  Art,  die  unter  den  fünfkantigen  verborgen  sind,  nur  durch  die  Enden  der  von 
jenen  ausgehenden,  nach  den  abweclisebiden  benachbarten  drei-  und  fünfkantigen  Ecken  führenden  Kanten 
erkennen.     Die  Fläche  des  gleichflächigeu  Netzes  ist  GyG.2C^G^. 

62)  Das  [12  {ö\  +  20  {3\  -f-  12  (lO)J-flü(hige  60  (4:\-Eck  der  10.  Art.  Fig.  14  Taf  IX  mit  dem- 
selben UmhüUungspolyeder  wie  das  vorige,  wendet  die  Aussenseiten  seiner  Fünfecke  erster  Art  dem  Centnuu 
zu.     Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  (xj  G^'  G,'  G^. 

63)  Das  [12  (ö)^  +  20  (3)j  -f  12  (10)3]-/?flc/(/«7e  60  {4\-Ecl-  der  10.  Art  ist  in  Fig.  18  Taf.  XU  in 
seiner  Archimedeischen  Varietät  dargestellt,  deren  Ecken  die  eines  (12  +  20)-flächigen  12  •  5-Ecks  sind.  Es 
lässt  sich,  wie  das  Polyeder  52)  der  zweiten  Gruppe  dieser  Ordnung,  auch  als  Kombination  zweier 
12-eckigen  Stem-12-Flache  mit  einem  Ikosaeder  auffassen.  Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  das 
V  iereck  G^  G^  C'j^  G^. 

64)  Das  [12  (5).  +  20  (3)i  +  12  (10);]- flächige  60  {A\-Eck  der  16.  A)i,  Fig.  2  Taf.  XI  hat  dasselbe 
Hüllpolyeder  wie  das  vorige.  Im  übrigen  gilt  für  die  Lage  der  Ebenen  der  Grenzflächen  das  bei  dem 
Polyeder  50)  bemerkte.     Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  G^G^CJ G-^. 

65)  Das  [12  (5),  +  20  (3)i  +  20  (6\]-flächige  60  (4)i-£fZ;  der  2.  Art,  Fig.  13  Taf  XII.  Die  äussere 
Hülle  der  dargestellten  Archimedeischen  Varietät  ist  ein  (12  -f-  20  -j-  30)-flächiges  60-Eck;  der  innere  Kern, 
ein  (12  -|-  20j-fläcliiges  5  •  12-Eck,  hat  zu  fünfeckigen  Grenzflächen  die  inneren  Zellen  der  Fünfecke  zweiter 
Art,  welche  Flächen  des  Polyeders  sind.  Ausser  diesem  Kerne  besitzt  das  Polyeder  nur  Zellen  des  Koeffizienten 
-f-  1,  die  auf  den  Sechsecken  jenes  Kernes  aufsitzenden  abgestumpften  dreiseitigen  Pyramiden,  deren  obere 
Deckflächen  die  dreieckigen  Grenzflächen  des  Polyeders  sind.  Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  das 
Viereck  G^C\C,C^. 

66)  Das  [12  (5)i  +  20  (3)i  +  20  (6)Ji-flächige  60  {4),-EcJ:  der  6.  Art.  In  Fig.  19  Taf  X  ist  das 
gleichflächige  reziproke  Polyeder  dargestellt.  Die  Ecken  an  der  Symmetrielinie  der  viereckigen  Grenzfläche 
sind  die  eines  Dodekaeders  (die  dreikantigen  Ecken)  und  eines  Ikosaeders  (die  fünfkantigen  Ecken).  Die 
sechskantisen  Ecken  zweiter  Art,  hier  verdeckt  durch  die  dreikantigen,  sind  die  Ecken  eines  zweiten  mit 
jenem  koachsialen  Dodekaeders.     Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  das  sphärische  Viereck  G^C^CgC^. 

Es  existieren  mm  noch  zahlreiche  gleicheckige  Polyeder  dieser  Ordnung  mit  nicht-konvexen  vier- 
kantigen Ecken,  und  gleichflächige,  deren  Grenzflächen  nicht  -  konvexe  Vierecke  sind.  Viele  von  diesen 
Polyedern  erweisen  sich  als  einseitig.  Es  seien  nur  einige  T^-pen  gleicheckiger  Polyeder  mit  vierkantigen 
überschlageneu  Ecken  direkt  aus  ihrem  Umhüllungspolyeder  konstruiert.  Fügt  man  zu  den  zwanzig  Drei- 
ecken eines  Triakontagons  die  sechs  von  deren  Kanten  gebildeten  Zehnecke  erster  Art,  die  sich  im  Mittel- 
punkte des  Vielflaches  schneiden,  so  ergiebt  sich  das  in  Fig.  35  Taf.  VH  dargestellte  Polyeder  mit  dreissig 
Ecken  der  angezeigten  Art.    Setzt  man  die  fünfkantigen  Grenzflächen  desselben  Vielflaches  erster  Art  mit  den 


1)  Vergl.  das  Polyeder  Fig.  18  Taf.  IX  und  das  unter  48)  darüber  Gesagte. 
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genannten  dureh  den  Mittelpunkt  gehenden  sechs  Zehnecken  erster  Art  zusammen,  so  ergiebt  sich  ein  Polyeder, 
das  sich  im  äusseren  Aussehen  nur  dadurch  von  dem  vorigen  unterscheidet,  dass  an  Stelle  der  fünfkantigen 
trichterförmigen,  bis  zum  Mittelpunkt  reichenden  Höhlangen  dreikantige  treten.  Diese  beiden  Polyeder  sind 
einseitige.  Ein  andres,  ebenfalls  einseitiges  Polyeder  zeigt  Fig.  1  Taf.  XII.  Die  übersehlagenen  vierkantigen 
Ecken  sind  wieder  die  eines  Triakontagons.  Die  Grenzflächen  sind  die  zwölf,  in  die  Fünfecke  erster  Ali  jenes 
einschreibbaren  Fünfecke  zweiter  Art,  imd  zehn  durch  den  Mittelpunkt  des  Polyeders  gehende  Sechsecke  erster  Art. 
—  Die  sechzig  übersehlagenen  vierkantigen  Ecken  des  in  Fig.  5  Taf.  XII  dargestellten  ein.seitigen  Polyeders 
sind  die  eines  (12  -j-  20  -(-  30)-flächigen  60-Ecks.  Von  den  Flächen  des  Umhüllungspolyeders  sind  die 
dreissig  Vierecke  erhalten;  ausserdem  besitzt  das  Polyeder  noch  zwölf  Zehnecke  erster  Art  zu  Grenzflächen. 
Kombiniert  man  aber  diese  Zehnecke  mit  den  Vierecken  imd  Dreiecken  der  Oberfläche  des  UmhüUimgs- 
polyeders,  so  entsteht  ein  zweiseitiges  Vielflach  mit  übersehlagenen  vierkantigen  Ecken.*) 

149.  Die  jijleicheckigeu  und  die  gleichflächigeii  Polyeder  der  fünfteu  (ilriippe  der  zweiten  Ordimng 
der  zweiten  Haiiptklasse.  Es  sollen  in  dieser  Gruppe  die  gleicheckigen  Polyeder  mit  fünfkantigeu  Ecken 
erster  oder  zweiter  Art  und  die  ihnen  polaren  gleichflächigen,  deren  Grenzflächen  Fünfecke  erster  oder 
zweiter  Art  sind,  vereinigt  werden,  wobei  hier  nur  die  konvexen,  kontinuierlichen  Gebilde  berücksichtigt 
werden.  Geht  man  von  den  gleichflächigen  Netzen  aus,  so  sind  deren  zwei  Klassen  zu  unterscheiden,  nämlich 
feste  Netze  (mit  direkt-symmetrischen  Kanten)  und  veränderliche  Netze.  Feste  Netze  sind  sechs  anzuführen-), 
deren  Grenzflächen  symmetrische  Fünfecke  erster  oder  zweiter  Art  sind.  Die  Eckpimkte  der  gleicheckigen  Netze, 
denen  die  zugehörigen  Polyeder  ein-  und  umbeschrieben  sind,  sind  auf  den  Symmetriehauptkreisbogen  der 
symmetrischen  Fünfecke  jener  Netze  beweglich.  Die  betr.  Polyeder,  von  denen  nur  ein  geringer  Teil  im 
Modell  dargestellt  wurde,  sind  die  folgenden. 

67)  Das  [12  {b\  +  80  (4)i  +  20  (6).,\-fJäcJilfjc  60  (d\- Eric  der  2.  Art,  Fig.  32  Taf.  VIII  ist  nach 
seinen  Flächen  die  Kombination  eines  Dodekaeders,  Rhombentriakontaeders  imd  Ikosaeders;  die  äussere  HüUe 
ist  ein  (12  +  20) -flächiges  5  12-Eck.  Das  polare  gleichflächige  Polyeder,  Fig.  29  Taf.  X  besitzt  dem- 
entsprechend die  Ecken  eines  Ikosaeders,  Triakontagons  und  Dodekaeders,  und  das  innere  gleichflächige 
Polyeder  erster  Art  ist  ein  Pentakisdodekaeder,  dessen  sechskantige  Ecken  die  gleichvielkantigen  zweiter  Art  des 
Polyeders  und  dessen  fünfkantige  Ecken  die  ebensovielkantigen  zweiter  Art  des  Polyeders  sind.  Von  den  fünf 
Kanten  einer  Grenzfläche  sind  vier  ihrer  ganzen  Erstreckimg  nach  im  Modell  sichtbar,  die  letzte,  zwei  be- 
nachbarte sechskantige  Ecken  verbindende,  ist  die  verborgene  Kante  jenes  Dodekaeders,  aus  dem  durch 
Aufsetzen  niedriger  fünfseitiger  Pyramiden  das  erwähnte  Pentakisdodekaeder  zu  konstruieren  ist.  Die  Gestalt 
der  Fläche  liest  man  übrigens  leicht  aus  der  des  Netzes  G^Bj^C^C^B^  ab,  das  im  zweiten  Hauptnetz  ent- 
halten ist. 

68)  Das  [12  (5),  +  20  (6),, -f  12  i,lO\]- flächige  GO  (b\-EcJc  der  5.  Art,  Fig.  25  Taf  Vlll,  des.sen 
äussere  Hülle  ein  (12  -f-  20  -(-  30)-flächiges  60-Eck  ist,  erscheint  nach  seinen  Flächen  als  Kombination  zweier 
Dodekaeder  und  eines  Ikosaeders.  Das  reziproke  gleichflächige  Polyeder,  Fig.  22  Taf  X  besitzt  die  Ecken 
zweier  Ikosaeder  (von  denen  das  eine,  dessen  Ecken  die  fünfkantigen  Ecken  zweiter  Art  des  Polyeders  sind,  ver- 
boi'gen  liegt)  und  eines  Dodekaeders  (die  sechskantigen  Ecken  zweiter  Art  des  Polyeders).  Die  Gestalt  der 
Grenzfläche  des  Modells  findet  man  leicht  bei  Beachtung  der  Fläche  G^C^G^G^C^  des  gleichflächigen  Netzes. 

69)  Das  1 12  (p),  +  12  (10),  -f  30  (4),  |-/Mr/,,y/c  GO  (J^),-Eck  der  6.  Art,  Fig.  8  Taf  XI  hat  zum  Um- 
hüllungspolyeder ebenfalls  ein  (12  -(-  20  -(-  30)-flächiges  GO-Eck,  und  ist  nach  seinen  Flächen  die  Kombination 
zweier  Dodekaeder  (an  Stelle  des  einen  kann  man  auch  das  12-eckige  Stern-12-Eck  setzen)  und  eines  Tria- 
kontaeders.     Die   Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  G^Br^G^G^By. 


1)  Badoureau  giebt  noch  eine  grosse  Anzahl  von  Violflachon  mit  solchen  Ecken  an  (a.  a.  0.  S.  128,  13.S,  l.'i4, 
154  ff.),  ohne  zu  entscheiden,  ob  ea  Möbiussche  Polyeder  sind  oder  nicht.  —  Die  zu  den  angeführten  reziproken  Vielflache 
sind,  wenn  gewisse  Grenzflächen  joner  sich  im  Ccntrnm  des  Polyeders  schneiden,  nur  konstruierbar,  nachdem  mau  an  Stelle 
der  beschriebenen  Polyeder  colliuear  verwandte  gesetzt  hat,  damit  die  polaren  das  Unendlichweite  nicht  enthalten.  (Wie 
dies  In  einem  entsprechenden  Falle  in  Nr.  67  geschah.)  2)  Hess  II  a.  a,  0.  S.  4G8. 
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202  F-   r*i6  besonderen  Vielflache  höherer  Art. 

70)  Das  [12  (5)i  +  20  (6\  +  12  (10)J-/?äc7i//7e  60  {b\-Eck  der  7.  Art  ist  ebenso  wie  die  beiden 
folgenden  nicht  dargestellt.  Die  Polyeder,  deren  Kombination  nach  den  Flächen  es  ist,  lassen  sich  aus  der 
Zahl  der  Grenzflächen  verschiedener  Kantenzahl  leicht  ablesen.  Von  diesem  und  dem  nächsten  giebt  es  eine 
Archimedeische  Varietät.     Die  Fläche  des  gleichflächigen  Netzes  ist  das  Sternfünfeck  GgCgGjGjC,. 

71)  Bas  [12  (5)i  +  30  {A\  +  20  {C,\y  flächige  60  {o),^-Ec]c  der  16.  Art.  Die  Fläche  des  gleich- 
flächigen Netzes  ist  hier  das  Sternfiinfeck  G^ B^C^C^B^. 

72)  Bus  [20  (3)i  +  12  (10)^  +  20  {6\]- flächige  60  (pX-EcJ.-  der  17.  Art.  Das  gleichflächige  Netz  hat 
als  Fläche  das  Stemfünfeck  C\G-^C^C^G^. 

Dem  einzigen  veränderlichen  gleichflächigen  Netze  erster  Ali  der  zweiten  Ordnung  der  zweiten 
"Hauptklasse,  dem  Peutagonhexekontaedemetz,  dessen  zugeordnetes  gleicheckiges  Netz  die  gjroidische  Hemigonie 
des  vollzähligen  Netzes  ist,  dem  sich  das  (12  -(-  20  -(-  30)-flächige  2  ■  60-Eck  einschreiben  lässt^),  können 
fünf  gleichflächige  veränderliche  Netze  höherer  Ai-t  zugefügt  werden,  deren  Grenzflächen  Fünfecke  erster 
(zwei  Netze),  bez.  zweiter  Art  sind  (drei  Netze).  Sie  können  entweder  direkt  bestimmt  werden,  indem  man 
die  Endpunkte  der  charakteristischen  Achsen  mit  den  Eckpunkten  des  gleicheckigen  Netzes,  dem  das 
(12  -f-  20  +  60)-flächige  ßO-Eck  einbeschriebeu  ist,  verbindet  oder  sie  sind  aus  den  gleicheckigen  Netzen 
höherer  Art  abzuleiten,  welche  man  erhält,  wenn  man  die  vollständige,  durch  das  ebengenannte  gleicheckige 
Netz  erster  Art  gebildete  Figur  untersucht.  Von  den  sämtlichen,  den  fünf  konvexen  gleicheckigen  Netzen 
höherer  Ai-t  einschreibbaren  gleicheckigen  Polyedern  giebt  es  Archimedeische  Varietäten.^) 

150.  Die  gleicheckigen  nud  die  gleichflächigeu  Polyeder  der  sechsten  Gruppe  der  zweiten  Ordnung 
der  zweiten  Hauptklasse.  Der  letzten  Gruppe  aus  der  zweiten  Ordnung  dieser  Hauptklasse  ist  niu-  ein  ein- 
ziges gleicheckiges  Polyeder  zuzuweisen,  dessen  Ecken  sechskantige  erster  Art  sind.     Es  ist 

73)  das  [12  (5).,  +  20  (ß\]-flächige  20  {ß\-Eck  der  2.  Art,  Fig.  15  Taf.  IX.  Dieses  Polyeder,  nach 
seinen  Flächen  die  Kombination  eines  Dodekaeders  und  Ikosaeders,  besitzt  die  Ecken  des  Dodekaeders  und 
ist  an  und  für  sich  ein  Archimedeisches'),  von  regulären  Vielecken  begrenztes.  Der  innere  Kern  ist  das 
(12  +  20)-flächige  5  •  12-Eck.  Das  reziproke  gleichflächige  Polyeder  Fig.  2  Taf  VHI  besitzt  zu  Grenzflächen 
gleichkantige  Sechsecke  mit  abwechselnd  gleichen  Winkebi.  Der  innere  gleichflächige  Kern  ist  das  Ikosaeder; 
nach  den  Ecken  ist  das  Polyeder  die  Kombination  von  Ikosaeder  und  Dodekaeder.  Die  Fläche  des  gleich- 
flächigen  Netzes  ist  das  Sechseck  G^C.^G^C^G.^Cy 

Damit  sind  auch  die  festen  gleichflächigen  Netze  der  zweiten  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse  mit 
direkt-symmetrischen  Kanten  erledigt.  Die  festen  gleichflächigen  Netze  mit  nur  teilweise  dii-ekt-symmetrischen 
Kanten,  so  weit  sie  kontinuierlich  und  konvex  sind,  sind  zugleich  gleicheckig.*)  Die  zugeordneten  Symmetrie- 
netze sind  ebenfalls  zugleich  gleicheckige  und  gleichflächige,  von  Neunecken  und  Zwölfecken  höherer  Art 
gebildete.  Die  allen  diesen  Netzen  zugehörigen  konvexen  Polyeder  soUen  später  direkt  nach  der  früher 
skizzierten  Methode  aus  ihren  gleichflächigen  Kernen  konstruiert  werden,  nachdem  im  folgenden  die  geschicht- 
lichen Bemerkungen  zu  Ende  geführt  sind. 

151.  Geschichtliche  Bemerkungen  (Badoureau,  Pitsch,  Hess).  Die  Lehre  von  den  gleicheckigen  und 
den  gleichflächigen  Polyedern,  eingeschlossen  deren  Archimedeische  Varietäten,  gehört  der  neuesten  Zeit  an,  und  ist 
unabhängig  von  einander  von  den  drei  in  der  Uberschi-ift  genannten  Autoren  in  Angriff  genonunen  worden,  wobei 
bemerkt  werden  muss,  dass  dem  Zeitpunkt  der  Veröffentlichung  nach,  ebenso  wie  in  der  Allgemeinheit  der  Auffassung, 
Hess  die  Priorität  gebührt,  wenngleich  in  seiner  ersten  Schrift  vom  Jahre  1872  nur  wenige  Beispiele  zu  der  auf- 
gestellten Theorie  hinzugefügt  sind. 


1)  Ihm  selbst  ist  das  (12  -f  20  -\-  fiO)-flächige  60-Eck  [25  in  Nr.  118]  einbeschrieben. 

2)  Die  Modelle  dieser  Polyeder  sind  nicht  von  uns  dargestellt,  weshalb  von  der  Einzelanführung  im  Text  Abstand 
genommen  wurde.     Ülier  die  betr.  Netze  vergl.  Hes.s  IT  S.  474  ff. 

?,)  Danach  existieren,  abgesehen  von  den  Prismen  und  Antiprismen,  siebenundzwanzig  Archimedeische  Varietäten 
gleicheckiger  Polyeder  oder  halbreguUirer  Stempolyeder,  von  denen  fünf  der  ersten  Ordnung,  die  übrigen  zweiundzwanzig 
der  zweiten  Ordnung  der  zweiten  Hauptklassc  angehören.  4)  Hess  II  a.  a.  0.  S.  467 — 473. 
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Es  ist  gelegentlich  bemerkt  worden,  wie  nahe  bereits  Kepler  der  Entdeckung  halbreguläi'er  Stempolyeder  ge- 
wesen sei '),  indem  er  die  achteckigen  Grenzflächen  dritter  Ai-t  des  [8  (3)^  -\-  6  (8)g]-flächigen  8  •  3  (3)j-Ecks  der  siebenten  Art 
(vergl.  11)  in  Nr.  141)  und  die  zehneckigeu  Grenzflächen  dritter  Art  des  [12  (5)i  +  12  (10)3]- flächigen  60 -(3)1- Ecks 
der  neunten  Art  (vergl.  ~^9)  in  Nr.  145)  in  der  zur  Erzeugung  dieser  Vielflache  dienlichen  Anordnung  aneinanderfügt, 
ohne  zu  beobachten,  dass  sich  im  ersten  Falle  das  Gebilde  durch  Dreiecke,  im  zweiten  Falle  durch  Fünfecke  zum 
geschlossenen  Polyeder  ergänzen  lässt.")  Er  beschreibt  beide  als  „halbgeschlossene"  Köi-per,  deren  Ecken  keine  Viel- 
kante, sondern  gleichsam  ,,Ohren"  seien  (non  angulatae,  sed  auriculatae  figurae).  Wir  wenden  uns  nun  nach  Er- 
wähnung dieser  immerhin  nicht  uninteressanten  Stelle  bei  Kepler  zur  Besprechung  der  vorher  angezeigten  Arbeiten, 
zunächst  der  von  Badoureau  und  Pitsch.  Badoureau  behandelt  in  der  schon  wiederholt  zitierten  Schrift  vom 
Jahre  1878  nur  die  Archimedeischen  gleicheckigen  Polyeder  höherer  Art,  aber  durchaus  nicht  vollständig.  Die  Ab- 
leitung erfolgt  auf  Grund  des  Satzes,  dass  jedes  „polyedre  isoscele  etoUe"  seine  Ecken  mit  denen  eines  der  ersten 
Art  gemein  habe,  diu-ch  Einzeichnung  von  Sternvielecken  in  die  Grenzflächen  dieser  letzteren  und  Verbindung  der 
Kanten  durch  weitere  Vielecke,  bez.  dm-ch  Zusammenfassen  der  in  einerlei  Ebene  liegenden  Ecken  des  Vielflaches 
erster  Art  zu  Vielecken  erster  und  höherer  Art  mid  Schliessung  des  Gebildes  dmxh  weitere  Flächen,  wobei  die  ent- 
stehenden Ecken  häufig  auch  überschlagen  sind.  Obgleich  er  im  ersten  Teile  seiner  Sclu-ift  nur  die  Ai-chimedeischen 
Varietäten  der  gleicheckigen  Polyeder  erster  Art  abgeleitet  hat,  bemerkt  er  nun  ausdrücklich^),  dass  zur  Konstruktion 
der  Sternpolyeder  auch  solche  gleicheckige  (isosceles)  erster  Art  gebraucht  werden  können,  welche  dieselben 
Symmetrieachsen  wie  die  früher  besprochenen  (Archimedeischen)  besitzen,  bei  denen  aber  nur  die  zu  einer  Symmetrie- 
achse senkrechten  Flächen,  deren  Kanteuzahl  mit  der  Zähligkeit  der  Synmietrieachse  übereinstimmt,  regulär  sind.  Er 
erhält  durch  seine  Methode  der  Konstruktion  einen  Teil  der  (konvexen)  Archimedeischen  Varietäten  der  gleicheckigen 
Polyeder  höhei-er  Art  und  eine  gi'osse  Zahl  nicht  konvexer,  unter  denen  sich,  wie  schon  bemerkt,  auch  Möbiussche 
Vielflache  nachweisen  lassen.  Zum  Schlüsse*)  beschreibt  er  eine  Reihe  von  Figuren,  als  „assemblages  isosceles 
etoiles"  bezeichnet,  die  als  Grenziälle  von  Sternpolyedern  gelten  sollen,  wie  die  in  Nr.  122  besprochenen  Teilungen 
der  Ebene  in  Polygone  mehrerlei  Kantenzahl  in  der  That  als  Grenziälle  der  gleicheckigen  (Archimedeischen)  Polyeder 
erster  Art  zu  betrachten  waren.  Diese  Figm-en  sind  aber  wertlos,  da  nicht,  wie  es  sein  mttsste,  die  gesamte  Ebene 
durch  sie  lückenlos  und  mehrfach  überdeckt   wu-d. 

In  der  Abhandlung  von  Pitsch,  deren  Erscheinen  (I88I)  das  sämtlicher  Arbeiten  von  Hess,  mit  Aus- 
nahme des  Buches  über  Kugelteilung  aber  vorangeht,  handelt  es  sich  ausgesprochenermassen  nur  um  die  Ableitung 
der  halbregulären  (gleicheckigen)  Sternpolyeder,  denn  von  den  polar  zugeordneten  gleichflächigen  sind  nm-  die  beiden 
Triakontaeder  höherer  jVrt  berücksichtigt,  deren  ausfühi-liche  Beschreibung  Hess  bereits  1878  gegeben  hatte.  Nach- 
dem J.  Pitsch  gezeigt  hat,  welche  Vielflache  durch  Kombination  zweier  polar  zugeordneter  reguläi-er  Polyeder  erster 
Art  entstehen,  welche  die  die  Kanten  berührende  Kugel  gemein  haben,  führt  er  dieselbe  Konstruktion  an  den  polar 
zugeordneten  regulären  Polyedern  höherer  Art  aus  und  erhält  durch  Kombination  des  20-flächigen  Stem-12-Ecks  mit 
dem  20-eckigen  Stem-12-Flach  das  [20  (3)^  -|-  12  (5).,]-flächige  oO-Eck  der  siebenten  Art,  und  durch  Kombination  des 
12-flächigen  Stern-12-Ecks  mit  dem  12-eckigen  Stern-12-Flach  das  [12  (5)i  +  12  (5)„]-fläehige  60-Eck  der  dritten  Art. 
Hier  werden  nun  auch  die  polaren  Körper,  welche  an  und  für  sich  Archimedeische  sind,  angeführt.  Die  Konstruktion 
aller  übrigen  halbregulären  Stempolyeder  gi-ündet  sich  auf  den  Satz^):  „Fasst  man  die  Ecken  irgend  eines  halb- 
regulären Sternpolyeders  zu  einem  konvexen  Polyeder  zusammen,  so  bekommt  man  immer  ein  Ai-chimedeisches 
Polyeder^),  bei  welchem  jedoch  die  regulären  Begrenzungspolygone  von  gerader  Seitenanzahl  durch  symmetrische 
Polygone  derselben  Seitenanzahl  ersetzt  sein  können."')  Um  also  die  Archimedeischen  Sternkörper  in  ähnlicher  Weise 
aus  den  Archimedeischen  Polyedern  herzuleiten,  wie  die  regulären  Sternpolyeder  aus  den  Platonischen,  ist  es  nötig 
„die  einerlei  Kantenzahl  besitzenden  (irenzflächen  der  Archimedeischen  Polyeder  (erster  Art),  ohne  ihren  Zu.sammenhaug 
mit  den  übrigen  Flächen  zu  ändern,  parallel  mit  sich  selbst  zu  verschieben,  während  man  sie  gleichzeitig  so  ver- 
grössert  oder  verkleinert,  dass  ihi-e  Eckpunkte  immer  auf  der  dem  Polyeder  umbeschriebenen  Kugel  bleiben  und  die 
Polygone  sich  selbst  jederzeit  geometrisch  ähnlich  sind".*)  Übrigens  bemerkt  der  Verfasser  der  Abhandlung  mit  Recht, 
dass  das  umgekehrte  Verfahren,  erst  aus  den  Archimedeischen  Polyedern  überhaupt  Sternpolyeder  abzuleiten  und 
dann  deren  im  allgemeinen  nur  symmetrischen  Polygone  durch  Parallelvcrschiebung  regulär  zu  machen,  es  sei,  das  zur 
Auffindung  der  gewünschten  halbregulären  Sternpolyeder  führt.  Es  gelingt  so,  im  ganzen  21  solche  Polyeder  ab- 
zuleiten, einschliesslich  der  Prismen  und  Antiprismen ")  und  der  beiden  Triakontaeder  höherer  Art.  Die  Vermutung, 
dass  bei  dieser  Konstruktionsmethode  Typen  unberiicksichtigt  geblieben  seien,  ist  bekanntlich  gefertigt.  Zum  ersten 
Male  findet  man  in  der  Schrift  von  Pitsch  auch  Abbildungen  von  Archimedeischen  Sternpolj'edern. 


1)  Koch,  Über  reguläre  u,  halbrcguläre  Sternpolyeder  a.  a.  0.  S.  21. 

2)  Kepler,  Ges.  Werke  ed.  Frisch.  Bd.  V.  S.  122.    Propositio  XXVI.  3)  a.  a.  0.  S.  97. 

4)  a.  a.  0.  S.  163.  5)  a.  a.  0.  S.  74.  (i)  In  dem  früheren  Sinne,  uämlicli  erster  Art. 

7)  In  der  That  ist  ja  die  äussere  Hülle  eines  Archimedeischen  Polyeders  höherer  Art  im  allgemeinen  nur  ein  gleich- 
eckiges Polyeder  erster  Art,  aber  kein  Archimedeisches.  8)  a.  a.  ü.  S.  7ö.  9)  Jedes  dieser  als  ein  Typus  gerechnet. 
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204  F.   Die  besonderen  Vielflache  höherer  Art. 

Die  gi-osse  KeLhe  der  Ai-beiten  von  Hess,  teils  km-ze  iu  den  Sitzungsberichten  der  Gesellschaft  zur  Be- 
förderung der  gesamten  Naturwissenschaften  zu  Marbm-g  erschienene  Artikel,  teils  grössere  Monographien,  seien  hier 
alle  chronologisch  angeführt,  wiewohl  ein  Teil  der  darin  enthaltenen  Resultate  erst  in  den  weiteren  Nummern  unsres 
Buches  zm-  Besprechung  kommt.  Eine  an  verschiedenen  Stellen  jener  Artikel  versprochene  Zusammenfassung  imd 
weitere  Ausfühiimg  der  daiin  enthaltenen  Theorien  ist  noch  nicht  erschienen.  Schon  die  erste  Abhandlung  von 
Hess:  Üba~  die  moglkheyi  Arten  und  Varietäten  einiger  Archimedeischen  Körper^)  behandelt  ganz  allgemein  die  gleich- 
eckigen  und  die  gleichflächigen  Polyeder  höherer  Art,  nicht  nur,  wie  der  Titel  anzudeuten  scheint,  deren  Archi- 
medeische  Varietäten  in  dem,  später  auch  von  dem  Verfasser  selbst  angenommenen  Sinne.  Die  Schrift  zerfällt  in 
zwei  Teile.  Im  ersten  Teile  findet  sich  eine  km-ze  Darstellung  der  ebenen  («  -\-  «)-seitigen  gleicheckigen  2 »-ecke 
und  der  reziproken  («  -{-  M)-eckigen  2w-seite"),  von  denen  zwar  die  erster  Art  schon  an  den  von  Kessel  friüier 
beschriebenen  einfachen  gleicheckigen  Polyedern  auftreten,  während  die  höherer  Art  sonst  noch  nu-gends  Berücksichtigung 
gefunden  hatten.  (Die  ausführliche  Darstellung  dieser  Theorie  gab  Hess  dann  in  der  von  ims  vielfach  zitierten  imd 
benutzten  Schiift  vom  Jahre  1874.)  Ln  zweiten  Teile  der  Abhandlung  wird  das  entsprechende  räimiliche  Problem 
in  Angi-iif  genommen.  An  Stelle  der  Polygone  erster  Art  treten  als  Grenzflächen  der  neuen  Polyeder  die  vorher 
besprochenen  gleicheckigen  Polygone  höherer  Ai-t  auf,  wonach  sich  einem  gleicheckigen  Polyeder  erster  Art,  dessen 
Grenzflächen  z.  B.  (»j  -(-  wi)-ecke,  («  -|-  »«j-ecke,  {p  -J-  ^j)-ecke  erster  Art  sind,  so  viel  neue  Polyeder  höherer  Ai-t  zur 
Seite  stellen  lassen,  als  sich  die  weiteren  möglichen  Werte  der  Ai-tzahlen  a  dieser  Polygone  mit  einander  kombinieren 
lassen,  wobei  nicht  alle  a  gleich  1  sind.  Als  Beispiele  werden  das  [6  (8)  -|-'8  (6)  +  12  (4)]-flächige  2  •  24-Eck  und  das 
[12  (10)  -f~  20  (6)  -)-  30  (4)]-flächige  2  •  60-Eck  angeführt.  Jenem  Polyeder  erster  Ai-t  sind  drei,  diesem  sieben  Polyeder 
höherer  Art  anzureihen.^)  Diejenigen  gleicheckigen  Polyeder  höherer  Ai-t,  denen  mit  Kücksicht  auf  die  übereinstimmende 
Kantenzahl  der  Grenzflächen  keine  Analoga  imter  den  gleicheckigen  Polyedern  erster  Art  zukommen,  sind  hier  noch  nicht 
erwähnt.  Es  wird  aber  die  Entstehung  der  Polyeder  höherer  Art  durch  Kombination  der  Flächen  von  bestimmten  gleich- 
flächigen, bes.  regulären  einfachen  Polyedern,  also  die  wiederholt  angewandte  Konstruktionsmethode,  auch  zur  Erzeugung 
verscliiedener  Varietäten,  him-eichend  erläutert.  Von  einer  Zusammenstellung  der  nur  gleicheckigen  oder  gleichflächigen 
Polyeder  hat  Hess  abgesehen,  es  finden  sich  in  den  weiteren  Schritten  nur  einzelne  besonders  interessante  Typen 
als  Beispiele  der  allgemeinen  Theorien  behandelt.  An  Stelle  der  Beschi-eibung  der  Vielflache  tritt  dann  in  dem 
Werke  über  Kugelteilung  die  der  zugehörigen  Netze,  womit  bis  zu  einem  gewissen  Grade  wenigstens  jene  Aufgabe 
gelöst  ist,  wenngleich  die  faktische  Darstellung  der  Polyeder  nicht  immer  so  leicht  sein  dürfte,  als  es  auf  den  ersten 
Bück  und  nach  den  Angaben  des  Verf.  erscheinen  könnte.  —  Einem  neuen  Problem  wendet  sich  nun  die  Abhandlung 
zu:  Über  zwei  Erweiterungen  des  Begriff's  der  regelmässigen  Körper}^  Die  erste  Erweiterimg  besteht  darin,  dass  den 
kontinuierüehen  regulären  Körpern  höherer  Art  auch  die  diskontinuierlichen  zugefügt  werden.  Es  ist  nötig  zu  be- 
merken, dass  ältere  Autoren,  -ivie  z.  B.  Wiener,  nicht,  wie  es  im  obigen  Texte  geschehen,  die  diskontinuierlichen 
Vielflache  als  gleichberechtigt  neben  den  kontinuierlichen  gelten  lassen.  Fügt  man  aber,  schon  wegen  der  Über- 
einstimmung in  dem  grössten  Teile  ihrer  Eigenschaften,  den  kontinuierlichen  Polygonen  die  diskontinuierlichen  als 
konzentrische  Kombinationen  jener  zu,  wobei  aber  sämtliche  Ecken  füi-  sich  ein  reguläres  Polygon  erster  Art  bilden 
müssen,  ebenso  wie  die  innerste  FlächenzeUe  ein  solches  ist,  so  liegt  es  nahe,  denselben  Schritt  für  die  räumlichen 
Gebilde  zu  thun.  Danach  bezeichnet  Hess  solche  konzentrische  Anordnungen  Platonischer  Körper  als  reguläre 
Polyeder  im  weiteren  Sinne  des  Wortes,  bei  denen  einmal  die  sämtlichen  Ecken  so  auf  einer  Kugel  liegen,  dass 
sie,  durch  Ebenen  verbunden,  eins  der  Platonischen  Polyeder  bilden,  und  bei  denen  zweitens  die  Grenzflächen  als 
innerste  räumliche  Zelle  gleichfalls  ein  Platonisches  Polyeder  einschliessen.  In  der  hier  genannten  Schi-ift  wird  also 
das  Problem  für  den  Fall  erledigt,  dass  die  zu  kombinierenden  Polyeder  die  Platonischen  (erster  Art)  sind,  in  der 
späteren  Abhandlung:  tJlier  stvei  lionsentrisch-regelmässigc  Anordnungen  von  Kepler-Poinsotschen  Polyedern'')  tritt 
dann  noch  die  durch  den  Titel  genügend  gekennzeichnete  weitere  Verallgemeinerung  ein.^)  Der  zweite  Teil  der 
vorher  genannten  Schrift  vom  Jahre  1875  fügt  nun  den  regulären  Vielflachen,  die  von  regelmässigen  Vielecken  be- 
grenzt sind,  die  gleicheckigen  und  zugleich  gleichflächigen  hinzu,  die  mit  jenen  das  gemeinsam  haben,  dass  sie  eben- 
falls nur  kongruente  Flächen  und  Ecken  einerlei  Kantenzahl  besitzen,  ohne  dass  aber  diese  Flächen  und  Ecken  regulär 
zu  sein  brauchen.  Danach  erscheinen  die  regulären  Polyeder  als  spezielle  Fälle  dieser  jetzt  definierten,  von  denen  in 
dieser  vorläufigen  Anzeige  zunächst  neben  denen  erster  Art  (den  Sphenoiden)  vier  konvexe  höherer  Art  beschrieben 
werden.  Die  ausführliche  und  erschöpfende  Darstelhmg  findet  sich  dann  in  der  schon  zitierten,  kurz  nachher  er- 
schienenen grösseren  Abhandlung'),  die  den  Betrachtungen  der  Nr.  153  bis  158  unsres  Textes  zu  Grunde  gelegt  ist, 
weshalb  wir  auf  Angabe  ihres  Inhaltes  hier  verzichten.     In   der  ihrem  Erscheinen  nach  nächsten  Abhandlung:    Üher 


1)  Die  gen.  Marburger  Berichte  Nr.  5.  Juni  1872.  2)  Hier  noch  so  bezeichnet. 

3)  Es  sind  die  Polyeder  IS,  14,  l'>  in  Nr.  142  und  36  bis  43  in  Nr.  HC,  der  Aufzählung  unsres  Textes. 

4)  Marburger  Berichte  1875  Nr.  1  und  2.  5)  Marburger  Berichte  1878  Nr.  2. 

6)  Wir  behandeln  diese  Probleme  in  der  folgenden  Nr.  159. 

7)  Über  die  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Polyeder.  Kassel  187G.    Auch  weiterhin  als  Hess  III  zitiert. 
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einiffc  merkwürdig r  nicht  konvexe  Polyeder^)  werden  ziun  ersten  Male  allgemeine  Untersuchungen  über  nicht- konvexe 
Vielflache  angestellt,  die  über  das  von  fräheren  Autoren  Geleistete  wesentlich  hinausgehen.  Neben  der  Wieder- 
anführung der  für  solche  Vielflache  gültigen  erweiterten  Eulerschen  Formel,  die  im  Texte  als  Hesssche  hiernach 
bezeichnet  wurde  und  sich  schon  in  der  Schrift  vom  Jahre  1876  findet,  erhält  man  hier  eine  Klassifikation  der  nicht- 
konvexen Polyeder  nach  dem  Werte  der  Artzahl  A  und  eine  Beschreibung  einer  Reihe  solcher  gleicheckigen  und  zu- 
gleich gleichflächigen  Polyeder  höherer  Art,  unter  denen  besonders  die  sog.  Stephanoide  von  Interesse  sind.  Wir 
kommen  auf  diese  Schrift  in  den  Betrachtungen  der  Nr.  160 — 162  unsres  Textes  zurück,  ebenso  auf  die  1879  er- 
schienene desselben  Verfassers:  tiher  einige  einfache  Polyeder  mit  einseitiger  Oberfläche-}  in  Nr.  163.  Übrigens  findet 
sich  auch  eine  gi-osse  Zahl  Möbiusscher  Polyeder  au  verschiedenen  Stellen  der  früheren  Abhandlungen  von  Hess 
angeführt  oder  beschrieben,  auf  die  vrir  ebenfalls  noch  hinzuweisen  haben.  In  zwei  weiteren  kleineren  Aufsätzen 
kommt  derselbe  Autor  nochmals  auf  die  früher  gelösten  Probleme  zu  sprechen.  Sehr  ausführlich  werden  die  beiden 
Triakontaeder  höherer  Aa-t  als  Beispiele  der  Ableitung  gleichflächiger  Vielflache  höherer  Art  aus  ihrem  innem  gleich- 
flächigen Kerne  in  der  Schrift:  Über  vier  Ärchimedeischc  Polyeder  höherer  Ärt^)  imtersucht.  nebst  den  ihnen  polar 
zugeordneten  gleicheckigeu  Vielflachen.  Der  in  den  Marburger  Berichten  vom  Jahre  1879  (Nr.  9)  erschienene  Auf- 
satz: Über  Kombinationsgestalten  höherer  Art  knüpft  wieder  an  die  erste  Veröfi'entlichung  von  1872  an,  wobei  be- 
sonders auf  diejenigen  gleicheckigen  Polyeder  höherer  Art  hingewiesen  wird,  die  nach  der  Zahl  der  Kanten  ihrer 
Grenzflächen  keine  Analoga  unter  den  Polyedern  erster  Art  besitzen.  Das  abschliessende  Werk,  Einleitung  in  die 
Lehre  von  der  Kugelteilung,  fasst  endlich  die  Resultate  aller  vorhergehenden  Untersuchungen  gevrissermassen  zusammen, 
wenngleich  der  Standpunkt,  den  der  Verfasser  den  Problemen  gegenüber  einuinmit,  ein  etwas  veränderter  ist,  da  in 
erster  Linie  nicht  die  Polyeder,  sondern  die  Kugelnetze  der  Betrachtung  unterworfen  werden.  Es  hat  dieses  Buch 
den  Ausgangspunkt  für  alle  weiteren  Forschungen  auf  dem  Gebiete  spezieller  Polyeder  höherer  Art  zu  bilden.  Wir 
sind  mit  den  angeführten  Bemerkungen  über  die  im  Texte  behandelten  Materien  bereits  hinausgeschritten,  um  schon 
hier  zum  Abschlüsse  zu  gelangen,  da  weitere  Abhandlungen  anderer  Autoren  über  Untersuchungen  auf  diesem  Ge- 
biete mathematischer  Wissenschaft  uns  nicht  bekannt  geworden  sind.  Denn  das  Werk  von  Fedorow^j  scheint  über 
gleicheckige  und  gleichflächige  Polyeder  höherer  Art  nichts  Bemerkenswertes  zu  enthalten.  Von  Vorgängern  wird  nui- 
Badoureau  erwähnt;  auch  giebt  Fedorow  auf  den  Tafeln  von  hier  zu  erwartenden  Figuren  nur  solche,  die  sich 
schon  in  der  Abhandlung  des  eben  genannten  französischen  Schriftstellers  finden.  —  Das  bisher  durch  die  Titel  der 
angeführten  Quellen  nur  Angedeutete  ist  nun  in  den  folgenden  Nummern  noch  ausführlicher  zu  besprechen. 

152,  Die  gleicheckigen  nnd  zugleich  gleichflächigeu  Polyeder  höherer  Art.  Wären  sämtliche  gleich- 
eckigen und  sämtliche  gleichflächigeu  Polyeder  höherer  Art  abgeleitet,  so  könnte  man  diejenigen  Gebilde, 
denen  beide  Eigenschaften  gleichzeitig  zukommen,  wie  dies  bei  den  entsprechenden  erster  Art  thatsächlich 
geschieht,  als  solche,  die  beiden  Klassen  von  Polyedern  gemeinsam  angehören,  sofort  angeben.  Derartige 
zugleich  gleicheckige  und  gleichflächige  Vielflache  sind  aber  unter  den  bisher  beschriebenen  polar  zugeord- 
neten Polyedern  der  beiden  Klassen  nicht  vorhanden,  da,  wie  bereits  bemerkt,  ihre  zugeordneten  gleich- 
flächigen Netze  sich  nicht  unter  denen  mit  direkt-symmetrischen  Kanten  der  beiden  Hauptnetze  befinden.  Man 
muss  daher  diese  Polyeder  auf  Grund  der  im  folgenden  genannten  Haupteigenschaft  direkt  bestimmen,  und 
zwar  soU  es  sich  zunächst  um  die  kontinuierlichen,  konvexen,  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen 
Polyeder  handeln.  Auf  die  sich  gleichzeitig  dabei  mit  ergebenden  diskontinuierlichen  und  nicht- konvexen 
Polyeder  sei,  da  sie  später  nochmals  berücksichtigt  werden,  dabei  nur  kurz  hingewiesen. 

Die  zu  den  gewün.schten  Konstruktionen  hinführende,  schon  früher  erwähnte  Ilaujjteigenschaft  ist  in 
dem  Satze  ausgesprochen,  dass  der  innere  Kern  jedes  gleicheckigen  und  zugleich  gleichflächigen  Polyeders 
ein  gleichflächiges  Polyeder  erster  Art  ist,  während  die  Ecken  die  eines  gleicheckigen  Polyeders  erster  Art 
sind.  Danach  besteht  die  eine  hierauf  beruhende  Konstruktionsniethode  darin,  dass  man  die  Grenzflächen  der 
gleichflächigen  Polyeder  der  ersten  Art  erweitert  und  diejenigen  Schnittj>uukte  dieser  Ebenen  aufsucht,  welche 
auf  einer  Kugel  so  wie  die  Ecken  eines  gleicheckigen  Polyeders  erster  Art  liegen.  Die  zweite,  ebenso  be- 
rechtigte Methode  besteht  darin,  dass  man  durch  die  Eckpunkte  der  gleicheckigen  Polyeder  erster  Art 
Diagonalebenen  legt  und  diejenigen  Flächen  beachtet,  vf^elche,  indem  sie  eine  Kugel  berühren,  ein  gleich- 
flächiges Polyeder  der  ersten  Art  bilden.  Beide  Yerfaliren  müssen,  auf  alle  verfügbaren  betr.  Polyeder  erster 
Art  angewandt,  sämtliche  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Polyeder  höherer  Art  liefern.     Doch  kann 


1)  Marburger  Berichte  1877  Nr.  1.  2)  Marburger  Berichte  lb7ü  Nr.  1.  3}  Kassel  1878. 

4)  a.  a.  0.  Kap.  XV.  S  U7  und  'J8. 
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man  auf  Gnind  folgender  Betrachtungen  noch  eine  bedeutende  Vereinfachung,  wenigstens  in  der  Darstellung 
des  bereits  Gefundenen,  erzielen.  Jedem  der  zugleich  gleicheckigen  und  gleiehflächigen  Polyeder  ist  ein  eben- 
solches polar-reziprok.*)  Sind  P  und  P'  zwei  solche  polare  Polyeder,  so  ist  die  äussere  Hülle  (das  gleich- 
eckige Polyeder  erster  Art)  von  P  polar  zu  dem  innern  Kern  (dem  gleiehflächigen  Polyeder  erster  Art)  von 
P'  und  die  äussere  Hülle  von  P'  ebenso  polar-reziprok  zu  dem  innem  Kern  von  P.  Es  ist  also  vorteilhaft, 
eia  zugleich  gleicheckiges  und  gleichflächiges  Polyeder  P  nach  der  ersten  oder  zweiten  Methode,  aus  dem 
innem  Kern  oder  der  äusseren  Umhüllung  abzuleiten,  je  nachdem  das  erste  gleichflächige  oder  das  letztere  gleich- 
eckige Polyeder  von  einfacherer  Xatur  ist.  In  der  That  genügt  es  für  die  folgende  Darstellimg,  die  erste 
Methode  nur  auf  zwei  gleichflächige  Polyeder  erster  Art  (die  einfach  zu  behandeln  sind)  anzuwenden,  um 
vier  zugleich  gleicheckige  und  gleichflächige  Polyeder  höherer  Art  abzuleiten,  deren  polar-reziproke  Körper 
sich  dann  leicht  durch  Anwendung  der  zweiten  Methode  auf  die  zu  jenen  gleiehflächigen  polaren  gleicheckigen 
Polyeder  ergeben.  Es  sind  chese  beiden  gleichflächigen  Polyeder  das  Il;osaeder  und  das  Blionihentriahmtaeder. 
Die  aus  der  vollständigen  Figur  der  Ebenen  eines  Dodekaeders  (Fig.  16  Taf.  H)  ableitbaren  zugleich  gleich- 
eckigen und  gleiehflächigen  Polyeder  sind  die  bereits  besprochenen  zugleich  regulären;  sie  können  daher 
jetzt  bei  Seite  gelassen  werden.  Dass  aber  keine  weiteren  Polyeder  der  verlaugten  Eigeuschaft  möglich  sind, 
als  sich  im  folgenden  aus  dem  Ikosaeder  und  Triakontaeder  ergeben  [nebst  den  ihnen  polaren],  ist  durch 
die  Untersuchung  der  vollständigen  Figuren  aller  gleichflächigen  Polyeder  erster  Art  nachgewiesen  worden.^) 

153.  Die  vollstäudige  Figur  der  Ebenen  des  Ikosaeders.^)  Bringt  man  die  Ebene  einer  Fläche  des 
Ikosaeders  mit  den  Ebeneu  aller  übrigen  zum  Schnitt,  so  entsteht  die  schon  früher  betrachtete  Fig.  IT  Taf.  H. 
Dabei  ist  die  Bezeichnimg  der  einzelnen  Flächen  des  Ikosaeders  die  durch  Fig.  102  des  Textes  (vergl.  Xr.  129) 
anaedeutete.  Die  Zeichenebene  ist  die  Ebene  der  Fläche  1,  die  Ebene  20  schneidet  die  Zeichenebene  in  der 
unendlichweiten  Geraden.  Die  auf  demselben  konzentrischen  Kreise  um  den  Mittelpunkt  der  Fläche  1 
liegenden  Punkte  tragen  dieselbe  ZifPer  als  Bezeiclmuug.  Es  seien  hier,  wie  auch  späterhin,  um  Weitläufig- 
keit zu  vermeiden,  nur  diejenigen  dieser  Pimktc  beachtet,  welche  durch  ihre  Verbindung  überhaupt  die 
Fläche  irgend  eines  anzuführenden  Polyeders  bestimmen.  Die  Punkte  1  sind  die  Ecken  der  Fläche  des 
Ikosaeders  selbst.  Die  Punkte  3  bilden  durch  ihi-e  Verbindungslinien  ein  diskontinuierliches  Sechseck  zweiter 
Art,  das  aus  zwei  sich  ki'euzenden  gleichkantigen  Dreiecken  besteht.  Diese  Figua-  ist  die  Grenzfläche  eines 
zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen,  aber  diskontinuierlichen  Polyeders,  nämlich  eines  Systems  von 
fünf  konzentrischen  Oktaedern,  Fig.  6  Taf.  IX.  Die  dreissig  kongruenten  vierkantigen  Ecken  liegen  auf  der 
umbeschriebenen  Kugel  wie  die  Ecken  eines  (12  +  20)-flächigen  oO-Ecks  (eines  Triakoutagons).  Man  kann 
das  Polyeder  auch  als  20  (6~)ä-flächiges  30  (4)^-Eck  bezeichnen.  Auf  das  ebenfalls  diskontinuierliche  reziproke 
Polyeder,  die  Kombination  von  fünf  konzenti-ischen  Würfeln,  dessen  innerer  Kern  ein  Triakontaeder  sein 
muss,  sei  später  hingewiesen.  —  Die  Pimkte  4  bilden  durch  ihre  Verbindungsstrecken  ein  Neuneck  zweiter 
Art,  mit  sechs  Kanten  und  cb-ei  Kanten  je  gleicher  Länge,  also  ein  (3 -f- 2  •  3)2-eck.  Diese  Figur  ist  die 
Grenzfläche  eines  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen  konvexen  Polyeders,  das  nebst  seinem  polaren  in 
Nr.  154  ausführlicher  beschrieben  werden  soll.  Die  Punkte  6  bilden  wieder  zwei  gekreuzte  gleichkantige 
DreicH'ke.  Jedes  dieser  beiden  Dreiecke  ist  die  Grenzfläche  eines  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen 
diskontinuierlichen  Polyeders,  nämlich  eines  Systems  von  fünf  Tetraedern.  Die  äussere  Hülle  ist  ein 
Dodekaeder.  Diese  beiden  Systeme,  von  denen  das  eine  in  Fig.  11  Taf.  IX  dargestellt  ist,  die  sich  zu  ein- 
ander wie  rechts  und  links  verhalten,  bilden  in  ihrer  Vereinigung  das  aus  zehn  Tetraedern  l)pstehende  dis- 
kontinuierliche Polyeder  Fig.  3  Taf  IX.  Da  sowohl  der  innere  Kern  als  das  Hüllpolyeder  regulär  sind,  so 
sind  diese  Polyeder  den  regulären  zuzuzählen  (vergl.  Nr.  128).  Man  kann  das  System  der  fünf  Tetraeder 
auch  als  20  (3)i-flächiges  20  (3),-Eck  oder  20  (3)i-eckiges  20  (3)i-Flach,   das  System   der  zehn  Tetraeder  als 


1)  Es  möge  hier  bemerkt  werden,  dass  keins  der  konvexen  und  kontinuierlichen  zugleich  gleicheckigen  und  gleich- 
fläehigen  Polyeder  sich  selbst  reziprok  (autopolar)  ist;  doch  giebt  es  solche  Gebilde  unter  den  nicht-konvexen  und  dis- 
kontinuierlichen Polyedern. 

2)  Hess  III  S.  18.  3)  Hess  III  S.  36. 
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20  (6)2 -flächiges  20  (6)2-Eck  oder  20  (6)2-eckiges  20  (6)2-Flach  bezeichnen,  wonach  beide  Polyeder  autopolar 
sind.  Es  lassen  sich  nun  weiter  die  sechs  Punkte  6  auch  zu  einem  kontinuierlichen  Sechseck  zweiter  Art 
verbinden,  von  dessen  Kanten  drei  dem  Mittelpunkt  die  Innenseite,  drei  ihm  die  Aussenseite  zukehren.  Die 
innere  Zelle  dieses  Sechsecks  ist  die  Ikosaederfläche,  jede  der  drei  äusseren  Zellen  hat  zu  Eckpunkten  eine 
Ecke  1  jener  Fläche  imd  zwei  Punkte  6  auf  einer  Geraden  7,7.  Dieses  Sechseck  ist  die  Grenzfläche  eine« 
zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen  nicht-kouvexen  Polyeders,  Fig.  26  Taf.  VIII,  das  in  Nr.  161 
nochmals  erwähnt  wird.  Die  drei  Punkte  7  geben  die  Grenzfläche  des  bereits  besprochenen  20-flächigen 
Steni-12-Ecks.  Die  neun  Punkte  8  endlich  bilden  durch  ihre  Verbindungsstrecken  ein  geschlossenes  konvexes 
Neuneck  vierter  Art,  das  die  Grenzfläche  eines  konvexen  zugleich  gleicheckigen  imd  gleichflächigen  Polyeders 
ist,  welches  in  Nr.  155  nebst  dem  ihm  polaren  Polyeder  besprochen  werden  soll.  —  Verbindet  man  verschieden 
beziiferte  Punkte  der  vollständigen  Figur  (Fig.  17  Taf.  II)  durch  einen  kontinuierlichen  Zug,  so  erhält  man, 
wenn  die  übrigen  hierzu  nötigen  Bedingungen  erfüUt  sind,  nach  den  früheren  Erläuterungen  die  Grenzflächen 
nur  gleichflächiger  Polyeder.  So  ergeben  die  Punkte  1  und  2  zusammen  ein  (3  -|-  3)-eckiges  gleichkantiges 
Sechskant,  die  Grenzfläche  des  in  Nr.  150  beschriebenen,  in  Fig.  2  Taf.  VUI  dargestellten  gleichflächigen 
[12  (5)2  +  20  (3)j]-eckigen  20  (6)j-Flaches  der  zweiten  Art.  Es  lässt  sich  aber  auch  ein  bisher  noch  nicht 
beschriebenes  gleichflächiges  Polyeder  höherer  Art  aus  dieser  vollständigen  Ikosaederflgur  ableiten.  Verbindet 
man  nämlich  jeden  der  drei  Punkte  7  mit  den  auf  der  gegenüberliegenden  Kante  des  Dreiecks  7,7,7  liegen- 
den beiden  Punkten  6,  und  zieht  zwischen  den  Punkten  6  noch  alle  diejenigen  Strecken,  welche  parallel  den 
Kanten  jenes  Dreiecks  sind,  so  entsteht  ein  (6  -|-  3)-eck  der  4.  Art'),  das  auch  sechs  Winkel  einer  und  drei 
Winkel  anderer  Grösse  besitzt.  Dieses  Neuneck  ist  die  Grenzfläche  des  in  Fig.  20  Taf.  IX  dargestellten 
gleichflächigen  Polyeders,  des  [12  (5)j  +  20  (3  -|-  3)i]-eckigen  20  (6  +  3)^-Flaches  der  11.  Art.  Die  zwölf 
regulären  fünfkantigen  Ecken  erster  Ai-t  des  Polyeders  (die  Punkte  7  in  Fig.  17  Taf.  II)  sind  die  eines 
Ikosaeders,  die  zwanzig  sechskantigen  Ecken  (die  Punkte  6  derselben  Figur J,  deren  abwechselnde  Fläch eu- 
winkel  nur  gleich  sind,  sind  die  Ecken  eines  Dodekaeders.  Je  zwei  Flächen  des  Polyeders  liegen  in  paral- 
lelen Ebenen,  denen  des  inneren  ikosaedi-ischen  Kernes.  Der  Wert  von  A  ergiebt  sich  aus  der  Hess- 
schen  Formel. 

154.  Das  20  (3 +  2 -3)2 -flächige  60(;5)i-Eck  der  5.  Art   und   das  ihm   polare,  Polyeder.")    Die   in 

voriger  Nummer  angeführte  von  den  Punkten  4  gebildete  Grenzfläche  des  ersten  Polyeders  ist,  wie  die 
einfache  Betrachtung  zeigt,  ein  (3  -f-  2  •  3)-kantiges  und  (2  •  3  -)-  3)-eckiges  Vieleck  der  zweiten  Art  mit  drei 
Doppelpunkten.  Die  Konstruktion  dieser  Fläche  ist  die  folgende:  Man  verlängere  jede  der  drei  Kanten  des 
Ikosaederdreiecks  nach  beiden  Seiten  um  den  grössern  Abschnitt,  der  durch  Teilung  derselben  nach  dem 
goldnen  Schnitt  erhalten  wird,  verlängere  sodann  jede  der  di-ei  Höhen  des  Ikosaederdreiecks  über  ihren 
Fusspunkt  hinaus  um  sich  selbst  imd  verbinde  jeden  dieser  drei  Endpunkte  mit  den  beiden  benachbarten 
Endpunkten  der  verlängerten  Ikosaederkante.*)  Das  von  solchen  Flächen  begrenzte  Polyeder  ist  in  Fig.  17 
Taf.  IX  dargestellt.  Seinem  sechzig  kongruenten  dreikantigen  Ecken,  deren  Kanten  je  zwei  kurze  und 
eine  längere  der  Grenzfläche  sind,  und  die  zwei  unter  sich  gleiche  und  von  dem  ch-itten  verschiedene  Flächen- 
winkel haben,  sind  die  der  Archimedeischen  Varietät  eines  (12  -j-  20  -(-  30)-flächigen  60-Ecks.  Da  das 
Polyeder  neunzig  Kanten   besitzt,    so   folgt    aus    der    Hess  sehen    Formel    für  A  der  Wert  5.     In  derselben 


1)  Auf  diese  Vielecke  höherer  Art,  wie  sie  auch  bei  den  weiter  zu  beschreibenden  Polyedern  höherer  Art  auftreten, 
ist  schon  in  Nr.  39  hingewiesen  worden. 

2)  Vergl.  Hess  III  S.  40  und  S.  52;  auch  Marburger  Berichte  1875.  Nr.  1.  S.  12. 

3)  Die  ausführliche  Beschreibung  des  Polygons  s.  Hess  HI  S.  40  ff.  Man  kann,  wenn  es  sich  um  seine  Zeichnung 
zur  Herstellung  des  Polyeders  handelt,  auch  von  dem  Dreieck  der  Punkte  7  ausgehen  und  auf  dessen  Kanten  die 
Punkte  6  durch  Teilung  der  Kante  nach  dem  goldnen  Schnitt  erhalten,  wonach  sich  durch  Verbindung  der  Punkte  6  unter 
einander  die  gesuchte  Grenzfliiche  mit  ergiebt,  Ihre  in  Fig.  17  Taf.  II  schraffierten  Teile  sind  die,  welche  an  dem  Polyeder 
äusserlich  sichtbar  bleiben.  Die  gleiche  Bemerkung  gilt  für  die  Abbildungen  der  Grenzflilchen  der  weiterhin  beschriebenen 
Polyeder. 
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Fig   105. 


Weise,  wie  dies  früher  bei  deu  regulären  Polyedern  höherer  Art  geschehen,    lassen  sich  aus  Fig.  IT  Taf.  II, 
unter  gleichzeitiger  Betrachtung  des  Gesamtpolyeders,  seine  Doppelelemente  leicht  bestimmen.') 

Es  ist  nun  das  polare,  ebenfalls  gleicheckige  und  zugleich  gleichflächige  Polyeder  abzuleiten.  Die 
neunkantigen  Ecken  sind  selbstredend  die  eines  Dodekaeders,  der  innere  gleichflächige  Kern  ist  die  Archi- 
medeische  Varietät  des  (12  +  20  +  oO)-eckigen  60-Flaches,  des  Deltoidhexekontaeders.-)    Die  gleichschenklige 

dreieckige  Grenzfläche,  deren  Basis  eine  Dodekaederkante  ist,  wird  er- 
halten, wenn  man  die  Endpunkte  dieser  Dodekaederkante  mit  dem  fi-eien 
Ende  der  Scheitelkante  verbindet,  welche  in  dem  Fünfecke,  dem  jene 
Dodekaederkante  angehört,  von  der  dieser  Kante  gegenüberliegenden  Ecke 
ausgeht.  Da  jede  Dodekaederkante  zwei  Fünfecken  angehört,  so  gehen 
auch  durch  jede  zwei  Grenzflächen  des  Polyeders.  Von  jeder  Ecke  des 
Dodekaeders  gehen  neun  Kanten  des  Polyeders  aus,  von  denen  drei  (die 
Kanten  des  Dodekaeders)  Basiskanten,  .die  übrigen  sechs  Schenkel  der 
die  betr.  Ecke  bildenden  Grenzflächen  sind.  Die  Reihenfolge,  in  welcher 
durch  diese  neun  Kanten  die  Grenzflächen  zu  legen  sind,  zeigt  Fig.  105.^) 
Da  der  innere  Kern  des  Polyeders  die  Archimedeische  Varietät  des 
Deltoidhexekontaeders  ist,  so  kann  man  natürlich  seine  Grenzfläche  auch 
erhalten,  wenn  man  die  vollständige  Figur  der  Ebenen  jenes  gleichflächigen 
Polyeders  erster  Art  bildet,    ein  Verfahi-en,   welches   hier   schon   ziemlich  kompliziert  ist.'') 

155.  Das  20  (3 +  2. 3)^ -flächige  60  (3)i-Eck  der  25.  Ai't  und  das  ihm  polare  Polyeder.»)  Die 
Grenzfläche  des  zu  besprechenden  gleicheckigen  und  zugleich  gleichflächigen  Polyeders  höherer  Art,  das  von 
den  Punkten  8  in  Fig.  17  Taf.  II  gebildete  (3  -|-  2-3)-kantige  imd  zugleich  (2  •  3  -)-  3)-eckige  Neuneck  4.  Art 

mit  27  Doppelpunkten  ist  durch  die  Punkte  7  und  6  bestimmt.^)  Die 
innerste  sechseckige,  von  drei  Punkten  5  und  drei  Punkten  4  gebildete 
Zelle'')  besitzt  den  Koeffizienten  +  4.  Es  sind  27  Doppelpunkte  zu  rechnen, 
da  die  Punkte  6  dreifach  zu  zählen  sind.  —  Das  in  Fig  14  Taf  XI  dar- 
gestellte Polyeder  besitzt  sechzig  dreikantige,  gleichschenklige  Ecken,  die 
Ecken  einer  bestimmten  Varietät  des  (12  -|-  20)-flächigen  12  •  5-Ecks,  die 
von  zwölf  regelmässigen  Fünfecken  und  20  (3  -f-  3)-kantigen  gleicheckigen 
Sechsecken  begrenzt  wird.  Ist  die  Kante  eines  solchen  Fünfecks  gleich  2  a, 
so  sind  die  Kanten  des  Sechsecks  abwechselnd  gleich  2a  und  a  (l/ö  —  l).*) 
Die  Art  des  Polyeders  ist  nach  der  Hess  sehen  Formel,  da  die  Zahl  der 
Kanten  90  ist,  A  =  25.  Von  den  Doppelelementen  seien  nur  die  Punkte 
()  und  7  der  Grenzfläche  erwähnt,  da  sie  auf  dem  sichtbaren  Teile  der 
Oberfläche  des  ModeUes  des  Polyeders  liegen.  Durch  jeden  der  zwölf 
Punkte  7  gehen  fünf,   durch  jeden  der  zwanzig  Punkte  6  sechs  Flächen   des  Polyeders;   erstere  zählen  also 

1)  Wir  verweisen  für  diese  Untersuchungen  auf  die  Originalschrift  von  Hess.  2)  Vergl.  Nr.  121. 

3)  Das  Polyeder  selbst  ist  hier  nicht  dargestellt,  da  sich  seine  Flächen  derart  überdecken,  dass  der  Gesamteindruck 
nur  etwa  der  von  Fig.  26  Taf.  VUl  würde.  Es  sind  nämlich  die  längeren  von  jeder  Ecke  ausgehenden  Kanten  verborgen ; 
z.  B.  liegt  die  Kante  6' 7  in  Fig.  105  unter  der  Fläche  .932,  die  Kante  S2  unter  der  Fläche  S67.  Die  genannten  beiden 
Flächen  schneiden  sich  etwa  längs  der  feinpunktierten  Linie.  Um  dies  einzusehen,  zeichne  man  sich  zu  der  Grenzfläche  des 
vorigen  Polyeders  die  polare,  welche  (sphärisch)  den  Querschnitt  einer  Ecke  des  jetzigen  darstellt.  —  Für  die  aus  der  äusseren 
Hülle  konstruierten  Polyeder  sind  Fadenmodelle  (der  Kanten)  empfehlenswert  und  auch  leicht  herzustellen. 

4)  Vergl.  Hess  lU  Fig.  5  der  ersten  Tafel.    Die  Fläche  des  inneren  Kernes  ist  dort  das  Viereck  CiBiaRiBii,. 

5)  Hess  m  S.  46  und  S.  59.     Auch  Marb.  Ber.  1875  Nr.  1.  S.  15. 

6)  Es  ist  übrigens  die  Strecke  7,8  gleich  dem  grösseren  Teile  6,7  der  nach  dem  goldenen  Schnitte  geteilten  Kante  7,7 
des  20-flächigen  Stem-12-Ecks.  7)  Man  beachte  in  Fig.  17  Taf  II  nur  die  neun  Kanten  der  Grenzfläche. 

8)  Für  diese  Varietät  des  (12  +  20)-flächigen  12  •  5 -Ecks   ist  (  =  '     "*      ,  s  =  1  nach  d.  Bestimmungen  in  \r.  121. 


Fig    106. 
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insgesamt  für  12  •  u|  =  120,  letztere  für  20  •  L)  =  400  Doppelpunkte.^)  Da  der  innerste  von  den  Grenz- 
flächen des  Polyeders  gebildete  Kern  das  Ikosaeder  ist,  so  laufen  je  zwei  dieser  Grenzflächen  parallel. 
Das  polar-reziproke  20  (3  -|-  2  •  3)4-eckige  60  (3)i-Flach  der  25.  Art  ist  in  den  beiden  Figui-en  10  und  16  der 
Tafel  XII  in  etwas  von  einander  abweichenden  Aufnahmen  dargestellt.  Es  besitzt  sechzig  gleichschenklig- 
dreieckige Grenzflächen  und  zwanzig  neunkantige  Ecken  der  vierten  Art,  die  wie  che  Ecken  eines  Dodekaeders 
liegen,  während  der  innerste  Kern  eine  bestimmte  Varietät  des  (12  -|-  20j-eckigen  12  •  5-Flachs,  des  Pentakis- 
dodekaeders  ist.")  Man  erhält  eine  der  gleichschenkligen  Grenzflächen,  deren  Basiskante  zugleich  die  Kaute 
des  20-eckigen  Stern- 12-Flaches  ist,  das  sich  in  das  Dodekaeder  einschreiben  lässt,  wenn  man  zwischen  zwei 
Eckpunkten  des  Dodekaeders,  die  auf  zwei  benachbarten  fünfeckigen  Flächen  ihrer  gemeinsamen  Kante 
gegenüberliegen,  die  Gerade  zieht  (Basiskante  h)  und  deren  ebengenaunte  Endpunkte  mit  einer  der  Ecken 
verbindet,  welche  den  Endpunkten  jener  gemeinsamen  Kante  im  Dodekaeder  diametral  gegenüberliegen 
(Schenkelkante  s).  Fig.  106  (s.  Seite  208)  zeigt  die  neun  von  einer  Ecke  des  Dodekaeders  ausgehenden 
Kanten,  die  eine  Ecke  des  Polyeders  bilden,  und  giebt  zugleich  durch  die  an  die  andern  Enden  gesetzten 
Ziffern  die  Reihenfolge  an,  in  der  sie  durch  Ebenen  zu  verbinden  sind.  —  Die  Fläche  desselben  Polyeders 
lässt  sich  auch  konstruieren,  wenn  man  die  vollständige  Figur  der  Ebenen  eines  Pyramidendodekaeders 
zeichnet,  und  zwar  die  der  genannten  speziellen  Varietät.  Die  komplizierte  Figur  findet  sich  als  Fig.  (5  auf  der 
zweiten  Tafel  der  Hess  sehen  Schrift.  Es  lassen  sich  die  äusseren  am  Modelle  des  Polyeders  noch  sichtbaren 
Teile  der  Grenzfläche  dort  direkt  abnehmen.  Nur  beiläufig  sei  bemerkt,  dass  das  Polyeder  25940  eigentliche 
Doppelpunkte  zweiter  Klasse  besitzt.^) 

156.  Die  vollständige  Fignr  der  Ebenen  des  Triakoufaeders.*)  Bringt  man  die  Ebenen  sämtlicher 
Grenzflächen  eines  Rhombentriakontaeders  (erster  Ai-t)  zum  Schnitt  mit  der  Ebene  einer  Fläche,  die  als  erste  und 
zugleich  als  Zeichenebene  zu  betrachten  ist,  so  entsteht  die  in  Fig.  LS  Taf.  II  dargestellte  vollständige  Figur. 
Die  Flächen  des  Triakontaeders  sind,  wie  es  Fig.  107  angiebt,  bezeichnet  und  die 
Spuren  ihrer  Ebenen,  d.  h.  ihre  Schnittgeraden  mit  der  Ebene  der  Fläche  1,  tragen 
in  Fig.  18  Taf.  II  dieselben  Zifi'ern  (in  Klammer)  wie  die  Grenzflächen  des  Polyeders 
in  Fig.  107.  Die  Fläche  30,  welche  der  Fläche  1  gegenüberliegt,  schneidet,  da 
sie  ihr  parallel  läuft,  deren  Ebene  in  der  unendlichweiten  Geraden.  Von  den 
Schnittpunkten  der  Spuren  untereinander  sind  die  auf  einerlei  Kreis  (alle  diese 
Kreise  sind  konzentrisch)  von  innen  nach  aussen  mit  steigender  Ziffer  markiert; 
doch  sollen  im  folgenden  der  Kürze  wegen  luu-  diejenigen  Punkte  genannt  werden, 
die  sich  zu  einem  Polygon  verbinden  lassen.  Der  von  den  Pimkten  1  imd  2 
gebildete  Rhombus  ist  selbstredend  die  Fläche  des  Triakontaeders  erster  Art. 
Die  Punkte  5  geben  unter  einander  verbunden  ein  Achteck  der  dritten  Art  mit 
vier  einspringenden  und  vier  ausspringenden  Winkeln,  von  dessen  acht  Kanten 
zwei  dem  Mittelpunkte  des  Polygons  die  andre  Seite  zuwenden,  wie  die  sechs 
übrigen.  Das  Polygon  besitzt  die  Punkte  4  zu  Doppelpunkten  und  ist  die  Grenz- 
fläche eines  Möbiusschen  Polyeders.  —  Die  Punkte  7  bilden  ein  Quadrat,  die 
Fläche  eines  Würfels.  Die  übrigen  Flächen  dieses  Würfels,  zu  denen  auch  die  Fläche  30  gehört,  sind  in 
Fig.  107  durch  Schraffierung  kenntlich  gemacht.  Da  je  sechs  weitere  Ebenen  des  Triakontaeders  ein  gleiches 
Hexaeder  bilden,  so  ist  das  genannte  Quadrat  die  Grenzfläche  eines  diskontinuierlichen,  zugleich  gleicheckigen 
imd  gleichfläehigen,  aus  fünf  konzentrischen  Würfeln  bestehenden  Polyeders,  welches  polai-  zu  dem  in  Nr.  153 
angi'führton    System    von   fünf   konzentrischen  Olctaedern   ist.     Die   äussere   Hülle   dieses  in  Fig.  24  Taf.  XII 


KiR.  107. 


1)  Diese  Punkte  7  und  (i  liegen  nach  Früherem  wie  die  Ecken  eines  Ikosaeders  und  eines  koachsialen  Dodekaeders. 
Bei  Herstellung  des  Papijmodclls  des  Körpers  kann  man  das  von  den  Punkten  6  als  Ecken  gebildete  Dodekaeder  als  Kern 
benutzen.  2)  Für  diese  Varietät  ist  r  =  5  (yö  —  2),  o  =  1. 

3)  Vergl.  hierüber  Hess  HI  S.  02  ff.  4)  Hess  III  S.  63  ff. 

Druck  II  or,  Vielecke  und  Violflacho.  27 
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dargestellten  schon  frilher  besprochenen  Systems  von  fünf  Hexaedern  ist  ein  Dodekaeder.  —  Die  Punkte  10 
ero-eben  durch  ihre  (in  der  Figur  stärker  ausgezogenen)  Verbindungsstrecken  ein  kontinuierliches  Zwölfeck 
dritter  Art,  die  Grenzfläche  eines  konvexen  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Polyeders,  das  nebst 
seinem  polaren  in  Nr.  157  genauer  zu  besprechen  ist.  —  Die  Punkte  12,  13,  16  und  17  ergeben  Polygone, 
welche  Grenzflächen  Möbiusscher  Polyeder  sind.  Die  von  den  je  acht  Punkten  12  imd  17  gebildeten 
Figuren  sind  diskontinuierliche  Achtecke  vierter  Art,  die  aus  je  zwei  überschlagenen  Vierecken  bestehen.  Es 
hat  im  Falle  der  Punkte  12  jedes  dieser  Vierecke  mit  dem  andern  acht  Punkte  (Doppelpunkte)  gemein;  im 
Falle  der  Punkte  17  liegen  die  beiden  überschlagenen  Vierecke  getrennt.  Die  beiden  zugehörigen  Möbius- 
schen  Polyeder  sind  diskontinuierlich.  —  Das  von  den  acht  Punkten  13  gebildete  Achteck  dritter  Art  hat 
zwar  nur  spitze  Innenwinkel,  doch  wenden  auch  hier  zwei  (bez.  sechs)  Kanten  dem  Mittelpunkte  des  Polygons 
ihre  Aussenseite  zu.  Das  von  den  Punkten  16  gebildete  Zwölfeck  der  dritten  Ai-t  endlich  mit  vier  (oder 
acht,  je  nach  Schi-affienmg  des  Perimeters)  ausspringenden  Winkeln  und  acht  (oder  vier)  Kanten,  die  dem 
Mittelpunkt  die  Aussenseite  zuwenden,  ist  ebenfalls  die  Grenzfläche  eines  einseitigen  Vielflaches.  —  Die 
zwölf  Punkte  in  ergeben  durch  ihre  Verbindungsgeraden  ein  System  von  vier  sich  kreuzenden  Dreiecken 
oder  ein  diskontinuierliches  Zwölfeck  der  vierten  Art.  Das  Polyeder,  das  von  dreissig  solchen  Flächen  be- 
grenzt ist  und  120  dreikantige  Ecken  hat,  ist  ein  System  von  dreissig  sich  kreuzenden  rhombischen 
Sphenoiden  (sägerandigen  Tetraedern),  bei  welchem  also  je  vier  Sphenoidflächen  in  eine  Ebene  fallen.  Es 
ist  ein  zugleich  gleicheckiges  und  gleichflächiges,  konvexes,  diskontinuierliches  Polyeder.  —  Die  Punkte  20 
geben  durch  ihre  Verbindungskanten  ein  Achteck  von  derselben  Gestalt  wie  die  Punkte  13,  das  ebenfalls 
die  Grenzfläche  eines  einseitigen  Vielflaches  ist.  Es  kommen  nun  nur  noch  die  äussersten  Punkte  23  in 
Frage.  Diese  bilden  eüi  konvexes,  kontinuierliches  Zwölfeck,  das  die  Grenzfläche  des  in  Nr.  158  zu  be- 
schi-eibenden  gleicheckigen  und  zugleich  gleichflächigen  Polyeders  darstellt.  Auch  das  ihm  polar  zugeordnete 
Polyeder  soll  dort  zur  Sprache  kommen.  Es  möge  hier  nur  noch  kurz  auf  die  nur  gleichflächigen  konvexen 
Vielflache  hingewiesen  werden,  deren  Grenzflächen  ebenfalls  in  der  vollständigen  Figur  des  Triakontaeders 
auftreten,  deren  imierer  Kern  also  das  genannte  Polyeder  ist.  Es  sind  dies  die  früher  beschriebenen  beiden 
Triakontaeder  höherer  Ai't;  das  der  dritten  Art  besitzt  zur  Fläche  den  von  den  Punkten  2  und  8  in  Fig.  18 
Taf.  II  gebildeten  Rhombus,  das  der  siebenten  Art  den  Rhombus,  der  sich  durch  Verbindung  der  Punkte  8 
und   14  in  derselben  Figur  ergiebt. 

157.  Das  30  (4  +  4  +  4)3-flächige  2  •  60  (3)i-Eck  der  15.  Art  und  das  ihm  polare  Polyeder.    Das  von 

den  Punkten  10  in  Fig.  18  Taf.  II  gebildete  konvexe  Vieleck  ist  ein  (4  +  4  -(-  4j- kantiges  und  zugleich 
(4  -j-  4  -|-  4)-eckiges  Zwölfeck  der  dritten  Art  mit  sechzehn  Doppelpunkten.  Dreissig  solche  Flächen  begrenzen 
das  in  Fig.  4  Taf.  XI  und  nochmals  in  Fig.  7  Taf.  XII  dargestellte,  zugleich  gleicheckige  und  gleichflächige, 
konvexe,  kontinuierliche  Polyeder,  das  2  ■  60  ungleichseitige,  di-eikantige  Ecken  hat,  von  denen  je  sechzig,  rechte  und 
Unke,  unter  sich  kongruent  sind.  Diese  Ecken  liegen  wie  die  einer  bestimmten  Varietät  eines  (12  -|-  20  -(-  30)- 
flächigen  2  •  60-Ecks.^)  Je  zwölf  Ecken  dieser  Varietät,  die  von  zwölf  (5  +  5)-kantigen  Zehnecken,  zwanzig  (3  +  3)- 
kantigen  Sechsecken  und  von  dreissig  (2  -f-  2)-kantigeu  Vierecken  begrenzt  wird,  liegen  auf  einer  Ebene,  die 
auf  einer  zweigliedrigen  Achse  senkrecht  steht.  Dreissig  solche  Ebenen  sind  eben  die  Flächen  des  inneren 
Triakontaeders,  bez.  des  dem  (12  -)-  20  +  •iO)-flächigen  2  •  60-Ecks  einbeschriebenen  gleicheckigen  und  gleich- 
flächigen Polyeders.  Durch  die  Punkte,  in  denen  die  zweigliedrigen  Achsen  die  Oberfläche  des  Polyeders 
treffen,  gehen  vier  von  dessen  Grenzflächen,  ohne  dass  die  Punkte  Ecken  des  Polyeders  wären;  durch  die 
Punkte,  in  denen  die  dreigliedi-igen  Achsen  die  Oberfläche  des  Polyeders  treuen,  gehen,  ohne  dass  sie  Eck- 
punkte sind,  sechs  Grenzflächen  hindurch.  Die  zuerst  genannten  Punkte  sind  in  Fig.  18  Taf  II  die  Punkte  9, 
die  an  zweiter  Stelle  genannten  die  Punkte  7.  Die  Art  des  Polyeders  ist  aus  der  Hessschen  Formel 
gleich  15  zu  berechnen.  —  Das  polare  ebenfalls  gleicheckige  und  zugleich  gleichflächige  Polyeder  ist  in 
den   Figuren    11  und  17    der   Taf.  XII    dargestellt.     Die    äussere    Hülle    ist    das    dem    Triakontaeder    polare 


4  19 

1)  Für  diese  Varietät  ist  «=  -,  t  =  —~-, —  _ , ,,  Hess  lü  a.  a.  0.  S   70. 

11  —  3  |/6  |/6  (2  ]/5  —  l) 
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Triakontagon  d.  h.  das  (12  -f-  20)-fl;lchige  "jO-Eck,  ein  Archimedeisches  Polyeder  mit  zwölf  regulären  fünf- 
kantigen und  zwanzig  regulären  dreikantigen  Flächen.  Jede  der  dreissig  Ecken  dieses  Polyeders  ist  zugleich 
eine  der  (4  -|-  4  -f-  4)-kantigen  Ecken  dritter  Art  des  einzuschreibenden  Polyeders,  das  hier  zu  besprechen 
ist.  Seine  Flächen  sind  2-60  ungleichkantige  Dreiecke,  sechzig  rechte  und  sechzig  linke.  Fig.  108  zeigt 
die  zwölf  Kanten  einer  Ecke  S  und  die  in  der  Reihenfolge  der  angesetzten  ZilFern  durch  sie  zu  legenden 
Ebenen.  Bezeichnet  man  die  drei  verschiedenen  Kanten  einer  Grenzfläche  nach  steigender  Grösse  geordnet 
mit  A"j,  /lg,  A3,  so  gehen,  wie  aus  Fig.  108  zu  ersehen  ist,  von  S  je 
vier  solche  Kanten  aus.  Eine  Kante  l\  geht  von  S  zur  übernächsten 
Ecke  eines  Zehnecks,  dessen  Kanten  sämtlich  solche  des  Triakontagons 
sind  und  in  dessen  Ebene  S  und  das  Centrum  des  Polyeders  liegen. 
Eine  Kante  Jc.^  verbindet  die  beiden  am  weitesten  von  einander  ent- 
fernten Ecken  eines  benachbarten  Drei-  und  Fünfecks  des  Tria- 
kontagons. Die  Endpunkte  der  von  S  ausgehenden  längsten  Kanten  k^ 
sind  solche  Ecken  der  Fünfecke,  welche  den  an  S  grenzenden  Fünf- 
ecken diametral  gegenüberliegen,  die  nicht  Nachbarpunkte  der  S 
gegenüberliegenden  Ecke  des  Triakontagons  sind.')  Die  innerste 
Zelle  des  Polyeders  ist  eine  bestimmte  Varietät^)  des  gleichflächigen 
(12  -(-  20  -(-  30)-eckigen  2  •  60-Flaches  (Dyakishexekontaeders)  und 
man  kann  seine  Grenzfläche  daher  wieder  erhalten,  indem  man  die 
vollständige  Figur   der  Ebenen  dieses   innersten  Kernes   zeichnet.') 

Fig    108. 

158.  Das  30  (4  -f  4  -f  4)5-flächige  2  •  60  (3)i-Eck  der  45.  Art 
und  das  ihm  polare  Polyeder.  Das  letzte  zu  beschreibende  gleicheckige  und  zugleich  gleichflächige  konvexe 
kontinuierliche  Polyeder,  dessen  Grenzfläche  das  in  der  vollständigen  Figur  des  Triakontaeders  enthaltene 
(4  -f-  4  -f-  4) -kantige  und  (4  -f-  4  -}-  4) -eckige,  von  den  Punkten  23  in  Fig.  18  Taf  II  gebildete  Zwölf  eck 
fünfter  Art  ist,  findet  sich  in  den  Figuren  8  und  2()  auf  Tafel  XII  dargestellt.  Die  Grenzfläche  hat  hier 
die  für  ihre  Art  a  =  5  charakteristische  Maximalzahl  von  48  Doppelpunkten.  [(5  —  1)  •  12  ^  48.]  Es  lässt  sich 
daher    der  Wert  der  Zahl  A  für    dieses  Polyeder   mit  120  dreikantigen   Ecken    erster  Art  und   180  Kanten 

ausser   aus    der   Hessschen   Formel    auch    aus    der    m  Nr.  136  abgeleiteten   berechnen;    aus  -—--  =  2A  — 

(120  -}-  30  —  180)  folgt  A  =  45.  Die  sechzig  rechten  und  sechzig  linken  Ecken,  jede  von  drei  vei-schieden 
langen  Kanten  gebildet,  sind  die  eines  (12 -|- 20 -|- 30)-flächigeu  2-60-Ecks  und  zwar  derjenigen  Varietät, 
für  welche  je  zwölf  Ecken  auf  einer  Ebene  liegen,  die  auf  einer  zweigliedrigen  Achse  senki-echt  steht.*)  Die 
betr.  zwölf  Ecken  sind  eben  die  einer  Grenzfläche  des  Polyeders  4f).  Art.  Die  Punkte  8  in  der  Ebene  einer 
seiner  Flächen  (Fig.  18  Taf.  II)  sind  Knotenpunkte  auf  der  Oberfläche  des  Polyeders,  durch  welche  fünf 
seiner  Ebenen  gehen"');  durch  die  Knotenpunkte  14  gehen  drei  Flächen*),  durch  die  Knotenpimkte  15  aber 
vier  Flächen  des  Polyeders.')  Die  genannten  Punkte  gehören  zu  den  D()p])elpunkten  zweiter  Klasse  des  Vicl- 
fiaches;  solche  der  ersten  Klasse  sind  an  dem  Modell,  soweit  sie  in  der  sichtbaren  Oberfläche  liegen  (wie  die  Punkte 
20,  17,  18,  19,  21  und  gewisse  Punkte  22),  bei  gleichzeitiger  Benutzung  der  Zeichnimg  der  Grenzfläche  leicht 
aufzufinden.     Die    Gesamtzahl  D^    der    Doppelpunkte    erster    Klasse    ist    übrigens    1720,    die    zweiter    Klasse 


1)  In  Fig.  108  erscheinen  diese  Kanten  verkürzt. 

2)  Für  diese  Varietät  sind  a  und  r  die  reziproken  Werte  der  vorher  angeführten  s  und  f. 

3)  Vergl.  Fig.  10  der  zweiten  Tafel  in  Hess  lil. 


4)  Für  diese  Varietät  ist  s  = 


3|/5 


t  = 


V6 


Hess  m  a.  a.  0.  S.  82. 


6         '  3 

5)  In  Fig.  20  Taf.  XII  ist  einer  dieser  Punkte  als  Spitze  des  nach  innen  gehenden   fünfkantigen  Trichters  sichtbar. 

6)  Die  innersten  Punkte  der  dreikantigen  trichterförmigen  Öffnungen  in  Fig.  20  Taf.  XH. 

7)  In  Fig.  8  Taf.  XU  ist  ein  solcher  Punkt  die  innere  Spitze  der  gerade   dem   Beschauer  zugewiuidten  vierkantigen 
trichterförmigen  Öffnung. 
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F.   Die  besonderen  Vielflache  höherer  Art. 


Dj  =  1240.     Die  Bestimmung  dieser  und  anderer  Doppelelemente   lässt   sich  auch   hier   durch  Untersuchung 
der  vollständigen  Fig.  18  Taf.  U  in  Verbindung  mit  der  Betrachtung  des  Modells  unschwer  durchführen. 

Das  dem  beschriebenen  polare  zugleich  gleicheckige  und  gleichflächige  30  (4  -j-  4  -f-  4)j- eckige 
2  •  60  (3)j-Flach  der  45.  Art  ist  in  den  Figiu-en  12  imd  21  auf  Tafel  XII  dargestellt.  Seine  Grenzflächen 
sind  sechzig  rechte  und  sechzig  linke  ungleichkantige  Dreiecke,  die  dreissig  zwölfkautigen  Ecken  fünfter  Art 
die  eines  Triakontagons.  Die  zwölf  von  einer  Ecke  S  dieses  Polyeders  ausgehenden  Kanten  des  ihm  ein- 
beschriebenen Vielflaches  45.  Art  zeigt  Fig.  109,  und  durch  die  Ziffern  an  den  Enden  der  Kanten  findet  man 

die  Reihenfolge,  in  welcher  die  die  Ecke  bildenden  Ebenen  durch 
sie  zu  legen  sind.  Äj  <  Äo  <  Äj  sind  die  drei  Kanten  einer  Fläche, 
von  denen  je  vier  von  der  Ecke  S  ausgehen.  l\  ist  identisch  mit 
der  Kante  1;.,  des  in  Nr.  157  an  zweiter  Stelle  beschriebenen  Poly- 
eders; die  jetzt  mit  A",  bezeichnete  Kante  ist  identisch  mit  der  Kante 
A3  jenes  Polyeders.  Die  vier  von  S  ausgehenden  Kanten  \  in 
Fig.  109  sind  die  nach  den  vier  Ecken,  welche  der  S  diametral 
gegenüberliegenden  Ecke  benachbart  sind.  Durch  die  Punkte,  in 
denen  die  fünfzähligen  Achsen  des  Triakontagons  die  Oberfläche  des 
Polyeders  treffen,  gehen  zehn  von  dessen  Ebenen,  durch  die  End- 
punkte der  dreizähligen  Achsen  in  der  Oberfläche  gehen  sechs  Ebenen; 
die  Ecken  des  Polyeders  aber  mit  ihren  zwölf  Ebenen  sind  die 
Endpunkte  der  zweizähligen  Achsen.  Die  innerste  Zelle  des  Poly- 
eders ist  eine  bestimmte  Varietät  des  (12  -|-  20  -(-  30) -eckigen 
2  •  60-Flachs. ')  Konstruiert  man  zu  einer  Fläche  desselben  die  voll- 
ständige Figur,  so  kann  man  aus  ihr  die  Grenzfläche  des  Polyeders, 
deren  aussen  am  ModeU  sichtbaren  Teile,  die  Doppelpunkte  u.  s.  w.  wieder  ablesen.^)  —  Rechnet  man  die 
vier  regulären  Polyeder  höherer  Art,  die  Kepler-Poinsotschen  Körper,  mit  unter  die  zugleich  gleicheckigen 
und  gleichflächigen  konvexen  kontinuierlichen  Polyeder,  so  haben  sich  deren  im  ganzen  zwölf  ergeben, 
nämlich  sechs  Paare  polar-zugeordnete,  und  es  ist  nachgewiesen  worden,  dass  dies  in  der  That  die  einzig 
möglichen  sind.^) 

159.  Über  diskontinuierliche  Polyeder,  welche  konzentrische  Anordnungen  regulärer  Polyeder  erster 
oder  höherer  Art  sind.  Konzentrische  Anordnungen  Platonischer  Polyeder  stellen  ein  gleicheckiges  imd  zu- 
gleich gleichflächiges  (diskontinuierliches)  Vielflach  dar,  wenn  die  innerste  räimiliche  Zelle  ein  gleichflächiges, 
die  äussere  HüUe  ein  gleicheckiges  Polyeder  erster  Art  ist,  ein  reguläres  Polyeder  höherer  Art  aber  nur 
dann,  wenn  sowohl  innerste  Zelle  als  äusseres  Hüllpolyeder  regulär  sind.  In  diesem  Sinne  haben  als  regel- 
mässige diskontinuierliche  Vielflache  höherer  Art  nur  die  bereits  beschriebenen  Systeme  von  zwei,  fünf  und 
zehn  Tetraedern  zu  gelten,  während  die  Systeme  von  fünf  Hexaedern  und  fünf  Oktaedern  nur  als  gleicheckige 
imd  zugleich  gleichflächige  Polyeder  höherer  Art  zu  betrachten  sind.*)  Konzentrische  Anordnungen  von 
Dodekaedern  und  Ikosaedern,  die  hier  anzuführen  wären,  scheinen  nicht  zu  existieren.  Demi  das  System  von 
zwei  Dodekaedern,  Fig.  31  Taf.  VIII,  das  sich  aus  den  -f-  und  —  Flächen  des  Pyramidenwürfels  ergiebt  (^vergl. 
Nr.  105  und  Fig.  89  daselbst),  ist  kein  zugleich  gleicheckiges  und  gleichflächiges  Polyeder  höherer  Art  in 
dem  genannten  Sinne,  da  wohl  der  innere  K«m  ein  gleichflächiges  Polyeder,  eben  das  Tetrakishexaeder,  ist, 
die  äussere  Hülle  aber  kein  gleicheckiges  Polyeder  darstellt.  Das  Entsprechende  gilt  natürlich  für  das  polare 
System  zweier  Ikosaeder.     Hier  ist  die  äussere  Hülle  ein  (G -|- 8) -flächiges  6-4-Eck,  und  von    den  Flächen 


1)  Die  Werte  von  e  und  x  ergeben  sich  aus  den  vorigen  für  .s  und  t. 

2)  Vergl.  Hess  III  S.  92  und  Fig.  11  auf  Taf.  II  daselbst. 

3)  Vergl.  die  Bemerkung  Hess  IH  a.  a.  0.  S.  9."). 

4)  Eine  Reihe  gleichnckiger  und  zugleich  gleichflächiger  diskontinuierlicher  Polyeder  höherer  Art  ergiebt  sich  auch 
durch  Kombination  von  Sphenoiden.     Marburger  Berichte  1878.  Nr.  2. 


\ 
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des  einen  Ikosaeders  liegen  acht  mit  solchen  des  andern  in  einer  Ebene.  Je  zwei  solche  Dreiecke  beider 
Ikosaeder  bilden  ein  diskontinuierliches  Sechseck  zweiter  Art,  dessen  innere  Zelle  ein  gleichkantiges  Sechseck 
erster  Art  mit  abwechsebid  gleichen  Winkeln  ist.  Die  acht  Ebenen  sind  die  eines  regulären  Oktaeders.  Die 
imiere  Polyederzelle  ist  jedoch  nicht  gleichflächig.  —  Es  existieren  aber  nun  noch  konzentrische  Anordnungen 
von  regulären  Polyedern  höherer  Art,  welche  diskontinuierliche  zugleich  gleicheckige  und  gleichflächige 
Polyeder  darstellen.  Zu  ihi-er  Ableitmig  gehe  man  von  dem  zweiten  Hauptnetze  (Fig.  15  Taf.  II)  aus. 
Konstruiert  man  zu  den  sechs  Punkten  G  und  den  zehn  Punkten  C  die  Aquatoren  (Polaren)  g  und  c,  deren 
Ebenen  parallel  den  Grenzflächen  eines  Dodekaeders,  bez.  Ikosaeders  liegen,  so  ergiebt  sich  in  Verbindung 
mit  den  fünfzehn  Hauptkreisen  c  des  zweiten  Hauptnetzes,  die  die  Aquatoren  zu  den  Ecken  H  sind,  und 
deren  Ebenen  parallel  den  Flächen  eines  Triakontaeders  laufen,  ein  von  6  -f-  10  -j-  15  Hauptkreisen  (g,  c  und  e) 
gebildetes  Netz.  Zu  den  Ecken  C,  G  und  B  —  nur  durch  die  Ecken  Ji  gehen  auch  noch  je  zwei  neu  ein- 
gezeichnete Hauptkreise  g  und  c  —  kommen  folgende  neue  Schnittpunkte.  Sechzig  Punkte  D,  in  denen 
sich  je  zwei  Hauptkreise  c  und  ein  Kreis  c  schneiden,  sechzig  Punkte  E  als  Schnittpunkte  eines  Kreises  c 
mit  einem  Kreise  c  und  sechzig  Punkte  F,  gebildet  von  je  einem  Kreise  c  und  g  (vergl.  die  Fig.  29  Taf  XV 
und  Fig.  30  Taf.  XVI  in  Hess'  Kugelteilung).  Die  sechzig  Punkte  E  liegen  wie  die  Ecken  eines  gewissen 
(12  +  20)-flächigen  12-5-Ecks,  die  sechzig  Punkte  F  wie  die  Ecken  eines  (12  -f  20  +  30)-flächigen  60-Ecks. 
Es  bilden  nun  die  sechzig  Punkte  E,  int  Verein  mit  den  zwanzig  Punkten  C  die  Eclqnmkte  eines  Systems 
von  fünf  konzentrischen  Dodekaedern,  die  sich  dem  Netz  einschreiben  lassen,  wobei  in  jedem  Punkte  C  zwei 
Ecken  von  Dodekaedern  zusammenfallen.  Jedes  der  fünf  Dodekaeder  hat  zwölf  Ecken  E  und  acht  Ecken  C, 
während  das  durch  die  zwanzig  Ecken  C  selbst  bestimmte  Dodekaeder  nicht  dem  System  angehört.  Der 
innerste  Kern  dieses  Systems  ist  eine  bestimmte  Varietät  eines  Deltoidhexekontaeders,  dessen  Flächen  parallel 
den  Äcpiatoren  der  Punkte  F  sind.  Konstruiert  man  nun  durch  Verlängerung  sämtlicher  Ebenen  der  fünf 
Dodekaeder  aus  jedem  das  12-eckige  Stera-12-Flach,  so  ist  dann  dieses  System  von  fünf  regulären  Polyedern 
dritter  Art  ein  zugleich  gleicheckiges  und  gleichflächiges  diskontinuierliches  Polyeder  fünfzehnter  Art,  denn 
an  dem  innersten  gleichflächigen  Kerne  wird  dabei  nichts  geändert,  die  sechzig  Ecken  aber  liegen  wie  die 
Punkte  F,  d.  h.  wie  die  Ecken  des  oben  genannten  gleicheckigen  Polyeders  erster  Art.  —  Diesem  dis- 
kontinuierlichen Polyeder  aus  fünf  12-eckigen  Stern-12-Flachen,  dessen  innerer  Kern  übrigens  polar  der 
äusseren  HüUe  ist,  ist  reziprok  ein  System  von  fünf  konzentrischen  12-flächigen  Stern-12-Ecken  zugeordnet, 
das  aus  dem  System  von  Ikosaedern,  die  den  obigen  fünf  Dodekaedern  polar  entsprechen,  in  bekannter  Weise 
zu  erhalten  ist.  Innerer  Kern  und  äussere  Hülle,  aus  denen  des  vorigen  Systems  sofort  ablesbar,  sind  dann 
auch  hier  polar-reziprok. 

160.   Einteilung  der  nicht- konvexen  Polyeder  jn  zwei  Al)teilunj:;eu  nach  dem  Werte  von  A.    Es 

sollen  im  folgenden  noch  einige  merkwürdige,  nicht-konvexe,  zugleich  gleicheckige  und  gleichflächige  Polyeder 
kurz  beschrieben  werden.')  Zuvor  seien  einige  allgemeinere  Betrachtimgen  über  nicht- konvexe  Polyeder 
überhaupt  eingefügt.  Vertauscht  man  bei  einem  Polygon  in  der  Ebene  Innen-  und  Aussenseite,  indem  man 
das  andre  Ufer  des  Perimeters  schraffiert  (vergl.  Nr.  4),  so  ist  die  neue  Art  a  die  Ergänzung  der  vorigen  a 
zu  n,  d.  h.  der  Zahl  der  Kanten  des  Polygons.  Ein  analoger  Satz  gilt  für  Polyeder.  Es  soll  also  unter- 
sucht werden,  welcher  Wert  sich  für  die  Art  A  eines  solchen  ergiebt,  nachdem  man  die  Innenseite  mit  der 
Aussenseite  vertauscht  hat*),  d.  h.  die  der  vorigen  abgewendete  Seite  gefärbt  hat.  Ebenso  wie  bei  den 
Polygonen  der  betr.  Satz  nur  von  Wesenheit  für  die  sogenannten  überschlagenen  Figuren  war,  da  nur  bei 
diesen  von  einer  Art  Gleichberechtigxmg  der  beiden  Perimeterseiten  gesprochen  werden  konnte,  so  ist  auch 
der  entsprechende  Polyedersatz  wesentlich  nur  von  Interesse  für  die  nicht- konvexen  Vielflache  (d.  h.  solche 
mit  überstumpfen  Flächenwinkeln),  deren  Grenzflächen"')  aus  Zellen  mit  teils  positiven,  teils  negativen 
Koeffizienten  bestehen,  deren  Oberfläche  also  zum  Teil  durch  die  Innenseite,  zum  Teil  durch  die  Aussenseite 
der  Grenzflächen  gebildet  wird.     Es  gilt   nun  für  die  Art  A  eines  nicht -konvexen  Polyeders  die  Hesssche 

1)  Vergl.  hierzu  Hess,  Marburger  Berichte  1877.  Nr.  1. 

2)  Es  handelt  sich  also  nur  um  zweiseitige  Vielflache.  3)  Wenigstens  einige  derselben. 


214  F.    Die  besonderen  Vielflache  höherer  Art. 

Formel:  2  J.  =  2Jc(  -}-  Za  —  K  —  Z'/;,  worin  auch  die  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Grössen  die  frühere 
Bedeutung  haben.  Yertauscht  man  jetzt  die  beiden  Seiten  des  Polyeders,  so  ist  die  Art  A,  die  Art  einer 
Ecke«',  die  einer  Fläche a' und  die  Zahl  der  überstumpfen  ebenen  Winkel  Zh',  ^so:2 A  =  Ea  -\- Ea — K — Eh'. 
Die  Addition  dieser  und  der  vorigen  Gleichung  giebt:  2 {A -\-A)  =  E{k  + u)-\- E{a  -\-a)  —  2K—E(k  +  k'). 
Es  ist  aber  (yergl.  Nr.  4)  E (a  -\-  a)  =  En  (wenn  n  die  Kantenzahl  der  Fläche  bedeutet)  ^2K,  da  jede 
Polyederkante  zweimal  auftritt.  E  {k  -\-  h')  =  En  ^^  2K;  denn  diu-ch  Yertauschung  der  beiden  Seiten  jeder 
Fläche  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  durch  die  Schraffierung  des  andern  Perimeterufers  werden  die 
einspringenden  mit  den  ausspringenden  Winkeln  vertauscht.  Endlich  ist  E  (a  -{-  a)  =  2 Em  =  4K  (imter 
m  die  Kantenzahl  der  Ecke  verstanden),  denn  bei  Vertauschimg  der  Innen-  mit  der  Aussenseite  des  Polyeders 
werden  sowohl  die  Flächenwinkel  als  auch  die  Kantenwiakel  jeder  Ecke  durch  ihre  Ergänzung  zu  2]t  ersetzt. 
Danach  wird  die  obige  Gleichung  zu  2  (^  -|-  A)  ^  2K  d.  h.  A  =  K  —  A.  Es  folgt  aus  dieser  Relation, 
dass  man  die  Bestimmung  von  Innen-  und  Aussenseite  des  Polyeders  (die  betr.  Färbung  der  Obei-fläche) 
immer  so  treffen  kann,  dass  die  Art  A  den  kleiaeren  der  möglichen  Werte  erhält.     Wie  also  für  ein  ebenes 

Polygon    stets  a  ^-^  gewählt  werden  kann,  so  für  eia  Polyeder  A^  —.     Für  solche  Polyeder,    die  durch 

Vertauschung  der   beiden  Seiten   der  Obei-fläche    gewissennassen    in   sich   selbst    übergehen,    indem    zu    jeder 

Flächenzelle    des   Koeffizienten  -j-  (p   jeder    Grenzfläche    eine    ihr   (absolut   genommen)    kongruente    mit    dem 

IT- 
Koeffizienten  —  9  existiert,  ist  demnach  J.  =  —  .^)     Aus  der  eben  beschriebenen  Beschaffenheit  der  Grenz- 
flächen folgt  aber,  dass  die  gesamte  Oberfläche  eines  solchen  Polyeders  NuU  ist.     Dann  ist  aber   auch  sein 
Inhalt  Null.     Nichtsdestoweniger  sind  solche  Polyeder  zweiseitig,  erfüllen  also  das  Möbiussche  Kantengesetz. 
Es  sollen  nun  die  noch  zu  beschreibenden  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen  nicht-konvexen  Polyeder 

r- 

in  zwei  Abteilungen  geordnet  werden.     Für  die  der  ersten  Abteilung  sei  A  <i—,    fiii-    die    der    zweiten   Ab- 

t- 
teüung,  deren  Obei-fläche  und  Inhalt  NuU  ist,  J.  =  — . 

161.  Xicht-konvexe  zugleich  gleicheckige  uud  gleichflächige  Polyeder  der  ersten  Abteilung.    Die 

Methode    der    Bestimmung    nicht    konvexer    zugleich    gleicheckiger    und    gleichflächiger  Vielflache    ist    ihrem 

D  00000 

Wesen  nach  dieselbe  wie  die  zur  Bestimmung  der  konvexen  Vielflache  dieser  Beschaffenheit  von  Ecken  und 
Flächen  dienende.  Der  innere  Kern  eines  solchen  nicht-konvexen  Polyedei-s  ist  wiederum  ein  gleichflächiges, 
die  äussere  HüUe  ein  gleicheckiges  Polyeder  erster  Art.  Danach  ergeben  sich  die  beiden  Konstruktionen: 
entweder  aus  der  äusseren  Hülle  oder  dem  inneren  Kerne,  d.  h.  durch  Betrachtung  der  vollständigen  Figuren 
der  Ebenen  der  gleichflächigen  Polyeder  erster  Ai-t.  Die  auf  einerlei  Ki-eise  um  den  Mittelpunkt  der  Zeichen- 
ebene liegenden  Punkte,  die  durch  ihre  Verbindungslinien,  d.  h.  Spuren  der  übrigen  Ebenen,  ein  kontinuier- 
liches Polygon  ergeben,  dessen  Kanten  nicht  sämtlich  dem  Mittelpunkt  ihi-e  Aussenseite  zukehren,  bilden  die 
Ecken  der  Grenzfläche  eines  der  verlangten  nicht-konvexen  Polyeder.  Häufig,  aber  nicht  notwendig,  ist  ein 
Teil  der  Innenwinkel  der  Grenzfläche  ttberstumpf  Durch  Betrachtung  der  vollständigen  Figuren  der  gleich- 
flächigen  Polyeder  erster  Art  haben  sich  vier  solche  nicht-konvexe  Polyeder  höherer  Ai-t  ergeben,  für  welche 

A  <i  -^  ist^);  diß  beiden  ersten  gehören  der  ersten  Ordnung,  die  übrigen  der  zweiten  Ordnung  der  zweiten 
Hauptklasse  an. 

1)  Das  8  •  ^-eckige  24-Flach  der  18.  Art,  Fig.  1 1  Taf.  XI.  Das  innere  gleichflächige  Polyeder  erster 
Art  ist  die  Archimedeische  Varietät  des  (6  +  8  4-  12)-eckigen  24-Flaches  (des  Deltoidikositetraeders),  die  äussere 
gleicheckige  Hülle  die  Archimedeische  Varietät  des  (G  -}-  8)-flächigen  8 . 3-Ecks.  Die  24  kongruenten  Grenz- 
flächen  sind   symmetrische   konvexe   Fünfecke   der  zweiten  Art,  von  deren  2  -f-  2  -f-  1   Kauten   die   senkrecht 


1)  Die  ebenen  Polygone  die  ihnen  entsprechen  sind  solche,  die  durch  Schraffierung  des  andern   Perimeterufers   mit 
sich  selbst  identisch  bleiben,  wie  z.  B    das  überschlagene  Viereck  oder  das  Sechseck  VI,,,  Taf.  I  mit  7  Doppelpunkten. 

2)  Hess,  Marburger  Berichte  1877  Nr.  1. 
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zur  Symmetrielinie  der  Flächen  liegende  Kante  dem  Mittelpunkt  des  Polygons  iki-e  Aussenseite  zuwendet.*) 
Die  unter  sich  kongruenten  Ecken  sind  symmetrisch  fünfflächig  der  zweiten  Ai-t  mit  2  -j-  2  -j-  1  ebenen  und 
2  +  2  +  1  Flächenwinkeln,  Yon  denen  der  letzte,  der  an  der  fünften  eben  erwähnten  Kante  der  Grenzfläche 
liegt,  überstumpf  ist. 

2)  Das  24-ecJiige  8  •  'd-Flach  der  18.  Art  ist  polar  zu  dem  vorigen,  wonach  sich  innerer  Kern  und 
äussere  HüUe  ergiebt.  Die  Grenzfläche  ist  ein  symmetrisches,  nicht-konvexes  Fünfeck  der  zweiten  Art^)  mit 
zwei  überstumpfen  Winkeln  und  einer  dem  Mittelpunkte  des  Polygons  die  Aussenseite  zuwendenden  Kante. 
Die  positive  Zelle  des  Fünfecks  ist  ein  Deltoid,  die  negative  Zelle  ein  gleichschenkliges  Dreieck.  Die  vier- 
undzwanzig kongruenten  fünfflächigen  Ecken  besitzen  2  +  2+1  ebene  Winkel,  von  denen  2  +  2  aus- 
springend, und  2  +  2  +  1  Flächenwinkel,  von  denen  2  +  1  ausspringend,  dagegen  zwei  einspringend  sind. 
Die  Art  k  dieser  Ecken  ist  4. 

3)  Das  12 -eck ige  12 -Flach  der  18.  Art.  Dieses  autopolare  Vielflach  zeigt  Fig.  7  Taf  IX. ^)  Die 
äussere  Hülle  ist  das  Ikosaeder,  der  innere  Kern  das  Dodekaeder.  Die  vollständige  Figur  der  Ebenen  des 
Dodekaeders  Fig.  16  Taf.  II  zeigt  die  Grenzfläche  dieses  Polyeders,  die  aus  sämtlichen  die  Punkte  2  unter 
einander  verbindenden  Kanten  gebildet  wird.  Es  ist  ein  (5  +  5)-kantiges  gleicheckiges  Zehneck  der  vierten 
Art,  in  welchem  je  zwei  Ecken  zusammenfallen. *J  Die  innerste  Zelle  hat  den  Koeffizienten  —  1,  die  an  sie 
grenzenden  dreieckigen  Zellen  den  Koeffizienten  Null  (sind  also  Löcher  in  der  Fläche),  die  äusseren  drei- 
eckigen Zellen  den  Koeffizienten  +  1.  Von  den  zehn  Kanten  wenden  die  fünf,  für  sich  ein  Stemfünfeck 
bildenden,  dem  Mittelpunkte  die  Aussenseite  zu.  Aus  der  Beschaffenheit  der  Grenzfläche  ergiebt  sich,  dass  der 
innere  dodekaedrische  Kern  des  Polyeders  seinem  Centrum  die  Aussenseite  zukehrt.  Die  zwölf  Ecken  sind 
(5  +  5)-kantige  der  vierten  Art,  deren  zehn  ebene  Winkel  gleich  sind.  Die  Flächenwinkel  sind  abwechselnd 
ein-  und  ausspringend.  Je  zwei  Flächen  einer  Ecke  liegen  in  einer  Ebene. ^)  Die  auf  den  Seitenflächen  des 
inneren  Dodekaeders  aufsitzenden  regulär-fünfseitigen  Pyramiden  haben  den  Koeffizienten  Null,  sind  also 
Höhlungen  des  Gesamtpolyeders. 

4)  Das  20-ecl;ige  20-Flach  der  10.  Art,  Fig.  26  Taf  VIH,  ist  ebenfalls  autopolar.  Der  innerste  Kern 
dieses  bereits  in  Nr.  153  angeführten  Polyeders  ist  das  Ikosaeder,  die  äussere  HüUe  das  Dodekaeder.  Von 
den  vier  Zellen  der  (3  +  3) -kantigen  Grenzfläche  zweiter  Art  sind  die  drei  äusseren  positiv,  die  innere 
negativ,  so  dass  das  Ikosaeder  seinem  Centrum  die  Aussenseite  zuwendet.  Die  Ecken  sind  (3  +  3)-kantig 
der  zweiten  Art;  die  sechs  ebenen  Winkel  sind  gleich,  die  Flächenwinkel  abwechselnd  ein-  und  ausspringend. 
Auch  hier  haben  die  dreiseitigen  auf  den  Flächen  des  Ikosaeders  aufsitzenden  Pyramiden,  deren  Spitzen  in  den 
Ecken  des  Polyeders  liegen,  den  Koeffizienten  Null. 

162.  Nicht-konvexe  zugleich  gleicheckige  und  gleichflächige  Polyeder  der  zweiten  Ahteilnng.     Diese 

in  Nr.  160  im  allgemeinen  charakterisierten  Vielflache  gehören  teils  dei-  ersten  Haupt- 
klasse nach  der  früheren  Bezeichnung  au  {die  Siephanoide),  teils  den  beiden  Ordnungen 
der  zweiten  Hauptklasse.  —  Verbindet  man  je  zwei  aufeinanderfolgende  Ecken  einer 
der  beiden  Deckflächen  eines  geraden  «-seitigen  Prismas  mit  den  beiden,  den  senk- 
recht über  ihnen  in  der  andern  Deckfläche  liegenden  benachbarten  Ecken,  wie  es 
Fig.  110  andeutet,  so  entstehen  2n  überschlagene  Vierecke  der  zweiten  Art  mit  je 
zwei  (absolut  genommen)  kongruenten  dreikantigen  Zellen  der  Koeffizienten  +  1  und 
—  1.  Von  den  vier  Kanten  eines  solchen  Vierecks  kehren  zwei  (z.  B.  BC  und  CD 
in  Fig.  110)  dem  Mittelpunkte  die  Aussenseite  zu.  Die  2n  Vierecke  bilden  die  zu- 
sammenhängende Oberfläche  eines  nicht -konvexen  Polyeders,  dessen  2w  Ecken  über- 
schlagene   vierkantige    der    vierten  Art    sind.     Von    den  2  +  2  ebenen,    wie   von   den 

1)  Der  Mittelpunkt  dieses  Sternfünfecks  liegt  also   in   einer  der  fünf  äusseren   dreikantigen  Zellen. 

2)  Isomorph  mit  der  ersten  Figur  V, ,  j  auf  Taf.  I. 

3)  Es  ist  also  nach  seinem  äusseren  Ansehen  identisch  mit  dem  12-flächigen  Stem-12-Eck. 
i)  Au8  Fig.  16  Taf.  I  durch  Zusammenfallen  der  Punkte  1  und  1',  2  und  2'  u.  s.  w.  zu  erhalten. 

5)  Der  sphärische  Schnitt  der  Ecke  ist  ein  Stornfünfeck  ohne  die  fünf  den  innem  Kern  begrenzenden  Strecken. 
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2  -\-  2  Flächeuwinkelu  sind  je  zwei  aus-,  je  zwei  einspringend.  Die  äussere  Hülle  dieses  zugleich  gleich- 
eckigen  und  gleichflächigen  autopolaren  Polyeders  ist  das  »-seitige  Prisma,  aus  dem  es  konstruiert  wurde; 
der  innerste  Kern  ist  eine  gerade  Doppelpyramide  über  2w-eckiger  regulärer  Basis,  deren  Koeffizient, 
wie  der  mehrerer  anliegenden  Zellen  Xull  ist,  so  dass  im  Innern  des  Polyeders  eine  Höhlung  erscheint,  wo- 

dui-ch  das  gesamte  Gebilde  eine  ki-onenförmige  Gestalt  erhält.    Diese  Gruppe  von  Polyedern,  für  «  ^  5,  6 , 

wiirde  danach  als  die  der  Sfephanoide  der  ersten  Ordnuna  bezeichnet.  Fig.  24  Taf.  Vill  zeigt  ein  solches 
Stephanoid  für  n  =  ö.^)  Die  Stephanoide  der  ziceiten  Ordnung  werden  in  ähnlicher  Weise  aus  den  kron- 
randigen  (2  -|-  2 «^-flächigen  2K-Ecken  als  äusseren  Hüllen  konstruiert,  wie  die  erste  Ordnung  aus  den  Prismen. 
Verbindet  man  je  zwei  Ecken  der  beiden  Deckflächen  eines  solchen  kronrandigen  2H-Ecks,   wie  es  Fig.  111 

andeutet   (zwei    benachbarte   Ecken   einer  Deckfläche   mit   zwei   durch   eine  Ecke   ge- 

_  ^^^  trennten  Ecken  der  andern),  zu  einem  überschlagenen  Viereck,  so  bilden  die  2«  Vier- 

-^l'-.  -'/i       ecke    die    zusammenhängende    Obei-fläche    eines    zugleich    gleicheckigen    und    gleich- 

IVS.        ""'■;'     y    f<       flächigen  nicht-konvexen  Polyeders  (w  ^  4,  5,  6  . . .  .),  dessen  Ecken  ebensolche  wie 

j\    X    /'  ,^  /     I'       die  der  Polveder  der  vorigen  Gruppe  sind.     Der  innerste  Kern,  ein  (2  +  2«)-eckiges 

;  t       XV'   -if'       2w-Flach,  besitzt  den  Koeffizienten  Null,    fällt  also    heraus.     Fig.  4  Taf.  VHI  zeigt 

1    \     ,'/\,    V     I  ;       für  n  =  b  ein    solches    Stephanoid    der    zweiten    Orchiung.      Die  es  bildenden  räiun- 

'•\!y  %^  |/         liehen  Zellen  sind   zehn    tetraedrische ,    deren    längste  Kanten    die    Kronenkanteu  des 

^K -f;  äusseren    Hüllpolyeders    sind,    und    von    denen    jede    mit    der    vorhergehenden    xmd 

Pig.  111  folgenden   nur    längs   einer  Strecke   zusammeustösst.     Diese    zehn    Zellen    haben    ab- 

wechselnd die  Koeffizienten  -)-  1  und  ^-  1 ,  und  erscheinen,  wenn  man  das  Modell 
a\if  einer  Seite  färbt,  aussen  abwechsehid  gefärbt  imd  nicht  gefärbt.  Es  ergiebt  sich  auch  hierdurch  sofort, 
dass  das  Polyeder  den  Inhalt  Nvül  hat.  Die  A_rt  jedes  Stephanoides  eines  bestimmten  n  bestimmt  sich  nach 
der  Hessschen  Formel  zu  A^ A'  =  2n.  —  Aus  der  ersten  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse  sind  zwei  nicht- 
konvexe  Polyeder,  der  zweiten  Abteiluug  zugehörig,  anzuführen,  die  zu  denen  unter  1)  und  2)  in  voriger 
Nummer  besprocheneu  in  gewisser  Beziehung  stehen.  Das  8  •  ?>-echige  24-Flach  der  36.  Art  besitzt  dieselben 
Ecken,  nämlich  die  eines  (6  -(-  8)-flächigen  8  ■  ;>-Ecks,  und  die  Ebenen  derselben  Flächen  eines  Deltoid- 
ikositetraeders,  wie  jenes  unter  T)  beschriebene  Polyeder.  Die  Grenzfläche  ist  aber  ein  Sechseck  ckitter 
Art,  von  dessen  2  -|-  2  -j-  2  Ecken  zwei  in  einem  Punkte  zusammenfallen,  so  dass  die  fünf  Punkte  genau 
mit  den  fünf  Eckpunkten  der  Grenzfläche  des  Köi-pers  1)  voriger  Nummer  übereinstimmen.-)  Von  den 
2  -f-  2  +  2  Kanten  kehren  di"ei  (je  eine  jeder  Grösse)  dem  Mittelpunkt  die  Aussenseite  zu.  Es  besitzt  die 
innere  Zelle,  die  ein  Deltoid  ist,  den  Koeffizienten  Null.  Von  den  vier  dreieckigen  Zellen  sind  je  zwei  ent- 
gegengesetzt gleich,  so  dass  die  Oberfläche  des  ganzen  Polygons  Null  ist.  Auch  die  iimerste  ZeUe  des  Polyeders 
besitzt  diesen  Koeffizienten,  ist  also  eine  Höhlung  desselben.  Die  8  •  3  kongrueuten  Ecken  sind  sechsflächig 
der  sechsten  Art;  zwei  von  den  2  -j-  2  -f-  2  ebenen  Winkeln  liegen  in  einer  Ebene  und  es  sind,  ebenso 
wie  bei  den  3  -|-  3  Flächenwinkeln,  je  cb-ei  aus-  und  je  drei  einspringend.  —  Das  tliesem  Körper  polare 
Polyeder  besitzt  die  Ecken  und  die  Ebenen  der  Flächen  des  Polyeders  2)  der  vorigen  Abteilung,  und  seine 
Grenzflächen  und  Ecken  sind  von  derselben  Gestaltung  und  Art  wie  die  des  eben  beschriebenen  Polyeders. 
—  Aus  der  zweiten  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse  sind  fünf  zugleich  gleicheckige  und  gleichflächige  nicht- 
konvexe Polyeder  der  zweiten  Abteilung  beschrieben  worden'),  sämtlich  von  der  Art  A  ^  A'  =  DO,  von  denen 
sich  je  zwei  polar  entsprechen,  während  das  fünfte  autopolar  ist.  Die  Grenzflächen  dieser  Körper  sind 
nicht-konvexe  Sechsecke  der  dritten  Art  mit  sieben  Doppelpunkten.  (Die  letzte  Fig.  VIj,^  Taf.  I.)  Über  diese 
eigentümlichen  Gebilde  vergleiche  man  die  Originalabhandlung  von  Hess. 


1)  Das  Modell  ist  umgelegt.  Vergl.  über  die  Stephanoide  (die  von  Hess  gefunden  und  mit  diesem  Namen  bezeichnet 
wurden)  ausser  den  Marb.  Berichten  1877  Nr.  1  S.  9  auch  Hess  II  S.  454, 

•2)  Die  Gestalt  eines  solchen  Sechsecks  dritter  Art  ergiebt  sich  aus  der  zweiten  mit  VI,,,  bezeichneten  Figur  Taf.  I 
(mit  drei  Doppelpunkten),  wenn  man  die  Ecken  a  und  h  zum  Zusammenfallen  bringt.  Diese  Ecke  ^a,  b)  entspricht  derjenigen 
Ecke  der  fünfeckigen  Grenzfläche  des  Körpers  1)  in  Nr.  IGl),  die  den  kleinsten  Innenwinkel  hat,  und  an  der  körperlichen 
Ecke  des  Vielflaches  der  Kante  mit  dem  überstumpfen  Flächenwinkel  gegenüberliegt.  3)  Marb.  Berichte  1877  Nr.  1  S.  11  ff. 
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163.  Über  eine  besondere  Gruppe  einseitiger,  gleicheckiger  und  gleichflächiger  Polyeder.    Es  ist 

in  den  letzten  Nummern  an  verschiedenen  Stellen  anf  zugleich  gleicheckige  und  gleichflächige  einseitige 
Polyeder  hingewiesen  worden,  deren  ausführliche  Beschreibung  und  Darstellung  im  Modell  ihrer  Kompliziert- 
heit wegen  unterblieben  ist.  Um  aber  noch  einige  Beispiele  solcher  Mob ius scher  Polyeder,  besonders  polar 
zugeordneter,  den  in  Nr.  55  und  67  besprochenen  hinzuzufügen,  seien  ckei  gleicheckige  und  die  ihnen  rezi- 
proken gleichflächigen  Polyeder,  die  sich  leicht  veranschaulichen  lassen  imd  überdies  in  interessantem  Zu- 
sammenhange mit  den  beiden  Hauptnetzen  (und  dem  Netze  des  Hexakistetraeders)  stehen,  im  folgenden 
genauer  betrachtet,  a)  Man  lege  durch  jede  Kante  einer  dreieckigen  Grenzfläche  eines  (4  -|-  4)-flächio-en 
4  •  3-Ecks  (eines  an  den  Ecken  gerade  abgestumpften  Tetraeders)  imd  die  ihr  parallele  einer  benachbarten 
dreieckigen  Grenzfläche  eine  Ebene.  Dies  sclineidet  zwei  der  Sechsecke  in  Geraden,  welche  mit  jenen 
beiden  Parallelkanten  ein  Rechteck  ergeben.  Auf  den  Sechsecken  erster  Ar-t  des  (4  -f-  4)-flächigen  4 . 3-Ecks 
werden  dadurch  überschlagene  Sechsecke  zweiter  Art  mit  einer  inneren  und  drei  äusseren  dreieckigen  Zellen 
erzeugt,  die  im  Verein  mit  jenen  sechs  Rechtecken  (ohne  die  vier  dreieckigen  Grenzflächen  des  ursprüng- 
lichen Polyeders)  die  Oberfläche  eines  Polyeders  bilden,  das  zwölf  überschlagene  vierkantige  Ecken,  die  wie 
die  des  (4 -f  4)-flächigen  4- 3-Ecks  liegen,  besitzt  und  einseitig  ist.  Fig.  16  Taf  X  stellt  dieses  Polyeder 
dar.  Es  ist  gleicheckig,  wegen  der  geschilderten  Lage  seiner  Ecken.  Nach  seinen  Flächen  ist  es  die  Kom- 
binationsgestalt eines  Tetraeders  [die  (3  -{-  3) -ecke]  und  eines  Hexaeders  [die  sechs  Rechtecke].  Von  den 
Flächenwinkeln  jeder  Ecke  sind  je  zwei,  einander  gleiche,  ausspringend  und  je  zwei,  einander  gleiche  und  die 
ersteren  zu  27t  ergänzende,  einspringend.  Von  der  Einseitigkeit  des  Gebildes  überzeugt  man  sich  leicht 
wenn  man  die  Oberfläche  zu  färben  versucht.  —  Das  polare,  natürlich  ebenfalls  einseitige  Polyeder,  wird  er- 
halten, wenn  man  die  zwölf  gleichen  Grenzflächen  eines  Triakistetraeders  (Pyramidentetraeders)  so  erweitert, 
dass  je  vier  in  Beziehung  auf  eine  der  sechs  Tetraederkanten  gleichartig  liegende  Flächen,  die  aber  durch 
die  beiden  in  diesen  Tetraederkanten  sich  seitenden  Dreiecke  von  einander  getrennt  sind,  sich  in  einem  Punkte 
schneiden.  Diese  Punkte,  die  wie  die  Ecken  eines  Oktaeders  liegen,  sind  vierkantige  Ecken  erster  Art  des 
entstehenden  Polyeders;  an  Stelle  der  sechskantigen  Ecken  erster  Art  des  Triakistetraeders  treten  sechskantige 
Ecken  zweiter  Art  des  neuen  Polyeders  mit  abwechselnd  ein-  und  ausspringenden  Flächenwinkeln.  Die  zwölf 
gleichen  Grenzflächen  sind  kongruente,  überschlagene  Vierecke.  •  Die  Doppelpunkte  je  drei  dieser  Vierecke 
fallen  in  den  dreikantigen  Ecken  des  ursprünglichen  Triakistetraeders  zusammen,  die  keine  Ecken,  sondern 
Knotenpunkte  des  erhaltenen  Vielflaches  sind'),  b)  Aus  dem  (6  -\-  8)-flächigen  8 . 3-Eck  (dem  an  den  Ecken 
gerade  abgestumpften  Hexaeder)  konstruiert  man  auf  analoge  Weise  wie  vorhin  aus  dem  (4  -|-  4) -flächigen 
4-3-Eck  das  in  Fig.  10  Taf.  IX  dargestellte  einseitige  Polyeder.  Seine  äussere  Hülle  ist  das  ebengenannte 
gleicheckige  Polyeder;  nach  den  Flächen  ist  es  die  Kombinationsgestalt  eines  Hexaeders  (diesem  gehören 
die  sechs  (4  -)-  4) -kantigen  Achtecke  an)  und  eines  Rhombendodekaeders  (dem  die  zwölf  rechteckigen  Grenz- 
flächen des  Polyeders  zugehören).  ^)  Die  Ecken  sind  von  derselben  Beschaflenheit  wie  die  des  zuerstbeschriebenen 
einseitigen  Vielflaches.  Das  reziproke  Polyeder  zeigt  Fig.  29  Taf  VIII.  Man  erhält  es  durch  derartige  Er- 
weiterung der  vierundzwanzig  Flächen  eines  Triakisoktaeders,  dass  je  vier  in  Beziehung  auf  eine  der  zwölf 
Oktaederkanten  gleichartig  liegende  Flächen  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Die  Ecken  des  Polyeders  sind 
die  so  entstehenden  zwölf  Punkte,  die  Ecken  eines  Kubooktaeders  und  sechs  (4  -j-  4)-kantige,  mit  abwechselnd 
aus-  und  einspringenden  Flächenwinkeln,  die  wie  solche  eines  Oktaeders  liegen.  Die  Grenzflächen  sind  8  •  3 
überschlagene  Vierecke;  je  drei  solche  haben  ihren  Doppelpunkt  gemeinsam  in  einer  dreikantigen  Ecke 
des  ursprünglichen  Triakisoktaeders,  die  al)er  nur  Knotenpunkt  des  Polyeders  ist.  c)  Die  den  Konstruktionen 
in  a)  und  /;)  entsprechenden  sind  nun  schliesslicli  an  dem  (12 -f  20) -flächigen  20.3-Eck  und  dem  ihm 
polaren  Triakisikosaeder  zu  wiederholen.  Das  durch  die  erste  Kon.struktion  zu  erhaltende  einseitige  gleich- 
eckige Polyeder  ist  nach  seinen  Flächen  die  Kombination  eines  Dodekaeders  und  Rhombentriakontaeders;  die 

1)  Üie  Anordnung  von  drei  solchen  Vierecken  ist  dieselbe  wie  die  der  drei  überschlagenen  Vierecke  in  Fig.  54  des  Textes 
(in  Nr.  67)  um  den  Punkt  M  herum. 

2)  Die  dreieckigen  Grenzflächen  des  Hüllpolyeders  sind  auch  hier  zu  tilgen. 
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Ecken  des  zweiten,  gleichfläcliigen  Polyeders  sind  die  eines  Ikosaeders  und  Triakontagons,  während  die  von 
den  gemeinsamen  Doppelijunkten  dreier  überschlagenen  Vierecke  gebildeten  Knotenpunkte  wie  die  dreikantigen 
Ecken  des  ursprünglichen  Triakisikosaeders  liegen.  Projiziert  man  die  gleichflächigen  Polyeder  b)  und  c)  auf 
eine  um  ihren  Mittelpunkt  beschriebene  Kugel,  so  bilden  die  Projektionen  der  Kanten  gerade  das  erste  und 
zweite  Hauptnetz.')  Es  sei  nur  die  Projektion  des  Polyeders  b)  mit  Rücksicht  auf  Fig.  14  Taf  II  weiter 
betrachtet.  Die  Punkte  Ä  entsprechen  den  (4  +  4)-kantigen,  die  Punkte  B  den  vierkantigen  Ecken  des 
Polyeders.  Die  Piuikte  C  sind  die  Projektionen  der  Knotenpunkte,  durch  die  je  drei  Flächen  des' Polyeders 
gehen.  Um  den  Punkt  C\  z.  B.  liegen  die  di-ei  überschlagenen  Vierecke  Äj^B^Ä^B^,  B^Ä^B.2A^  und  A^B^A^B.^. 
Färbt  man  von  diesen  drei  Vierecken  die  Zeilen  A^B^C^,  B^A^C^  und  A^B^C\  auf  der  Oberseite  der 
Zeichnung,  so  sind  die  drei  übrigen  Zellen  auf  der  Unterseite  zu  färben,  und  es  findet  längs  der  Kante  A^^B^ 
ein  Zusammenhang  der  Ai;ssenseite  und  Iimenseite  des  Netzes  imd  des  Polyeders  statt.  Das  Gleiche  würde  für 
jede  der  beiden  andern  diux-h  C\  gehenden  Kanten  gelten,  wenn  man  mit  den  drei  auf  demselben  Ufer  be- 
findlichen dreieckigen  Zellen  die  Färbung  begönne.  Man  gelangt  also,  wenn  man  mn  den  Punkt  Cj  herum- 
geht und  die  zusammenhängende  Aussenseite  des  Polyeders  färbt,  dazu,  sämtliche  dreieckige  Zellen  beiderseits 
zu  färben,  was  eben  anzeigt,  dass  ein  einseitiges  Polyeder  vorliegt.-)  Es  sei  schliesslich  noch  darauf  hin- 
gewiesen, dass  die  drei  beschriebenen  gleicheckigen  Polyeder  in  einer  gewissen  Beziehung  zu  dem  in  Nr.  55 
erläuterten,  aus  dem  Oktaeder  konstruierten,  stehen.  Legt  man  z.  B.  durch  drei  benachbarte  Doppel- 
punkte von  drei  sechseckigen  Grenzflächen  des  ersten  dieser  Polyeder  eine  Ebene,  so  schneidet  diese  (wenn 
man  die  dreikantige  Schnittfläche  zufügt)  von  dem  Polyeder  gerade  das  Vielflach  Fig.  46  (in  Nr.  53)  ab.  Es 
erscheint  also  umgekehrt  das  jetzt  besprochene  Polyeder,  wenn  man  auf  die  vier,  den  Ebenen  desselben 
Tetraeders  zugehöi-endeu,  dreieckigen  Grenzflächen  eines  (4  -f-  4  -)-  6)-flächigen  Zwölfecks  je  eines  dieser  ein- 
seitigen Polyeder  Fig.  46  mit  einem,  jenem  kongi'uenten,  Dreiecke  aufsetzt  und  dieses  Dreieck  dann  getilgt 
denkt.  Ebenso  lässt  sich  das  gleicheckige  Polyeder  b)  aus  dem  (6  -}-  8  +  12)-flächigen  Vierundzwanzigeck 
durch  Ansetzen  von  acht  jenem  Polyeder  Fig.  46  isomorphen  erhalten  u.  s.  w.^) 


Auhang  I.  €.  Jordans  Eiuteilnug  der  Enlersclieii  Polyeder  nach  ihrer  Symmetrie.  Es  soUen  hier, 
wie  in  der  Amnerkimg  2  S.  161  zu  Xr.  122  angezeigt  ist,  die  neun  Klassen,  in  welche  C.  Jordan  die  Polyeder 
nach  ihrer  Symmetrie  teilt,  kui'z  zusam m engesteUt  werden,  nachdem  noch  einige  Definitionen  vorausgeschickt  sind. 
Einem  in  dem  Endpunkt  M  einer  Kante  MN  eines  Polyeders  auf  seiner  Aussenfläche  stehenden  Beobachter  bietet 
die  Oberfläche  des  Vielflaches  eine  bestimmte  Anordnung  der  Flächen,  Kanten  und  Ecken  dar,  die  von  Jordan 
als  eine  Ansicht  (aspect)  des  Polyeders  bezeichnet  wird.*)  Die  kurze  Bezeichnung  hierfür  ist:  Ansicht  M,  MN.  Ist 
k  die  Anzahl  der  Kanten,  so  hat  also  das  Polyeder  im  allgemeinen  2k  verschiedene  solche  Ansichten  (aspects  directs); 
hat  es  gleiche  Ansichten,  von  denen  die  unter  einander  übereinstimmenden  je   nur   für   eine   gezählt  werden,   so   ist 


1)  Die  Projektion  des  gleichflächigen  Polyeders  a)  ergiebt  das  Hesakistotraedemetz. 

2)  Die  beiden  unter  a)  beschriebenen  Polyeder  giebt  Hess  an,  Marb.  Berichte  1879  Nr.  1.  Diesen  fügt  C.  Reinhardt 
die  Polyeder  h)  und  c)  hinzu,  in  dem  Aufsatze  „Zu  Möbius'  Polyedertheorie".  Ber.  der  math.  phys.  Klasse  der  Kgl.  sächs. 
Gesellsch.  d.  Wissensch.  1885,  S.  106,  wo  sich  die  ausführlichere  Betrachtung  dieser  und  noch  einiger  anderer  einseitiger 
Polyeder  findet.  Eine  zusammenhängende  Theorie  der  einseitigen  Vielflache  im  Anschlüsse  und  als  Weiterbildung  von 
Möbius'  Polyederlehre  giebt  das  Progr.  desselben  Verfassers  (Meissen  1890):  „Einleitung  in  die  Theorie  der  Polyeder".  Hier 
finden  sich  auch  weitere  Beispiele  einseitiger  Polyeder.  Das  zu  dem  dort  beschriebenen  Polyeder  6)  S.  15  reziproke  ist  in 
Fig.  .38  unsrer  Taf.  I  dargestellt.  Es  besitzt  zu  Grenzflächen  drei  überschlagene  Vierecke  (deren  gegenüberliegende  parallele 
Kanten  die  drei  Seitenkanten  eines  dreiseitigen  Prismas  sind)  und  drei  nicht-konvexe  Vierecke  zweiter  Art.  Von  den  sieben 
Ecken  sind  je  drei,  die  wie  die  Ecken  einer  Deckfläche  jenes  Prismas  liegen,  drei-  bez.  vierkantig;  die  siebente  (in  dem  um- 
gekippten Modell  in  der  Mitte  sichtbare)  besitzt  drei  Kanten,  von  denen  je  zwei  die  den  einspringenden  Winkel  eines  nicht- 
konvexen Vierecks  bildenden  sind.  Jedes  dieser  Vierecke  wird  von  den  beiden  andern  in  einer  Geraden  geschnitten,  die 
durch  diese  Ecke  und  einen  Doppelpunkt  eines  der  drei  überschlagenen  Vierecke  geht,  aber  keine  Kante  des  Polyeders  ist. 

3)  Verg).  Pteinhardt  a.  a.  0.  S.  121. 

i)  L'aspect  du  polyfedre  relativement  ä  l'arete  MN  et  au  sommet  M. 
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dann  die  Zahl  der  noch  verschiedenen  Ansichten  ein  Divisor  von  2Ä'.*)  Es  ergeben  sich  2  k  entgegengesetzte  Ansichten 
(aspects  retrogrades),  wenn  der  Beobachter  auf  der  Innenseite  des  Polyeders  stehend  angenommen  wird.  Sind  ge- 
wisse der  ik  Ansichten  identisch,  so  spricht  man  von  Symmcirie  des  Polyeders  („welche  verschieden  ist  von  dem, 
was  gewöhnlich  so  genannt  wird").^)  Jede  zusammenhängende  Kantenfolge  auf  einem  Vielflach  bezeichnet  Jordan 
als  L-inie^),  deren  Länge  die  Anzahl  ihrer  Kanten  ist.  Linien  geringster  Kantenzahl  zwischen  zwei  Ecken  des  Viel- 
flaches heissen  geodätische  Linien;^)  jeder  Teil  einer  solchen  ist  selbst  eine  geodätische  Linie.  Zwei  Polyeder  heissen 
bei  Jordan  ähnlich  (pareil)  [nach  unsrer  Bezeichnung  isomorpii],  wenn  sie  bei  beliebiger  Wahl  einer  ersten  Kante  MN 
und  einer  ersten  Ecke  M  gleiche  Ansichten  bieten;*)  entsprechende  Flächen,  Kanten  und  Ecken  heissen  homolog. 
Sind  bei  einem  Polyeder  die  (direkten)  Ansichten  31,  MN  und  N,  N3I  gleich,  so  sagt  man,  es  besitzt  Siimmeirie 
der  Wendung.^)  Sind  die  Ansichten  S,SA\  S,SB\  S,  SC;  .  .  .  .  gleich,  so  besitzt  das  Polyeder  Symmetrie  der 
Dreliimg'')  (Rotationssymmetrie)  um  die  Ecke  S,  deren  Ordnung  durch  die  Anzahl  m  der  von  S  ausgehenden  Kanten 
bestimmt  ist.  Ecken  und  Flächen  des  Polyeders  heissen  seine  Elemente,  zu  denen  die  Kanten  nicht  gehören.*)  Bei 
der  Symmetrie  der  Drehung  kann  das  Element  S  sowoh]  eine  Ecke  als  eine  Fläche  sein.  Stimmt  eine  direkte  An- 
sicht mit  einer  entgegengesetzten  Ansicht  überein,  so  heissen  zwei  sich  dabei  entsprechende  Elemente  (oder  Kanten) 
■y  und  c  invers  zu  einander.  Ein  Element  (oder  Kante)  c  ist  also  invers  einem  andern  y,  wenn  sich  zwei  Ansichten 
finden  lassen,  die  eine  direkt,  die  andre  entgegengesetzt,  dass  c  an  Stelle  von  y  tritt  und  umgekehrt.  Hiemach 
leuchtet  ein,  was  es  heisst,  c  ist  sich  selbst  invers.  Die  neun  Klassen  C.  Jordans  mit  ihren  Unterklassen  sind  nun 
die  folgenden. 

1.  Klasse:  Unsymmetrische  Polyeder  (vergl.  Borchardts  Jom-nal,  Bd.  68,  S.  313  u.  347). 

S.  Klasse:  Polyeder  mit  Symmetrie  der  Drehimg.^)  Sie  besitzen  zwei  diametrale  (extreme)  Elemente  iS  und  T; 
alle  andern  Elemente  und  alle  Kanten  sind  eine  bestimmte  Zahl  (m-)mal  wiederholt,  m  zwischen  den  extremen 
Elementen  gezogene,  isomorphe,  geodätische  Linien  (in  den  extremen  Elementen,  falls  es  Flächen  sind,  Verbindungs- 
linien der  Ecken  mit  dem  Mittelpunkte),  die  sich  nicht  treflen,  ausser  in  den  extremen  Elementen,  teilen  das  Polyeder 
in  m  isomorphe  Regionen.  Dabei  sind  drei  Fälle  zu  unterscheiden.^")  Jedes  der  Elemente  S  und  T  ist  nm-  invers 
zu  sich  selbst:  dann  lassen  sich  nm-  die  m  meridianen,  in  S  und  T  zusammenstossenden,  Zonen  angeben.  Oder 
aber  S  ist  invers  zu  T  und  umgekehrt,  und  es  existieren  zu  sich  selbst  inverse  Elemente  oder  Kanten,  die  eine  um 
das  Polyeder  verlaufende  aequatoreale  Zone  bilden.  Oder  endlich,  S  ist  invers  zu  T,  aber  es  existiert  weiter  kein 
inverses  Element  oder  Kante:  m  geziemend  zwischen  S  und  T  gezogene  geodätische  Linien  L,  ij',  .  .  .  Lm—i  zerlegen 
die  Oberfläche  des  Polyeders  in  m  ähnliche  (isomorphe)  „Spindeln"^'),  jede  in  zwei  zu  einander  inverse  Regionen 
durch  die  zu  L,  Li, .  .  .  L„i  —  i  inversen  Linien  A,  Ai,  .  .  .  A,n—i  geteilt.  —  Ist  speziell  m  =  2,  so  kann  eines  der 
extremen  Elemente  oder  beide  durch  Kauten  ersetzt  sein.     Dies  ergiebt  die  beiden  folgenden  Klassen. 

3.  Klasse:  Polyeder  mit  Symmetrie  der  Drehung  und  Wendimg.  ^^)  Von  dem  einzigen  Drehungselemente 
gehen  zwei  meridiane  Zonen  aus,  die  sich  längs  der  Wendekante  kreuzen;  die  eine  von  ihnen  ist  transversal,  die 
andre  longitudinal  in  Bezug  auf  diese  Kante. 

■1.  Klasse:  Polyeder  mit  Symmetrie  der  Wendung.  ^')  Auch  hier  sind  drei  Fälle  zu  unterscheiden.  Es  ist 
erstens  jede  der  Kanten  S  und  T  sich  selbst  invers.  Es  existieren  dann  nur  zwei,  sich  längs  der  beiden  Kanten 
kreuzende,  meridiane  Zonen  Z  und  Z',  die  die  Oberfläche  des  Polyeders  in  vier  Regionen  teilen.  Dabei  ist  ent- 
weder Z  transversal  zu  S  und  T,  Z'  longitudinal  zu  beiden,  oder  es  sind  sowohl  Z  als  Z'  transversal  zu  S  und 
longitudinal  zu  T.  Im  zweiten  und  dritten  Falle  ist  S  invers  zu  T  und  umgekehrt.  Im  zweiten  Falle  giebt  es  zu 
sich  selbst  inverse  Elemente  oder  Kanten,  die  eine  um  das  Polyeder  verlaufende  aequatoreale  Zone  bilden.  Der 
dritte  Fall,  bei  dem  die  inversen  weiteren  Elemente  u.  s.  w.  wegfallen,  entspricht  dem  dritten  Falle  der 
zweiten  Klasse. 

!>.  Klasse:  Polyeder  mit  Symmetrie  der  Drehung  und  ümkehrtmg.^^)  Diese  Körper  bieten  dar:  a)  zwei 
isomoi-pho  Elemente  S,  T,  einzig  in  ihrer  Art  und  ausgestattet  mit  w-facher  Symmetrie  der  Drehung,  wobei  m  eine 
beliebige  ganze  Zahl  ist;    fc)  zwei   andre   Elementensysteme  oder  Kantensysteme,  jedes   zusammengesetzt,   sei   es    aus 


1)  Borchardts  Journal  Bd.  66,  S.  28. 

2)  Hiemach  heisst  also  ein  Polyeder  auch  noch  symmetri.sch,  wenn  es  nur  isomorph  ist    mit  einem  symmetrischen 
Polyeder  nach  der  gewölinlichen  Definition.  3)  Ligne  tracee  sur  la  surface  d'un  polyedre. 

4)  Lignes  gcodc'siques.  5)  Von  metrischen  Beziehungen  ist  also  dabei  völlig  abzusehen. 

6)  Symötrie  de  retournement.  7)  Symetrie  de  rotation. 

8)  Ecken  und  Flächen  sind  mit  Rücksicht  auf  die  Reziprozität  gleichwertig. 

9)  Polyedres  symc^triques  par  rotation,     Borchardts  Journ.  Bd.  68,  S.  315  u.  S.  347. 
10)  Borchardts  Journ.  Bd.  68,  S.  347.  11)  Fuseaux. 

12)  Polyedres  syrndtriques  par  rotation  et  retournement.     Borchardts  Journ.  Bd.  68,  S.  319  u.  348. 

13)  Polyedres  syrndtriques  par  retournement.     Ebenda  S.  319  u.  S.  348. 

14)  Polyedres  syrndtriques  par  rotation  et  renversement.    Ebenda  S.  320  u.  S.  348. 
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ni  Elementen  mit  binärer  Kotationssymmetrie  oder  m  Kanten,  ausgestattet  mit  Symmetrie  der  Wendung.  Alle 
andern  Elemente  oder  Kanten  sind  2w-mal  wiederholt.  Jedes  der  Elemente  S  und  T  ist  das  inverse  des  andern. 
Es  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  Die  beiden  Systeme  binärer  Rotationssynmietrie  oder  der  Wendekanten  sind 
eins  das  inverse  des  andern.  Es  existieren  w.  meridiane  Zonen,  welche  die  Oberfläche  des  Polyeders  in  2»»  Kegionen 
teilen,  von  denen  jede  eins  der  genannten  Elemente  oder  Kanten  enthält.  Oder  zweitens:  Jedes  der  Elemente  oder 
Kanten  ist  sich  selbst  invers.  Es  giebt  m  meridiane  Zonen  und  eine  aequatoreale  Zone,  die  die  Obei-fläche  des 
Polyeders  in  im  Regionen  teilen.  —  In  dem  Spezialfall  m  =  2  können  die  extremen  Elemente  durch  Kanten  ersetzt 
sein.  Sind  auch  die  beiden  andern  erwähnten  Systeme  solche  von  Kanten  mit  Wendesymmetrie,  so  ergeben  sich  die 
Polyeder  der  nächsten  Klasse. 

6.  Klasse:  Pohjeder  mit  Symmetrie  der  Wendung  und  UmJcehrimg.^)  Die  mit  dieser  Symmetrie  ausgestatteten 
Körper  sind  mit  sich  selbst  unter  vier  verschiedenen  Ansichten  ähnlich  (isomorph).  Es  sind  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden. Im  ersten  Falle  ist  ein  einziges  der  drei  Systeme  von  Wendekanten  sich  selbst  invers.  Es  giebt  zwei, 
längs  der  Kanten  dieses  Systems  sich  kreuzende,  meridiane  Zonen,  die  die  Oberfläche  des  Polyeders  in  vier  Regionen 
teilen,  von  denen  jede  sich  selbst  unter  zwei  verschiedenen  direkten  Ansichten  isomorph  ist.  Im  zweiten  Falle  ist 
jedes  der  drei  Wendekantensysteme  sich  selbst  invers.  Es  existieren  drei  Zonen,  von  denen  jede  dm-ch  zwei  der 
Systeme  geht,  welche  die  Oberfläche  des  Polyeders  in  acht  Regionen  teilen.  —  Die  drei  noch  folgenden  Synunetrien 
sind  aus  den  regulären  Polyedern  abgeleitet.  Man  nehme  ein  mit  einem  der  regulären  isomorphes  Polyeder,  ersetze 
erstens  seine  Kanten  dm-ch  beliebige  polygonale  Linien  oder  allgemeiner  dm-ch  „Spindeln"  (fuseaux)  d.  h.  polyedrische  Zwei- 
ecke, die  eine  binäre  Symmetrie  der  Wendung  besitzen;  ferner  seine  Flächen  durch  polyedrische  Kalotten,  die  eine 
Rotationssymmetrie  besitzen,  deren  Ordnung  gleich  der  Zahl  der  Kanten  der  Fläche  ist,  wobei  diese  Kalotten  sich 
auf  einfache  Punkte  reduzieren  können.     Man  erhält  so  die  gesuchten  Polyeder  oder  ihre  polaren. 

7.  Klasse:  Polyeder  mit  tetraedrischer  Symmetrie.")  Die  Körper  dieser  Klasse  und  ilrre  polaren  können  als 
aus  zwei  verschiedenen  Tetraedern  abgeleitet  betrachtet  werden.  Sie  besitzen  zwei  Systeme  von  Elementen  dreifacher 
Rotationssymmetrie  und  ein  System  von  Elementen  oder  Kanten  zweifacher  Rotationssymmetrie  bez.  Wendesymmetrie. 
Zwei  Fälle  können  unterschieden  werden.  Im  ersten  Falle  sind  die  beiden  Systeme  dreifacher  Rotationssymmetrie 
eins  dem  andern  invers  und  das  binäre  Elementen-  oder  Kantensystem  ist  sich  selbst  invers.  Es  existieren  drei 
isomorphe  Zonen,  die  sich  zu  je  zwei  in  diesen  Elementen  oder  Kanten  schneiden  und  das  Polyeder  in  acht  Regionen 
teilen,  deren  jede  sich  selbst  isomorph  nach  drei  verschiedenen  direkten  Ansichten  ist.  Im  zweiten  Falle  sind  alle 
genannten  Elemente  und  Kanten  sich  selbst  invers:  Es  giebt  sechs  unter  sich  isomorphe  Zonen,  die  das  Polyeder 
in  vierundzwanzig  Regionen  teilen. 

8.  Klasse:  Polyeder  mit  Iniboohtaedrischer  Symmetrie.^)  Diese  Körper  oder  ihre  polaren  werden  aus  einem 
dem  Würfel  oder  dem  regulären  Oktaeder  isomorphen  Köi-per  abgeleitet.  Sie  besitzen  ein  sechsfaches  und  ein 
andres  achtfaches  Elementensystem  von  vier-  bez.  di-eifacher  Rotationssymmetrie  und  ein  zwölffaches  System  von 
Elementen  oder  Kanten  mit  binärer  Rotationssymmetrie  bez.  Wendesymmetrie.  Alle  diese  Elemente  oder  Kanten 
sind  sich  selbst  invers.  Es  existieren  drei  und  sechs  je  unter  sich  isomorphe  Zonen,  die  das  Polyeder  in  achtund- 
vierzig Regionen  teilen. 

9.  Klasse:  Polyeder  mit  ikosidodelcaedrisclier  Symmetrie.''')  Diese  Körjjer  und  ihre  polaren  werden  aus  den 
dem  regulären  Ikosaeder  oder  Dodekaeder  isomorphen  Körpern  abgeleitet.  Sie  besitzen  ein  zwölffaches  und  ein  andres 
zwanzigfaches  Elementensystem  fünf-  bez.  dreifacher  Rotationssymmetrie  und  ein  dreissigfaches  System  von  Elementen 
oder  Kanten  binärer  Rotationssymmetrie  bez.  Symmeti-ie  der  Wendung.  Alle  diese  Elemente  und  Kanten  sind  sich 
selbst  invers.  Es  existiert  ein  einziges  System  fünfzehn  isomorpher  Zonen,  die  das  Polyeder  in  eiuhundertundzwanzig 
Regionen  teilen.^) 

Anhang  II.  Von  den  Rin^polyederil.  Untersuchungen  der  Eigenschaften  der  Ringpolyeder,  d.  h.  ge- 
schlossener polyedrischer  Flächen  der  Grundzahl  3,  die  durch  zwei  Querschnitte  einfach  zusammenhängend  werden 
(vergl.  Nr.  46),  liegen  bisher  nur  wenige  vor.  Teils  zog  man  Folgerungen  aus  der  für  diese  Polyeder  gültigen,  dem 
Eulerschen  Satze  entsprechenden  Formel  (J.  K.  Becker),  oder  man  konstruierte  die  möglichst  einfachen  Tyjien  als 
Beispiele  für  Gebilde  dieser  Art  (Möbius),  oder  man  untersuchte  schliesslich  die  Symmetrieeigenschaften  (C.  Jordan, 
Godt).  Einige  Bemerkungen  nebst  historischen  Hinweisen  mögen  daher  hier  genügen.  Zwischen  den  Zahlen  f.  k,  e  der 
Flächen,  Kanten  und  Ecken  eines  Ringpolyeders  besteht  nach  früherem  (vergl.  Nr.  50)  die  Gleichung:  /' — k-\-e  =  0. 
Dabei  ist  das  Polyeder  so  definiert-,  wie  oben  angegeben,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  als  geschlossene  poly- 


1)  Polyfedres  symötriques  par  retoumement  et  renversement.     liorchardts  Journ.  Bd.  68,  S.  825  u.  S.  348. 

2)  Polyüdres  ii  sym^trie  t(^trai5drique.     Ebenda  S.  327  u.  S.  34U. 

3)  Polyl'dres  ä  symetrie  cuboctaedrique.     Ebenda  S.  335  u.  S.  349. 

4)  Polyedres  ä  symetrie  icoaidodecaiSdrique.     Ebenda  S.  337  u.  349. 

5)  Die  vorstehenden  Bemerkungen  sind  z.  T.  wörtlich  aus   der  Rekapitulation  Borchavdts  Journ.  Bd.  68  S.  34G  fiF. 
übertragen. 
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edrische  Fläche,  auf  der  sich  zwei  geschlossene,  sich  nicht  schneidende  Kantenzüge  derart  ziehen  lassen,  dass  die 
Oberfläche  in  zwei  zweifach  berandete  Flächen  der  Grundzahl  «  =  2  zerfällt.  Hierbei  ist  es  gleichgültig,  ob  sich  die 
Fläche  selbst  durchdringt.  Bedeuten  /",  und  p,  die  Zahlen  der  i-kantigen  Flächen  und  Ecken  des  Polyeders,  so 
gelten,  wie  leicht  ei-sichtlich,  zunächst  die  folgenden  Gleichungen'): 

1)  /■=  /s  +  /4  +  4  +  ■  •  ■;  e  =  63  +  ^4  +  '-0  +  •  •  ■; 

2)  2^-  =  3/3  +  4/;  +  5/:  +  .  .  .  .;  2Ä;  =  3f3  +  4e,  +  5^5  +  .  .  .  . 

Multipliziert  man  die  Gleichung  e -{- f  =  k  mit  2  und  setzt  2k  aus  2)  ein,  so  kommt: 

T)  2c  =  /-3  +  2/;  +  3/-5  +  ....;  2f=e,  +  2e,-j-3f,  +  ... 
und  durch  Addition  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  mit  Berücksichtigung  von  1): 

n)  e,  +  /■  =  c,  +  /;,  +  2  {c,  +  /;)  +  3  {e,  +  /-,)  +  ... 

Multipliziert  man  eine  Gleichung  I)  mit  2  und  addiert  dann  zur  andern,  so  erhält  man: 

.      (  3^3  +  2c,  +  Cr,  =  2/,  -\-  if,  +  6 f,  +  ....  +  c,  +  2e,  -\-  3e,  +  ..  . 
"'-'  ••13/3  +  2f,  +  /:  =  2.,  +  4^5  +  6e«  +  ....  +  /■,  +  2/,  +  3/;  +  .  .  . 

Aus  I)  folgt:  Hat  ein  Ringpolyeder-')  nur  dreieckige  Flächen,  so  ist  ihre  Anzahl  doppelt  so  gross  wie  die  der  Ecken; 
hat  es  nur  dreikantige  EckeU;  so  ist  deren  Anzahl  das  Doppelte  der  Flächenzahl.  Hat  ein  Ringpolyeder  nur  vier- 
kantige Ecken  oder  nur  vierkantige  Flächen,  so  ist  die  Eckenzahl  der  Flächenzahl  gleich.  Aus  H)  ergiebt  sich: 
Besitzt  ein  Ringpolyeder  weder  dreikantige  Ecken  noch  dreikantige  Flächen,  so  sind  sämtliche  Ecken  und  Flächen 
vierkantig.  Als  Beispiel  hierfür-  giebt  Becker  ein  Polyeder,  das  aus  einer  »»-seifigen  Doppelpyramide  entsteht, 
die  in  der  Richtung  der  Hauptachse  von  einem  m-seitigen  Prisma  so  durchdrungen  wird,  dass  die  m  oberen,  bez. 
unteren  Ecken  des  Prismas  auf  den  nach  den  Spitzen  tler  Pyramiden  verlaufenden  Kanten  liegen.  Hier  ist  e  =  3m, 
/■=  3»),  Je  =  6m.  —  Aus  HI)  schliesst  man:  Hat  ein  Ringpolyeder  keine  drei-,  vier-  und  fünfkantigen  Ecken,  so 
sind  alle  Ecken  sechskantig,  und  alle  Flächen  sind  Dreiecke;  hat  es  keine  drei-,  vier-  und  fünfeckigen  Flächen,  so 
sind  alle  Flächen  Sechsecke  und  alle  Ecken  di-eikantig.  Man  übersieht  leicht  die  reziproke  Zuordnung  der  hin- 
geschriebenen Sätze.  ^)  Als  Beispiel  eines  Polyeders  mit  nur  dreieckigen  Flächen  (Trigonalpolyeder)  und  sechskantigen 
Ecken  giebt  Becker  das  folgende  an.  In  drei  parallelen  Ebenen  liegen  die  j;-ecke  A,  JB,  C  derart,  dass  die  Pro- 
jektionen von  A  und  C  auf  die  Ebene  des  B  innerhalb  B  verlaufen.  Man  konstruiere  die  Antiprismen  [A,  I{\, 
[B,  C]  und  [C,  A]  und  tilge  die  Ebenen  A,  B  und  C.  In  jeder  Ecke  des  entstandenen  Ringpolyeders  treö'en  sich 
sechs  Dreiecke,  je  drei  zweier  verschiedenen  Antiprismen.  —  Ein  Ringpolyeder,  dessen  Flächen  lediglich  Sechsecke 
sind,  erhält  man,  indem  man  ein  kronrandiges  (2 -f- 2^^)- eckiges  2p -Flach  (Fig.  40 ""  Taf.  VI;  p  >  3)  mit  einem 
j3-seitigen  Prisma  derartig  durchdi-ingt,  dass  dessen  Seitenkanten  je  ein  zusammengehöriges  Flächenpaar*)  jenes 
Polyeders  treffen;  was  vom  2p-Flach  nach  Ausschneiden  dieses  (ohne  Deckflächen  gedachten)  Prismas  übrig  bleibt, 
ist  das  verlangte  Riugpolyeder.  Die  aus  den  Seitenflächen  des  j3- Flachs  resultierenden  Sechsecke  besitzen  je  einen 
überstumpfen  Winkel,  wie  auch  bei  dem  vorher  angeführten  Polyeder  die  2p  Ecken  der  Polygone  A  und  C  nicht- 
konvex sind.  —  Sind  alle  Flächen  eines  Ringpolyeders  gleichvielkantig,  so  sind  nur  die  drei  Fälle  möglich,  wonach 
alle  Flächen  drei-,  vier-  oder  sechskantig  und  alle  Ecken  dann  sechs-,  vier-  oder  di-eikantig  sind.  — ■  Ein  Ring- 
polyeder kann  keine  sieben-  und  mehrkantigen  Ecken  und  Flächen  haben,  ohne  auch  solche  mit  weniger  als  sechs 
Kanten  zu  besitzen,  wie  aus  III)  folgt.  Soweit  die  Bemerkungen  von  Becker,  denn  der  Rest  bezieht  sich  auf  sein 
oft  genanntes  Theorem  ül)er  die  Zahl  der  Dreiecke,  in  die  sich  die  Polyoderoberfläche  zerlegen  lässt,  und  auf 
Polyeder  von  höherer  Grundzahl  als  n  =  3,  Untersuchungen,  die  nur  fiagvrtii'dige  Resultate  ergeben.") 

Mehrere  Beispiele  interessanter  Ringpolyeder  giebt  Möbius.  Das  einfachste  Trigonalpolyeder  entsteht  nach 
ihm*')  dadurch,  dass  man  durch  je  vier  cyklisch  nächstfolgende  aus  einer  Reihe  von  sieben  Punkten  A,B,C,D,E,F,G 
sieben  Tetraeder  ABCD,  B  CD  !•:,  CDEF,  DEFG,  FFGA,  FGAB,  <?  ^  ^  r7  konstruiert,  deren  jedes  mit  einem 
jeden  benachbarten  eine  Fläche  gemein  hat.  Nach  Tilgung  dieser  gemeinsamen  Flächen  ergeben  dann  die  übrigen 
{ABD,  DCA,  BCF,  EDB,  ÜBF,  FFC,  DFG,  GFB,  FFA,  AGE,  FGB,  BAF,  GAC,  CBG)  ein  ge- 
schlossenes Polyeder;  denn  jede  Kante  eines  jeden  dieser  vierzehn  Dreiecke  ist  zugleich  eine  Kante  eines  und  nur 
eines  der  übrigen.  —  Zerschneidet  man  die  Oberfläche  längs  der  Kantenzüge  BFEB  und  CDGC,  so   zei-fällt   sie 


1)  J.  K.  Becker,  Über  Polyeder.     Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.  v.  Schlümilch,  U  .Jahrg.  1869,  S.  66  ff. 

2)  Streng  genommen  gelten  die  obigen  Gleichungen  auch  hier  wieder  zunächst  für  Linearkonfigurationen  auf  der 
Ringfläche,  und  es  bleibt  noch  zu  entscheiden,  ob  sich  ihre  Lösungen  als  von  ebenen  Flächen  begrenzte  Polyeder  konstruieren 
lassen.     Vergl.  die  Bemerkungen  in  Nr.  G'J. 

3)  Alle  Ringpolyeder  mit  nur  vierkantigen  Flächen  sind  in  diesem  Sinne  reziprok. 

4)  Je  zwei  Nachbaräächen  des  Kronrandes.  5)  a.  a.  0.  S.  76  ff. 

6)  Möbius,  Ges.  Werke,  Bd.  II,  S.  552.  Vergl.  auch  C.  Reinhardt,  Zu  Möbius'  Polyedertheorie.  1885,  a.a.O.  S.  122. 
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in  die  beiden  durch  diese  zwei  Züge  berandeten  zweifach  zusammenhängenden  Flächen,  die  in  Fig.  112  und  Fig.  113 
schematisch  dargestellt  sind.  Zerschneidet  man  aber  das  m-spningliche  Polyeder  längs  des  Zuges  FCAF  und  dann 
längs  des  Querschnittes  FBEF,  so  entsteht  eine  einfach  berandete  Fläche,  auf  deren  Rande  sämtliche  Ecken  des 
Polyeders  ausser  G  und  D  sich  befinden.  —  Ebenso  wie  durch  Zusammensetzung  von  Tetraedern  lassen  sich  durch 
Aneinanden-eihung  von  mindestens  di-ei  (im  allgemeinen  natiü-lich  nicht  regulären)  Oktaedern,  von  denen  jedes  in 
zweien  seiner  Gegenflächen  an  die  benachbarten  Oktaeder  grenzt,  ringförmige  Trigonalpolyeder  herstellen.') 

Es  ist  nun  schliesslich  noch  km-z  auf  mehrere  Arbeiten  hinzuweisen,  die  Untersuchungen  über  die  Symmetrie 
der  Ringpolyeder  enthalten.     Das  Problem,  die  symmeti-ischen  Nicht- Eul  er  sehen  Polyeder  der  Grundzahl  n  =  3  zu 

bestimmen,  wurde  zuerst  von  C.  Jordan  in  Angi'iff  genommen  imd  ge- 
löst^), wenn  er  auch  einige  Fälle,  „die  freilich  der  einfachen  Anschauung 
zunächst  nicht  einleuchten  wollen"^),  übersehen  hat.  Eine  erneute  und 
erschöpfende  Behandlung  erfuhi-  das  Problem  dm-ch  Godt  in  dem  eben 
unten  zitierten  Programm.  Es  ist  allerdings  sehi-  wesentlich,  zu  bemerken, 
dass  Godt  unter  „Polyeder"  hier  nm-  ein  auf  einer  beliebigen  geschlossenen 
(R  ng-)  Fläche  vorhandenes  Liniennetz  versteht,  derart,  dass  die  Fläche,  wenn 
man  sie  längs  aller  dieser  Linien  zerschnitte,  in  lauter  einfach  zusammen- 
hängende Stücke  zerfallen  wüi-de.  Es  handelt  sich  also  bei  ihm  auch 
für  die  Ringpolyeder  nur  darmn,  solche  Linearkonfigm-ationen  aufzusuchen, 
welche  der  Jord ansehen  Definition  der  Symmetrie  genügen,  ohne  dass 
weiter  untersucht  wiu-de,  ob  sich  entsprechende  von  ebenen  Vielecken 
begrenzte  Gebilde  konstruieren  lassen.  Die  Methode  der  Ableitung  der 
möglichen  Symmetriearten  ist  eine  völlig  von  der  Jordanschen  abweichende  und  beruht  auf  der  Anwendung  der  Sub- 
stitutionentheorie*), worauf  wir  hier  nicht  eingehen  wollen.  Die  von  Godt  erhaltenen  Linearsysteme  auf  der  Ring- 
fläche lassen  sich  auch  durch  die  folgenden  Überlegvmgen  finden.  Irgend  ein  Parallelogranun  A  B  CD  (^das  speziell 
ein  Rechteck  sein  kann)  lässt  sich  stets  einfach  auf  die  Ringfläche  abbilden.  Man  denke  sich  das  Parallelogi-amm 
als  dehnbare  Membran,  hefte  die  Kante  .42?  an  die  Kante  DC,  wodm-ch  eine  Röhre  entsteht,  imd  vereinige  deren 
Öffnungen,  so  dass  der  Punkt  [A,  D)  mit  dem  Punkte  (B,  C)  zusammenfällt.  Es  lässt  sich  nun  die  Ebene  be- 
kanntennassen lückenlos  sowohl  durch  Quadrate  und  gleichseitige  Dreiecke,  als  auch  dm-ch  reguläre  Sechsecke  über- 
decken. Schneidet  man  aus  einer  solchen  Ebenenteilung,  falls  sie  aus  Quadraten  gebildet  ist,  ein  Rechteck  von 
g-r  Quadraten  aus,  wenn  sie  aus  Dreiecken  gebildet  ist,  ein  Parallelogramm,  mit  Winkeln  von  60"  und  120°,  längs 
Kanten  der  Dreiecke  und,  falls  sie  aus  Sechsecken  gebildet  ist,  ein  ebensolches  Parallelogi-amm  mittels  zweier  Züge 
von  Mittelpunktslinien,  so  lassen  sich  aus  den  erhaltenen  Parallelogrammen,  wie  vorher  beschrieben,  Ringflächen 
bilden,  und  wenn  man  dabei  beachtet,  dass  entsprechende  Ecken  (bez.  Punkte)  gegenüberliegender  Parallelogi-amm- 
seiten  zur  Deckung  kommen,  so  ergeben  sich  Einteilungen  der  Ringfläche  in  Vierecke,  Dreiecke  und  Sechsecke  derart, 
dass  in  jeder  Ecke  der  Linearkonflguration  vier,  sechs  bez.  drei  Flächen  zusammenstossen.  Aus  diesen  Einteilungen 
der  Ringfiäche  lassen  sich  dann  weitere  ableiten,  die  durch  die  in  den  Figuren  93,  94,  95,  97  und  98  unsres  Textes 
(in  Nr.  122)  punktiert  gezeichneten  Polygone  gebildet  werden,  wonach  die  RingflUche  dann  noch  Grenzflächen  gleicher 
Kantenzahl,  aber  Ecken  verschiedener  Kantenzahl  aufweist.  Die  erhaltenen  Einteilungen  entsprechen  den  von  Godt 
gegebenen  Figuren  seines  Programmes,  dessen  Schluss  noch  Bemerkungen  über  die  Symmetrie  von  Polyedern  höherer 
Gnmdzahl  als  «  =  3  enthält.     Auch  mit  diesem  Problem  hatte  sich  schon  C.  Jordan  a.  a.  0.  beschäftigt. 


1)  Über  ein  solches  eigentümliches  Polyeder  („Polyedrc  des  accords  musicaux")  vcrgl.  Möbius,   Ges.  Werke  Bd.  II, 
S.  554.  C.  Reinhardt,  a.  a.  0.  S.  123. 

2)  Rösumö  de  recherches  sur  la  symetrie  des  polyedres  non-euleriens.     Borchardts  Joum.  Bd.  6ü.  1866.  S.  8G  ff  und 
Note  sur  la  sym^trie  inverse  des  polyedres  non-euleriens.     Borchardts  .lom-n.  Bd.  68.  1868.  S.  350 ff. 

3)  Godt,  Untersuchungen  über  Polyeder  von  mehrfachem  Zusammenhange.     Programm,  Lübeck  1881.  S.  1. 

4)  Godt  behandelt  nach  dieser  Methode  a.  a.  0.  S.  11  auch  die  Eulerschen  Polyeder  und  findet,  da  er  keine  sich 
selbst  entsprechenden  „Kanten"  zulässt,  abweichend  von  C.  Jordan  für  sie  fünf  Typen  der  Symmetrie. 


Namen-  und  Sachregister. 

(Die  Zahlen  geben  die  Seiten  an.     ^^  bedeutet  die  Wiederholung  des  Stichwortes.) 


A  =  Art  eines  Vielflaches  72.  164.  Ab- 
hängig von  der  Anzahl  der  Doppel- 
elemente 176.  Änderung  bei  Vertau- 
schung der  Aussenseite  und  Innenseite 
des  Vielflaches  214. 

a  =  Art  des  Vielecks  3.  Ihre  Bestimmung 
4.  8.     owj  bei  Wiener  15. 

Abbildung  eines  Hexagonoides  auf  die 
Ebene  109. 

Ableitungskoe'ffisient  154. 

Abschneiden  einer  Ecke  eines  Vielflaches 
84.95.  c^  einer  Kante  eines  Vielflaches  84. 
r^  zweier  Kanten   eines  Vielflaches  85. 

Abscindere  95.  156. 

Abstumpfung  der  Ecken  eines  Vielecks  34. 

Achsen  der  regelmässigen  Vielflache  123 
—125. 

Achteck,  regelmässiges  17.  22.  Diskon- 
tinuierliches 18. 

Achtflach,  autopolares  76.  parapolares  77. 
allgemeines  88.  89.  97. 

A  chtundv  ie  rzigflächner  145. 

ÄJmliche  Polyeder  nach  Jordan  74. 

Allgemeines  Vielllach,  Definition  46. 

Allomorph  74. 

Atuilysis  Situs  63. 

Ansicht  eines  Polyeders,  nach  Jordan  218. 

Anti2n'isma  140.     r^  höherer  Art  184. 

Anzahl  der  allomorphen  Typen  der  «-flache 
86.  o„  der  Arten  des  regelmässigen  M-ecks 
17.  <~  der  allgemeinen  «-flache  97. 
.^j  der  singulären  7i-flache  99. 

Archimedes  60.  156. 

Archimedeische  Vielflache  132—140.  r^ 
Varietäten  140. 

Art  eines  Vielecks  3.  Foi-mel  l'ür  dieselbe  4. 
Ihre  geometrische  Verdeutlichung  bei 
konvexen  Vielecken  9  r^  eines  Viel- 
flaches 72.  164. 

Art  einer  Fläche  nach  Jordan  65.  o^  eines 
Hexagonoides  111. 

Aspekt  eines  Polyeders  218. 

Angtist  128. 

Aussenseite  eines  Vielflaches  46. 

Aussenwinkel  des  Vielecks  3. 

Aussergeivühnliches  Vieleck  5.  r^  Vielflach 
48.     Sein  Inhalt  69. 

Ausspringender  Winkel  3. 


Autopolar  (das  Wort)  75. 
Autopolares  Vielflach  75.  Kriterien  76.  Be- 
stimmung für  gegebeneEckenzahl  91 — 93. 

Babinet  159. 

Badoureaw  158.  160.  178.  179.  182.  191. 
192.  201.  203. 

Baltser  4.   14.   17.  18.  41.  59.  60.  79.  132. 

Becker  64.  65.  179.  220.  221. 

Bcdingungsgleichungen  für  die  Begren- 
zungsstücke eines  Eulerschen  Polyeders 
79.  '^  eines  allgemeinen  Vielflaches  80. 
o^  eines  Trigonalpolyeders  80. 

Begrenzung  einer  Fläche  50. 

Bereich  102.  Der  ~  B^  118.  119.  Der 
~  JS„  119. 

Bertrand  177.  178. 

Besondere  Vielecke  (Einteilung)  16.  .^  Viel- 
flache (Einteilung)  121. 

Bestimmung  eines  Polyeders  durch  seine 
Stücke  66.     r-^  durch  sein  Netz  67. 

Bewegliches  Netz  152. 

Bezeichnung  der  Vielflache  höherer  Art  166. 

Binion  65. 

Bochmo  22. 

Borfolotti  66. 

Bounelles,  Charles  de  13. 

Brad'wardinus  13.  20. 

Bravais  125.  161. 

Breton  80. 

Broscius  13. 

Brunei  12. 

Bürgi  13. 

Bür'klen  22. 

Campamis  13.  . 

Candalla  156. 

Cantor   (I,  II,  III,  Erklärung  12)    59.   60. 

74.  95.  130.   156. 
Cardanus  60. 
Carnot  1.  14. 
Cartesius  s.  Descartes. 
Catalan  58.  66.  79.  80.  96.  132. 151. 159  160. 
Cauchy  16.  20.  62.  64.  67.  159.   177. 
Cauchys  Satz  67. 
Caylcy  63.  78.  94.  178. 
Census  räitmlicher  Komplexe  62. 
Censustheorem  63 


Centripyramide  133. 

Centriwinkel  24. 

Clmrakteristik  eines  Kantenpolygons  108. 
>^j  eines  Elementarpolygons  109. 

Charakteristikengleichung  115. 

C7ia»aA7€mi(Ä-e«S!/«ton  eines  Vielflaches  11 7. 

Charakteristische  Gleichung  eines  allge- 
meinen Vielflaches  102. 

Charles  de  Bouvelles  13. 

Cliasles  13. 

Comberousse,  de  178. 

Crone  66. 

CyMisclie  Transformation  111. 

Cylinderhexagonoid  110. 

Dekaeder  57. 

Deltoid  141. 

Deltoiddodekaeder  148. 

Deltoidhexekontaeder  149.  156.   r>^  netz  153. 

Dcltoidikositetraeder  145.  155. 

Descartes  60.  64. 

Diagonale  des  Vielecks  1.  10.  ~  des  regel- 
mässigen Vielecks  19.  r^  erster  und 
zweiter  Art  des  w-ecks  20.  r^  des  räum- 
lichen »-ecks  und  «-flaches  44.  '^  erster 
und  /.weiter  Art  des  w-flaches  44.  <~  des 
vollständigen  Fünfflaches  48. 

Diagramm  eines  Vielflaches  74. 

Dienger  21. 

Dingeldey  55. 

Direktrix  9. 

Direkt-symmetrische  Kante  181. 

Dirichlet  17. 

Diskontinuierliches  Vieleck  6.  '>->  regel- 
mässiges Vieleck  17. 18.  »^  gleicheckiges 
Vieleck  30.  ^  Vielflach  54.  ~  Vielflach 
höherer  Art  175.  212. 

Distanz  zweier  Elementarzüge  116. 

Dodekaeder  85.  97.  regelmässiges  r-^  122. 
125 — 126.  155.  symmetrisches  o^  130. 
146.  tetraedrisches  oo  148.  <~  netz  127. 
129    153. 

Doppelcbcnc  173. 

Doppelelemente  eines  Vielflaches  höherer 
Alt  172—176. 

DoppeljUiche  58. 

Doppelpunkte  des  Vielecks  2.  10—12. 
r^  des  regelmässigen  Vielecks  19.  i^  des 
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gleicheckigen    Vielecks    26.     ^    eines 

Vielilaches  höherer  Art  172. 
Doppelpyramide  14:2. 
Doppelpyrnnüdennetz  152. 
Bostor  16    21.  22.  166.  172.  179. 
Drehuiiikel  3 
BreizügUr  109. 
B-iialität  9. 

Burchhohrungen  eines  Polyeders  63. 
Burege  59. 
Bürer  156. 

Byakisdodekaeder  146. 
Byakishexekmitaeder    149.    156      ^^    netz 

129.  152. 

Ebenrandig  142. 

Eberhard,  V.  2.  46.  52.  58.  74.  75.  78.  79. 
81.  85.  86.  91.  95.  99.  104.  107.  108. 
110. 112. 113. 115.  (Morphologie  zitiert52.) 

Eck  für  Yielflach  141. 

Eck  des  Vielecks  1.  ^^  des  Tielflaches  44. 
Mehrfache  r^  56.     i~  höherer  Art  163. 

Eckendoppelkante  173. 

Eckpyramide  133. 

Einbeschriebene  Kugel  des  regelmässigen 
Tielflaches  123.  ^~  des  gleichflächigen 
Polyeders  150. 

Einbegchriebener  Kreis  des  Vielecks  16. 
r^  des  gleicheckigen  Vielecks  22.  25. 
'^  des  gleichkantigen  Vielecks  22. 

Einfach  zusammenhöngei^de  Fläche  49. 

Einseitige  Fläche  54.  ^^  Zone  55.  r-^  Poly- 
eder s.  Möbiussche  Polyeder. 

Eitispringender  Winkel  3. 

Einteilung  der  Vielecke  ö.  '^  der  gleich- 
eckigen und  der  gleichfliichigen  Poly- 
eder 141. 

.E?e»!eJi<arerweiient«^,  Definition  102.  Theo- 
rie der  f^  115 

Elementarfläche  108.  116. 

Elementargürtel,  Definition  102.  Theorie 
der  ~  103.  104. 

Elementarnetz,  Definition  102.  Theorie 
115.  117. 

Elementarpolygone,  Definition  102.  Theorie 
der  ~  103.  104.  Gestalt  der  ~  112. 

Elementnrzug  116. 

Elevare  95.  156. 

Elfseit,  vollständige.-*  19. 

Entecken  134. 

Enthaltendes  Vielflach  100. 

Enthaltenes  Vielflach  100. 

Entkanten  134. 

Erweitermig  eines  Vielflaches  100.  '^  des 
Pentagondodekaeders  113. 

Erweiterungsnetz  100.  101. 

Erweiterungsprozesse  118. 

Euclidis  129.  130. 

Euler  17.  21.  52.  59.  60.  69.   120. 

Eulerscher  Satz  52.  56.  58—62.  ~  für 
Kugelnetze  61.  oo  für  einseitige  Poly- 
eder 56.  Erweiterter  ~  52—54.  62—66. 
164.  177—179. 

Eulersches  Polyeder  52. 


Excess,  sphärischer  41. 

Fadenmodelle  169. 

Färbung  der  Oberfläche  eines  Polyeders  70. 
~<  eines  einseitigen  Polyeders  72. 

Familie,  eines  Polyederstammes  120. 

Fedoroff  163. 

Fedorow  160.  162.  179.  205. 

Feld,  in  der  Ebene  2. 

Flach,  für  Vielflach  141. 

Fläche  eines  Vielflaches  8.  46.  Einfach 
und  mehrfach  berandete  ^^  49. 

nächendoppelkante  173. 

Flächeninhalt  des  Vielecks  7.  '^  eines 
zweiseitigen  Vielflaches  70.  .~  eines 
einseitigen  Vielflaches  72.  r^  eines  Viel- 
flaches gleich  Null  72. 

Flächemcinkel  46. 

Flächenzelle  7. 

Formel  eines  allgemeinen  Vielflaches  96. 
r^  eines  singolären  Vielflaches  98. 

Fünfeck  6.     Regelmässiges  ^^  17.  22. 

Fünfflach,  Vollständiges  47.  Gewöhnliches 
und  aussergewöhnliches  ^^  48.  71. 

Fünfzügler  109. 

Fundamentalkonstrukiion  der  allgemeinen 
Vielflache  und  Trigonalpolyeder  83—85. 

Gauss  14.  17.  21. 

Gegenkante  105. 

Gegenkantensystem  106. 

Gehlers  Physik.   Wöiierbuch  43. 

Geodätische  Linie  219. 

Gerard  21. 

Gergonne  9.  60.  62.  158.  159. 

Geschlecht  einer  Fläche  66. 

Geschlossene  Fläche  50. 

Gewöhnliches  Vieleck  5. 

Girard  12.  13.     ~'s  Theorem  41. 

Gleicherkiges Yieleck  16.  22.  Sphärisches-^ 
Vifl.-k  42.  ~  Vielflach  (Definition)  121. 
^   Xetz  150. 

Gleichflächiges  Vielflach  (Definition)  121. 
'^  Netz  151. 

Gleichgestaltig  s.  isomoi-ph. 

Gleichkantiges  Vieleck  16.  22.  36.  Sphäri- 
sches r^  Vieleck  42.  ^^  Vielflach  (De- 
finition) 121. 

Gleichseitiges  Vieleck  16. 

Gleichung  der  Kante  eines  regelmässigen 
Vielecks  19  ~  der  Kante  des  Fünf- 
und  Zehnecks  19.  -^  füi-  die  Flächen- 
zahl der  allgemeinen  Vielflache  84. 
r^  für  die  Eckenzahl  der  Trigonal- 
polyeder 84. 

Gleichwinkliges  Vieleck  16. 

Gliedrig  (von  einer  Achse)  124.  125. 

Godt  53.   220    222. 

Gonoeder  162. 

Groth  124.  142.  143.  146.  147. 

Grundform  »i-ter  Klasse  bei  Möbius  65. 

Grundfornwn  der  Elementarpolygone  110 
—112. 

Grund-n-flach  95. 


Grundzahl  einer  Fläche  49. 
Griinert  21.  62. 
Günther  12.  21.  176.  177. 
Gürtel  von  Flächen  101. 
Gyroidisch  142. 

Halbgeschlossem  Körper  203. 

Halbregulär  121. 

Halbreguläre  Vielflache  132. 

Harmonische  Punkte  9. 

Hauptachse  128. 

Haxiptdiagonalebene  44. 

Hauptdiagcmalpunkt  44. 

Hauptnetz,  erstes  und  zweites  129. 

Heinen  3. 

Heinze  127.  132.  140.  160. 

Hemiedrie  124.  142. 

Hemigonie  124.  142. 

Henrici  22. 

Hermes   O.    (Steglitz)    14.   78.   86.   93.  95. 

96—99.  183. 
Hermes  (Lingen)  21. 

Hess  (I  erklärt  S.  3)  10.  15.  16.  21.  26.  27. 
i  28.  30.  33.  (11  erklärt  S.  41)  43.  61.  72. 
I      128.  152.  154.  160.  161.  162.  ^III  erklärt 

S.    172)    173.    178.    182.    183.    189.    196. 

198.   202.   204.  205.  213.  216.   218. 
Hessel  16.  22.  43.  46.  52.  54.  60.  61.  125. 

140.  143.  147.  160. 
Hessschc  Formeln  164.  165. 
Hexaeder  122.  124.  144.  145.  154.  ~  netz 

127.  129. 
Hexagonoid ,  Definition  102.     ~..  von  ein- 
fachem oder  zweifachem  Zusammenhange 

109.  Morphologie  der  Hexagonoide  110 

—112.  115. 
Hexakisöktaeder  145.  155.  f^netz  129.  152. 

r^  gnippe  144. 
Hexakistetraeder  147.  '^^  netz  153. 
Hexekontaeder  149.  150. 
Hirsch  s.  Meier  Hirsch. 
Hohl  159. 
Holoedrisch  129. 
Hologonisch  129. 
Holzmüller  127.  130. 
.ffomoZojre  Begrenzungsstücke  74.  oo  Punkte 

eines  regelmässigen  Vielflaches  150. 
Hoppe  61.  63.  66. 
Hügel  131.  178. 
Hypsiklcs  130. 

Ikosneder,  regelmässiges  122.  125.  155.  170. 
Vollständige  Figur  seiner  Ebenen  206. 

Hcosaedcrnctz  127.  129. 

Ikositetraedr.r  145.  '^  netz  153. 

Inhalt  eines  Vielecks  7.  -meines  sphäi-ischen 
Polygons  41.  oo  eines  zweiseitigen  Viel- 
flaches 69 — 71.  '^  eines  einseitigen  Viel- 
flaches 72.  "-o  eines  aussergewöhnlichen 
Vielflaches  69.  71.  ~  des  Tetraeders  69. 
'^  eines  Polyeders  gleich  Null  71.  72. 
216.  r^  des  Ai-chimedeischen  Viel- 
flaches 134. 

Innen.ieite  eines  Vielflaches  46. 
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Innenwinkel  des  Vielecks  3.  Summe  der 
•^  i.  r^  des  regelmässigen  Vielecks  18. 

Invers  219. 

Inverses  Hn-eck  34. 

Irreducibles  Vielfiach  103. 

Isoeder  162. 

Isogon  162. 

Isokoiloeder  163. 

Isomorjyh  74. 

Isomorphismus  der  allgemeinen  Viel- 
flache 82. 

Isoscele  158. 

Jacohi  14. 

Jamitzer  156.  176. 

Jonquieres,  de  60.  61.  63. 

Jordan  52.  65.  74.  80.  161.  218—220.  222. 

Jungius  69. 

fe  =  Zahl  der  überstumpfen  Innenwinkel 
eines  Vielecks  3.  4. 

Kästner  13.  95.  156. 

Kaleidoskop  162. 

Kanäle  eines  Polyeders  63. 

Kante,  das  Wort  2.  '^  des  Vielecks  16. 
r^  des  regelmässigen  Vielecks  18.  ^^ 
verschiedener  Art  des  gleicheckigen 
Vielecks  23.  24.  «^  erster  und  zweiter 
Art  eines   allgemeinen  Vielflaches   108. 

Kantendiagonalebene  44. 

Kantend iagonalpiinkt  44. 

Kantenfigur  eines  Vielflaehes  96. 

Kantengesetz  von  Möbius  60.  ••^  in  zweiter 
Form  75. 

Kantenpolygone  eines  Vielflaches  99.  Ihre 
Charakteristik  108. 

Kantenicinkel  des  Vielflaches  46. 

Keil  46. 

Keplei-  13.  74.  130.  156.  176.  203. 

Kirkman  61.  75.  93.  95—97.  161. 

Klasse  eines  Polyeders  nach  Becker  64. 
r^  einer  Fläche  nach  Möbius  65.  ^^  eines 
allgem.  Vielflaches  nach  der  Zahl  der 
Scheitelflächensysteme  90.  oo  eines 
Doppelpunktes  des  Vielflaches  172.  r-^ 
eines  Vielflaches  nach  der  Zahl  der 
Gegenkantensysteme  107.  r^^der  Do])pel- 
kantcn  eines  Vielflaehes  173.  »^  der 
Doppelebenen  eines  Vielflaches  173. 

Klassifikation  der  allgemeinen  Vielflache 
und  Trigonalpolyeder  84. 

Klein,  F.  21.  51.  58.  65. 

Kliigel  18.  21.  22.   127.   159. 

Koch  161.  203. 

Koeffizient  einer  Flächcnzelle  7.  8.  r^  einer 
räumlichen  Zelle  71. 

Koiloeder  162. 

Komhinationsgestalt  zweier  Vielecke  34. 
~.  zweier  Vielflache  141.  181. 

Konjugierte  Polygone  9.  -^  Polyeder  74. 
151.  ~  Kugelnetze  128.  151. 

Konsliluierendcs  System  86. 

Kontinuierliches  Vieleck  6. 

Konvex,  das  Wort  3. 

Itriuknor,  Violocko  und  Vielflache. 


Konvexe  Vielecke  8.  «^  Vielflache  46. 

Korrelativ  74. 

Kosmische  Körper  130. 

Kranz  einer  Doppelpyramide  142. 

Kreis,  einbeschriebener  und  umbeschrie- 
bener des  Vielecks  16. 

Kreisteilung  20. 

Kreisteilungsnetz  127.  128. 

Kreuzungskante  eines  Vielflaches  81. 

Kronrandig  142. 

Kruse  1.  2.  3. 

Kubooktaeder  144.  154. 

Kugelartiges  Polyeder  52. 

Kugelnetz,  reguläres  127.  reguläres  r^ 
höherer  Art  170.  gleicheckiges  und 
gleichflächiges  -^  179. 

Legendre  46.  61.  66.  128. 

Legendres  Satz  66. 

Leonardo  da  Vinci  156. 

Lhuilier  60.  61.  62.  128.  157.   158. 

Lidonne  157. 

Linearkonfiguration,  auf  der  Kugel  80. 

Linke  Fläche  140. 

Linksseitige  Gegenkante  106. 

Lippich  53. 

Listing  62.  63. 

Löwe  131.  172. 

Loxodromische  Transformation  111. 

Lucas  21. 

Lücke  s.  Heinze. 

Marpurg  156. 

Mascheronische  Konstruktion  des  regulären 
Siebzehnecks  21. 

Mathematisches  Wörterbuch  s.  Kliigel. 

Manrolycus  74. 

Maximum  der  Kreuzungskanten  eines  all- 
gemeinen Vielflaches  82.  »^  der  Zahl 
der  Doppelpunkte  eines  Vielecks  11.  12. 

Mehrfach  zusammenhängende  Fläche  49.  53. 

Meier  Hirsch  41.  61.  128.  157. 

Meister  13.  60.  64.  74. 

Minimum  der  Winkelsumme  des  regel- 
mässigen Vielecks  18.  ^^  der  Zahl  der 
Doppelpunkte  des  Vielecks  10.  .-^  der 
Kreuzungskanten  eines  allgemeinen  Viel- 
flaches 82. 

Mittelpunkt  des  regelmässigen  Vielflaches 
123. 

Mittelpwnktspolygon  109. 

Modelle  vonVieiflachenVo&.  169. 170.183.203. 

Möbius  2.  13.  46.  (I  erklärt  S.  48.)  51.  52. 
54.  57.  58.  66.  68.  70.  72.  75.  85.  94. 
161.  179.  220.  221. 

Möbiussche  Polyeder  56.  57.  58.  72.  77. 
191.  192.  200.  201.  209.  210.  217.  218. 
Kriterien  für  »^  56.  69. 

Möbiussches  Blatt  54. 

Müller,  J.  H.  T.  4.  74.  159. 

Muir  21. 

Mulsotv  21. 

Nachbarpolygon  99. 


Nebenecke  1. 

n-facher  Punkt  eines  Vielecks  2. 

Negative  Flächenzellen  8.  <^  räumliche 
Zellen  71. 

Netto  21  (siehe  die  Zusätze). 

iV^ete,  gleicheckiges  151.  gleichflächiges  151. 

Neumann,  C.  49.  51. 

Neunflach,  allgemeines  86.  88.  89. 

Nicht-konvexes  Vielflach  46.  48.  67.  80. 
Einteilung  der  nicht  -  konvexen  Viel- 
flache in  Klassen  213.  Beispiele  solcher 
Vielflache  214—216. 

Nieuwlandsche  Aufgabe  131. 

Normalgürtel  102.  105. 

Normalpolygone  102.  105.  106.  112. 

Oberfläche  des  Vielflaches  46.  o^  des  Tetra- 
eders 69.  -^  eines  aussergewöhnlichen 
Vielflaches  70. 7 1 .  <~  des  Archimedeischen 
Vielflaches  134. 

Oktaeder,  regelmässiges  122.  124.  144.  145. 
154.  rhombisches  >~  142. 

Oktaedernetz  127.  128. 

Ordnung  der  Vielflache  nach  der  Zahl  der 
Flächen  80.  r^  nach  der  Zahl  der  Kan- 
ten 80. 

Paciuolo  95.  156. 

Pagni  21. 

Pappmodelle  170. 

PapjMs  156. 

Paraboloidisches  Hexagonoid  110. 

Parallelep)iped  142. 

Parapolar  78. 

Pureil  74. 

Pentagondodekaeder  s.  Dodekaeder. 

Pentagonhexekontaedcr  150.     oo  netz  153. 

Pentagonikositetraeder  145.  f^  netz  153. 
~  höherer  Art  192. 

Pcntakisdodekaeder  148. 155.  ~netz  152.153. 

Perimeter  des  Vielecks  2. 

Periode  95. 

Perrin  63. 

Pigeon  16. 

Pitsch   161.    179.    189.  193.  196.  197.  203. 

Plagiadrisch  142. 

Platonische  Körper  130. 

Poinsot  15.  17.  20.  94.  177. 

Poinsots  Formel  für-  die  Anzahl  der  regel- 
mässigen Vielecke  verschiedener  Art  17. 

Poinsotsche  Körper  177. 

Pol  9. 

Polar  (reziprok)  7.  73. 

Polare  '). 

Polareckc,  ebene  8.  räumliche  '^  46. 

Polarfigur  eines  sphärischen  Polygons  42. 

Polarität  von  Kante  und  ümfangswinkel  9. 
rvj  von  Diagonale  imd  Doppelpunkt  10. 

Polarnctz  154. 

Polyeder,  das  Wort,  46. 

Polycdrischc  Fläche  51. 

Polygon,  das  Wort  2. 

Poncelet  9. 

Preisarbeit  der  Pariser  Akadeviie  58.  160. 
29 
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Kamen-'  und  Sachregister. 


Primitives  Polyeder  94. 

Prisina  72.  Ai-chimedeisches  r^  139.  Ai-chi- 

medeisches  r^  höherer  Art  184. 
Prismatisch  142. 
Projektion  des  Peiimeters   eines  Vielecks 

auf   den  lunbeschriebenen  Kreis  8.  10. 
Prouhet  60.  64. 
Pyramidenikosaeder  149 . 
Pyranüdenoktaeder  145. 
Pyramidentetraeder  147. 
Pyramidenwürfel  130.  144. 
Pythagoras  13.  130. 

Querachse  128. 

Querschnitt  einer  berandeten  Fläche  49. 

Eadius  des  einbeschriebenen  (des  um- 
beschriebenen) Kreises  des  regelmässigen 
Vielecks  18. 

Räumliches  n-eck  4.5. 

Bamus  13. 

Pand  einer  Fläche  49. 

Paschig  56.  63. 

Rausenberger  3.  9.  18.  50.  51.  53.  59.  66. 
67.  69.  70.  79.  162. 

Rechte  Fläche  140. 

Rechtsseitige  Gegenkante  106. 

ReduciWes  Vielflach  100.  103.  ~  Poly- 
gon 110. 

Reduktion  der  Elementarpolygone  113. 

Regelmässiges  Vieleck  16.  r^  sphärisches 
Polygon  41.  ~  Vielflach  121.  122.  123 
—127. 

Regiomontanus  13. 

Regulär  s.  regelmässig. 

Reinhardt,  C.  8.  57.  77.  80.  161.  218.  222. 

Reziprok,  das  Wort  9.  64. 

Reziproke  Vielecke  gleicher  Artzahl  10. 
r^  Vielflache  73. 

Reziprozität  der  Vielecke  9.  r^  der  regel- 
mässigen Vielecke  20.  r^  der  gleich- 
eckigen und  der  gleichkantigen  Viel- 
ecke 36.  (^  der  Vielflache  73.  i^  der 
einseitigen  Vielflache  76.  ^^.^  der  regu- 
lären Vielflache  124.  126.  ~  der  Viel- 
flache höherer  Art  165. 

Rhombendodekaeder  130.  144.  148.  154. 
r^  netz  153. 

Rhombentriakontaeder  149. 155.  r^  netz  153. 

Rhombisches  Oktaeder  142. 

Rhomboeder  143. 

RhomboHdrische  Hemiedrie  143. 

Rhombus  16. 

Richelot  21. 

Riemann  49.  63.  65. 

Ring,  seine  Grundzahl  50.  <~  polyeder 
220—222. 

Röllner  66. 

Rotatimissymmetrie  219. 

Roth  73.  131. 

Pouche  178. 

Sägerandig  142. 
Scheitelfläcliensystem  89 — 91. 


Scheitelkante  86. 
Schönemann  131. 
Schönfliess  108.   110.  113.  115. 
Schraffierung   des  Perimeters   eines  Viel- 
ecks 2.  7. 

Schröder  14. 

Schubert  66. 

Schumacher  1. 

Schicendenheim  21. 

Schwenkung  3. 

Sechseck  5.  seine  Typen  6.  regelmässiges 
''o  17.  22.  diskontinuierliches  f'o  6. 
gleicheckiges  '^  29. 

Sechsecksteilung  der  Ebene  109. 

Sechsflach  76.  einseitiges  f^^  77.  allgemeines 
no  86. 

Seidelin  60. 

Seiten  (das)  zweier  Polyedei-flächen  86. 

Seitenfläche  eines  Vielflaches  46. 

Semi-regulier  159. 

Serret  21. 

Siebeneck  5.  regelmässiges  .-^  17.  o^  bei 
Kepler  13. 

Siebenflach,  allgemeines  86.  87. 

Siebzehneck  21. 

Singuläres  Vielflach  46.  Ableitung  aus  dem 
allgemeinen  Vielflach  80.  82.  98. 

l'inus  des  w-fachen  Winkels  18. 

Skalenoeder  143.  ~  höherer  Ai-t  190. 

Sohnke  16.  125.  128. 

Sphärischer  Excess  41. 

Sphärisches  Polygon,  reguläres  41.  halb- 
reguläres o^  42.  »^  höherer  Art  43. 

Sphärotische  Fläche  51. 

Sphenoid  143.  Kombinationen  von  Spheno- 
iden  212. 

Spiegelbildlich-isomorph  74. 

Spitz  132. 

Stämme  des  Bereiches  B^  119. 

Staigmüller  156. 

Stummfläche  eines  Vielflaches  86. 

Stammgleicliung  eines  allgemeinen  Viel- 
flaches 102. 

Stammsystem  eines  Vielflaches  86.  87 — 89. 

Stammvielflach  103. 

.Stotrfi,  ron  2.  21.  44.  46.  62. 

Stegall  128. 

Steiner  59.  61.  78.  163. 

Steinhauser  3.  15. 

Ste/Za  octangnla  167.  175. 

Stephanoid  72.  215.  216. 

Stereographische  Projektion  128. 

Sternfünfeck  13. 

Sternpolyeder  166. 

Sternvicieck  5. 

Stern-lJi-Fck,  zwanzigflächiges  169.  170. 
174.  zwölfflächiges  ~  169.  170.  173. 

Stern-12-Flach,  zwanzigeckiges  168.  170. 
174.  zwölfeckiges  ~  169.  170.  173. 

Stifel  156. 

Strahlen  s.  Achsen. 

Subtypisch  162 

Swimlen,  van  22.  60.  79.  127.  131. 


Symmetrie,  im  Sinne  Legendres  46.  75. 
r^  im  Sinne  C.  Jordans  219.  r^  der 
Eulerschen  Polyeder  161.  218—220.  ~ 
der  Ringpolyeder  222.  ^^  der  Drehung 
219.  '^  der  ümkehrung  219.  '^  der 
Wendung  219. 

Symmetrieebene  128.  171. 

Symmetrienetz  128. 

Sytiimetrisches  Polyeder  75. 

Symmetrisch-gleich  122. 

röjfecf  21. 

Teilung   der    Ebene    2.  158.  159.    '^  des 

Raumes  46. 
Ternion  65. 
Terqiiem  20.  177. 
Tetraeder,  allgemeines  47.    regelmässiges 

~  122    123.  147.  ~  netz  127.  153. 
Tetragonales  Sphenoid  143. 
Tetrakishexaeder    130.   144.    154.    -^  netz 

152.   153. 
Thieme  62. 

Transformation  eines  Hexagonoides   111. 
Trapezoid  147. 
Treutlein  22. 

Triakisikosaeder  149.  155.  r^netz  152.  153. 
Triakisoktaeder  144.  155.  ^^  netz  152.  153. 
Triakistetraeder  147.  ~  netz  152.  153. 
Triakontaeder  149.  Seine  vollständige  Figur 

209.  ~  höherer  Art  198. 
Triakontagon  149. 

Trigonalpolyeder  46.  Ihre  Ableitung  84.  85. 
Trigondodekaeder  147. 
Typisches  Polyeder  162. 

Überschlagenes  Vieleck  5. 

LYer  rfes  Perimeters  2. 

Umbeschriebene  Kugel   des   regelmässigen 

Vielflaches    123.    <^  des   gleicheckigen 

Polyeders  150. 
Umbeschriebener  Kreis  des  Vielecks  16. 
Umbildung  eines  Polyeders  63. 
Umfangswinkel    des    Vielecks    3.    <~   des 

gleicheckigen  2»j-ecks  25. 
Umkehrbares  Vielflach  (nach  Kirkman)  95. 
Uneigentliches  Vieleck  33. 
Unendlichweites,  bei  Vielecken  33. 
Unferdinger  3.  15. 

Ungleichendig  (von  einer  Achse)  125. 
Union  65. 

Varietäten  von  Polyedern  höherer  Art  183. 
186.  187. 

Veränderliches  Netz  152.  ~höherer  Art  181. 

Vieleck,  Definition  1.  vollständiges  -^  1. 
Überschlagenes  r^  6.  vollständiges  regel- 
mässiges f^  19.  20.  räumliches  voll- 
ständiges f>^  44.  ' 

Vielflach,  das  Wort  46. 

Vielflächner  46. 

Vielkant  22. 

Vielseit,  vollständiges  1.  regelmässiges 
~  19. 

Viereck,  seine  Typen  6. 


Namen-  und  Sachregister.     Bericuiignno;en  und  Zusätze. 
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Vierflach  s.  Tetraeder. 

Vierzügler  109. 

Vollständiges   Vieleck    1.     "^   riiumlicbes 

M-flach  44. 
Vollzählig  (von  Netzen)  129. 
Volumen  69. 
Vorgeschobene  Fläche  99. 

Wendeioinkel  3. 

Wiener,  dir.  3.  10.  15.  17.  46.  167.  170. 
178.  179. 

Wiener,  H.  131. 

Wietiers  Satz  (von  der  Anzahl  der  Doppel- 
punkte eines  Vielecks)  10. 


Winkel    de.s    regelmässigen    Vielecks    18. 

r^^j  des  gleicheckigeu  Vielecks  24. 
Winkel  Spiegel  162. 
Wolf  l.  3.  15.  46. 
Würfel  s.  Hexaeder. 

Zehnecl;  regelmässiges  17.  19.  22.  gleich- 
eckiges r^  erster  und  zweiter  Art  25. 
34.  35.  gleicheckiges  <-~  dritter  Art  26. 
34.  35.  gleicheckiges  <^  vierter  Art  27. 
34.  35.  gleichkantiges  r^  38—40. 

Zehnflach,  allgemeines  86.  87. 

Zelle  eines  Vielecks  7.  «^  des  regelmässigen 
Vielecks  18.  r^  eines  Vielflaches  71. 


Zeppenfeld  131. 

Zone  55. 

Zurücktretende  Fläche  99. 

Zusammenhang  einer  Fläche  49.  o^  des 
Raumes  51. 

ZuscMrfung  der  Kante  eines  Vielecks  40. 

Ziveiecksnetz  127.  128. 

Zweiseitige  Fläche  51.  o^  Zone  55. 

Zweite  Figur  3.  4. 

Zivölfflach,  allgemeines  97.  s.  auch  Do- 
dekaeder. 


Berichtigungen  und  Zusätze. 


s. 

S. 


13  ist  von  älteren  Quellen  noch  zu  neuneu:  Chasles,  Apercu  hist.     Deutsch  von  Sohnke.  1839.    Vergl.  daselbst  S.  545 — 560. 
21  ist  noch  anzuführen:  E.  Netto,  Substitutionentheorie.  Leipzig  1882.     Vergl.  das.  die  Anm.  S.   181  und   die  Konstruktion 

des  Siebzehnecks  S.  183—186. 
45.  Z.  3  V.  unten  statt  Normalecke  zu  leseu  Folareckc. 

51  fehlt  in  Nr.  47   die  Definition   der  berandeten  zweiseitigen  Fläche:    Eine  berandete  Fläche  ist  zweiseitig,  wenn  die  in 
irgend  einem   ihrer  Punkte  auf  ihr  nach  aussen   enichtete  (unendlich  kleine)  Nonnale  nicht  durch  Fortbewegung 
längs   der  Fläche  in  die  ihrer  ersten  Richtung  entgegengesetzte  nach  demselben  Punkte  übergeführt  werden  kann, 
ohne  dass  dabei  der  Rand  überschritten  wird. 
9  V.  u.  statt  Achtflach  zu  lesen  Siehenflach. 
5  V.  u.  statt  Nr.  54  zu  lesen  Nr.  53. 
2  V.  o.  und  Anm.  2  lies  Kirkman. 
Anm.  1.  Z.  2  statt  viereckige  Ecken  zu  lesen  vierkantige  Ecken. 
Z.  6  V.  u.  lies   Werten  statt  Worten. 
S.  92/93.     Die  erste  Figur  66  ist  mit  der  (ähnlich  aussehenden)  dritten  Figur  05  zu  vertauschen. 
S.  97.  Anm.  1.  Z.  1  statt  »«-flache  zu  lesen  «-flache. 

S.  118.  Z.  8  v.  u.  lautet  die  erste  Stammgleichung:  3/,  -j-  2/',  -|-  /j  =  m  -f  12. 
S.  124.  Anm.  1  statt  Werte  lies  Worte. 
S.  128.  Z.  3  und  Z.  10  v.  c,  S.  129.  Z.  17  v.  u.  lies  Eckpunkte  statt  Endpunkte. 
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